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Callbtr ist kreisrunder Querschnitt hei Quecksilliers = s, y das absolute Gew. der 
geraden Cylindem und Kugeln; bei er- Kubik-Einheit deslillirten Wa.ssers ist, so 
Steren ist es vornehmlich der innere Quer- hat man die Weite d der Röhre = 
schnitt einer Röhre, wie bei den Oe- 
Bcbützeu, den Thermometerrühren ; Aräo- = 2 

meterscalen bedürfen eines genauen äu- 
fseren C. Bei Kugeln versteht man unter Ctlorimettr, ein von I.avoisier erfun- 
C. deren grüfste Kroisebene. Die Gröfse dener Apparat, um die specifische Wärme 
des 0. wiM durch den Durchmesser ge- eines iStolTs dadurch, dafs man ihn Eis 
messen und angepben. Eine Röhre von scbmelzeu läfst, zu ermitteln. Die Theo- 
durchweg einerlei C. heifst eine cali- rie des C. ist folgende: Für einerlei Wir- 
brirte Rühre. Bei Barometern ist die kung durch die Wärme ist auch stets 
t'alibrirung der Rühre nicht wesentlich, einerlei Wärmemenge erforderlich, z. B. 
weil einerlei Luftdruck sich unabhängig um die Kubik-Einheit eines bestimmten 
von dem C. durch einerlei Hübe der ha- Stofls von 0° bis auf 100° Cels. zu erbü- 
Tometrischen Flüssigkeit ausspriebt; um hen, oder um ihu vou 100° aufO° abzu 
so wichtiger ist sie beim Thermometer, kühlen. Verschiedene Stoffe brauchen 
das zu wissenschaftlichen Zwecken be- verschiedene Wärmemengen dazu, d. h. 
stimmt ist, weil die tbermometrische Flüs- verschiedene Stolfe haben verschiedene 
• sigkeit von der Wärme eine cubische Wärmecapacitäten, und die Wärme- 
Ansdehnnng erfährt , so dafs einerlei menge, die einem Stoff zugefübrt werden 
Wärme- .Abstände bei verschiedenem Rüh- mufs, damit seine Temperatur von 0° auf 
rencaliber verschiedene Längen-Ausdeh- 1° oder auf 100° Gels, steige, oder die er 
nnngen, also die Grade unrichtig zeigen, abgiebt, um von 1° oder von 100° Cels. 
wenn der Fundamentalabstand zwisenen auf 0° berahzukommen, ist seine spe- 
dem Gefrier- und dem Siedepunkt in lauter cifische Wärme, 
gleich lange Theile getheilt ist. Man Da man Wärmemengen nicht absolut 
prüft solche Rühre in Betreff ihres C., aufoufinden vermag, so sind alle Angaben 
indem man eine kurze Länge Quecksilber von specifischer Warme relativ, indem sie 
in dieselbe bringt, diese v<im Anfang bis auf einen Normalstoff, dessen specibsche 
zum Ende der Röhre nach und nach ver- Wärme als Einheit genommen wird, sich 
schiebt, und mit Hülfe eines genauen gründen. Dieser Stoff ist das destillirte 
Maafsstabes mikroskopisch untersucht, ob Wasser, welches 79° Wärme abgiebt, um 
das Quecksilber überall einerlei Länge hat. ein gleiches Gewicht Eis zu .schmelzen. 
Liegt daran, die Weite einer Rühre, d. h. 1 Pfd. Wasser von 79° Temperatur 
besonders eines Haarröhrchens, zu erfah- schmelzt 1 Pfd. Eis von 0° zu Wasser 
reu, so wägt man die Rühre, bringt dar- von 0° Temp. und gebt selbst zu 0°Temp. 
auf eine möglichst grofse Länge Queck- hinab, so dafs 2 Pfd. Wasser vou 0° eiit- 
silber hinein, wägt wieder, e^hrt aus stehen. 

der Differenz beider Gewichte das Gewicht Wenn nun 1000 Cent Quecksilber von 
des Quecksilbers g, mifst dessen Länge I, 100° Cels. 42 Cent. Eis von 0° zu Was- 
niid wenn das bekannte spec. Gew. des ser von 0° scbmelzeu, bis sie selbst auf 
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die Temperatnr 0° hinab gekommen sind, 
so hat man die apecihache Wärme x des 
Quecksilbers zu der des Wassers -- 1 aus 
der Fruportiun : 

100° Qiiecks. : 79° Wasser 
1000° Cent , : 42° Cent Kis J" '* 

woraus 

X = 0,03318 

Der Apparat ist in allen physikalischen 
Lehrbücuern beschrieben und ab^ebildet: 
Kr besteht aus drei blechenen öeiirsen, 
die mit Spielraum in einander stehen. 
Das innerste empfängt den Kö^er, des- 
sen specifische Wärme zu ermitteln ist; 
zwischen diesem (iefäl's und dem mittle- 
ren wird Eis von 0° eingelegt, welches 
durch die Wärme des eingele^en Körpers 
zum Theil zu W'asser schmilzt, das durch 
ein Rohr in ein besonderes Gefäfs fliefst 
und mit diesem abgewägt werden kann. 
Zwischen das mittlere und äuisere Gefäis 
wird ebenfalls Eis gepackt, damit die 
Wärme der äufseren Luft auf den inne- 
ren Schmelzprocefs keinen Einflufs üben 
könne. Das Verfahren bei den Versuchen, 
und die nöthigen Vorsicbtsmafsre^cln zu 
Erlangung richtiger Resultate gehoreu in 
die Physik. 

Calotte ist jeder der beiden Theile 
einer Kugeloberfläche, die Ton einer Ebene 
geschnitten wird. Denkt man sich den 
auf der Durchschnitts-Ebene normalen 
Durchmesser, so trilTt dieser in jeder C. 
den Punkt, welcher con allen übrigen 
Calottenpunkten den gröfsten Abstand 
Ton der Ebene hat, und dieser Abstand 
heifst die Höhe der C., die Durch- 
achnittsebene ist die Grundebene d. C. 

Es sei ADB ein Halbkreis, EP eine 
mit dem Durchmesser AB parallele Sehne, 
ÜC der Halbmesser normal AB, so be- 
schreibt bei der Umdrehung des Halb- 
kreises um DV der Quadrant DFB eine 
Halbkugel-Oberfläche, und der Bogen DF 
eine C. 


Um den Flächen -Inhalt der C. zu be- 
stimmen, ziehe die Sehne DF und die 
Tangente GF an F bis in die Verlänge- 
rung Ton CD, so beschreiben beide gera- 
den Liinien DF und GF zwei Kegelmäntel, 
Ton welchen oflenbar der erste kleiner, 
und der zweite gröfser als der Inhalt / 
der C. ist, die aber beide immer näher 
dem Inhalt I kommen, je näher F.F an 
D gelegt wird. 

Die Inhalte der Kegelmäntel sind gleich 
geradlinigen Dreiecken, deren Grundlinie 
der von dem Punkt F beschriebene Kreis- 
umfang ist, und deren Höhen die Geraden 
DF und GF sind. Mithin ist der Kegel- 
mantel, der entsteht durch DF 
=n-FH.DF 

durch GF 

=n-FH.GF 

Bezeichnet man den Halbmesser CF 
mit r, die Höhe DH der C. mit x, so 
hat man 


FH = V r* - (r - x)* = l'(2r - x)x 


und da 

also 

oder 


DF=J'2rx 
A f?F//~AFC« 
GF-.FH= FC-.CH 


GF : I (2r- x)x = r:r-x 

GF= ' l'(2r-x)x 

r “ T 

die Kegelfläche durch DF ist mithin 

— n |’'(2r — x)x • ] 2rx = n rx ^^2 • — 

die Eegelfläche durch GF 


= n)/(2r— x)x • ^ ) (2r— x)x 


folglich 


2r-x 


1,' 2r-x , 2r-x 

nrx 1/ 2 — - — < /< »rx — ^ 



Fig. 267. 


Da mit beliebiger Abnahme von x die 
beiden einschlieisenden Gröfsen der mitt- 
leren / beliebig nahe gebracht werden 
können, so ist offenbar 

I = nrx* K 

wo K eine Gröfse ist, die zwischen 
2 — "od “der zwischen 

Hit beliebiger Abuabtue too x rer- 

jf 

•ebwiodet aber gegen 1 u. 2 immer 
mehr, und beide Grufsen küuneo dem Werth 
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= 8 belieb^ nahe gebracht werden ; dem- Bild nkht mehr in einer danklen Kam- 
nach ist K = 8 und mer, sondern im Hellen auf einer matt- 

/ = inri geschliffenen Olasplatte sieht. 

->■ *» «. 

ist =4or* = dem ^'ierfachen der gröfsten ^tischer Anparat rum 

Kreisfläche ” Nachaeichnen von uegenständen. Er be- 

steht ans einem prismatisrben Glaskörper 
Camera clara. Hierunter versteht man von der Form ABDC iin Querschnitt, in 
2 optische Apparate, nämlich I) die im welchem AB = BD einen rechten Winkel 


folgenden Art. abgehandelte Camera In- und AC^ÜC einen Winkel von 135 
cida, besonders bei den Franzosen, die 


diese chambre claire nennen, und 8) die 
in dem darauf fol^nden Art. beschriebene 
Camera obscura in der unter No. 8 ge- 
dachten Abänderung, weil man hier das 


bilden. 

Die CoDstmction dieses Profils ist sehr 
einflich; denn zieht man die Diagonale 
BC, ao hat man 


ACB = z: BCD = 


135“ 


= C71“ 


folglich 


AABC 

^BAC 


45 


= 180*-(67t®-h46“)= 674® 


Hat man demnach AB = BD, /ü ABD 
= 90° gezeichnet, so halbire ^ ABD durch 
BC und nimm BC = AB, wonach der 
Punkt C and die Linien AC und DC 
sich ergeben. 

Man stellt den Glaskörper anf ein Sta- 
tiv mit der Grundkante BD senkrecht, 
mit der durch AB liegenden Seitenebene 
des Prisma waagerecht, belegt die Ober- 
fläche mit einem Pigment, nud lälst nnr 
an der Kante A in der Mitte der Länge 
eine kleine runde Oeffnnng für das dnrch- 
sehende Ange; die Ebene BD wird dem 


Fig. 268. 
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aufzunebmenden Gegenstände, einer Land- 
schaft z. B., eiitgegenstellt. Mit diesem 
Apparat erreicht man, wie weiter nach- 
gewiesen werden wird, dafs die von dem 
aufseren Gegenstände auf die Ebene CD 
fallenden Strahlen reflectirt unter dem- 
selben Keflectionswinkel auf die Ebene 
AC geworfen werden, und von dieser 
nach der Ebene AB wiederum unter dem- 
selben Winkel reflectireu, so dafs die 


reflectirten Strahlen nnter denselben Win- 
keln in das bei A befindliche Ange fallen, 
unter welchen die orsprünglichen Strah- 
len in BD eintreten, nnd dort gesehen 
werden würden, dafs mithin der Gegen- 
stand bei A in seiner natürlichen Grolse 
erscheint, nnd zwar waagerecht ausge- 
hreitet, weil das Ange das empfangene 
Bild des Gegenstandes senkrecht herab- 
wiril. Legt man daher unter dem Glas- 
körper auf eine borizuntale Ebene ein 
Stück weifses Papier, und richtet die Pa- 
pille des Auges zur Hälfte über die Oefl'- 
nnng, anr Hälfte anf das Pamer, so lassen 
sich die einzelnen Linien des Gegenstandes 
mit dem Bleistift überzeichnen, und man 
erhält das Bild in einem um so kleine- 
ren Maafsstabe, je näher das Papier der 
Überfläche AB gelegt wird. 

Die Länge AC = DC bat man 

S.4B sin IABC= iAB si» * 4 - 
’ 8 

= ABl 2(1 - eot 45°) = A Byi{l - ;p2) 
= 0,765- AB 

Fällt man von C die Lothe CE und 
CP auf AB und CD, so sind die Pro- 
jectionen AE = DP = AB(,l — roi 45°) 
= 0,893- AB. 

Behufs der Aufnahme eines entfernten 
Gwnstandes genügt es, wenn die Seiten 
AB, BD 3 bis 6 Linien breit, und das 
Prisma bis 1 Zoll lang ist. 

3. Es sei Fig. 269 CO ein auf die 
Ebene BD fallender horizontaler Licht- 
strahl, so geht derselbe geradlinig fort 
bis n. Da nun ^ GllD = also klei- 
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ner »U 48 J®, «o kann er («. Ablenkung refleclirt nach CE nnd erscheint in der 
des Lichtstrahls, pag. 9) nick nustreten, senkrechten CH, nnd der Tor OF befiud- 
sondern reflectirt, und iwar unter dem liehe senkrechte Gegenstand erscheint in 
^ IIIC = (llll) = da uun Z.ICU dem gleichgrofsen waagerechten Hilde A'Ä. 

= 135®, so ist auch ^ C///= 22}®, mithin Reicht die Ueffnung bei A nur bis Ä, so 
redectirt der Strahl Hl nochmals unter werden auch nur die Strahlen, die auf 
dem z. AIK = 22i°; es ist z .4A'/=90® den Theil Oll der Ebene CD fallen, awi- 
uud der Strahl IK geht geradlinig und scheu A und t gesehen, und der Tor 

DG senkrechte Gegenstand erscheint auf 
dem Papier in D"0", wohin nämlich das 
Auge Tor A die Strahlen wirft. 

3. Es sei (i'G (Fig. 270) der Strahl von 
einem unter dem noriiontry in der Ver- 
längerung Ton GG' behndlichen fenieu 
Punkt, Z yb’ti' = n, so bricht der Strahl 
nach GH, so dals (s. Ablenkung u. a. w.,'* 
pag. 9) } sin ft — sin HGx = sin ß. 

Da nun 

Z CxO = 22}® 

so ist 

Z GHD = 2H’‘-ß 

folglich Z IIIC des reßeclirten Strahls 
Hl r 22}®-/» 

und folglich 

Z II IC = 22} ® + /» 

Der Strahl Hl reßectirt also nach IK, 
to diSi Z KIA = ZHIC-i2^“A-ll- Wenn 
daher tte das Eiufallsloth in K ist, so ist 
Z "'Kl = ß — z HGx\ der .Strahl IK bricht 
senkrecht nach //, in die Höhe. D.isselhe also unter dem = yGG’ = Z", und 

findet mit allen horizont.-il auf die Ebene das Auge in Lt sieht den Gegenstand G" 
CD fallenden Strahlen statt: der .Strahl unter demselben Winkel, unter welchem 
auf D reflectirt nach DA und erscheint es den Gegenstand in G sehen würde, 
io der senkrechten AK, der Strahl auf C Ein horizontaler Strahl durch G' würde 


Fig. 270. 



Fig. 2G9. 
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in vte erscheinen, er würde von dem Auce 
auf die Papierebene nach te” der Strahl 
LK nach U" geworfeu werden; man er- 
hält also das Bild von (V in (}" unter 
dem richtigen Uepressionswinkel 
— vKL = yGC. 

Der Strahl ft'C ist unter solchem Üe- 
pressionswinkel nnommen, dafs er in K 
nicht mehr ins Auge trilTl, weil K schon 
mit Pigment bedeckt ist, und sugleich so, 
dab wenn von dem äuisersten Punkt E 
der Augenöffniing KF4; hl gezogen winl, 
die Parallele ans E mit III den üufser- 
sten Punkt O der Ebene CI) trifit. Zu 
diesem gebrochenen Strahl />F gehört nur 
der in 0 mit 6'6" einfallende Strahl 
D'D. Die unter dem Depressiouswinkel 
a = iDO' auf BO fallenden Strahlen sind 
also die äufsersteu, die ins Auge treffen, 
und sie erscheinen als tiefste Linie des 
Bildes auf der Papierebeue in D" , wenn 
ED" + LG" gezogen wird. Höher liegende 
Punkte wie 0' erscheinen dadurch, dals 
von ihnen Strahlen unter kleineren De- 
pressionswinkeln auf Bl) fallen, z. B. von 
ff auf Punkte zwischen D und 6'. 

Wegen der kleinen Dimension von BD 
kommt es übrigens gar nicht ilarauf an, 
in welcher Höhe von BD ein Strahl ein- 
fallt, ob also der Strahl D'D oder G'G 
oder B'B unter dem Depressionswinkel x 
der unterste des entfernten Gegenstandes 
ist, welcher noch auf der Papierelmne als 
Bild erscheint. 

Um den gröfstmöglichen Depressions- 
winkel tDD' = yGG' = n zu bestimmen, 
hat man den Brechungswinkel desselben 
HGx = ß, der immer kleiner als 33^° ist; 
ferner ist die Breite AE der Durchseh- 
öffnnng zu bestimmen, und es sei, wenn 

AB = a ist, AE = — o. 

n 

Nun hat man in dem ^ CDF-. 

CD ! CF = sin CFD : sin CDF 

= sin (23i'’-|-/S) : sin (33{°-fl 
= sin 33}° cos ß cos 33^° sin ß 
: sin 33i° cot ß- cos Ti\°siitß 
also, da CD = AC ist 
CA-.CF=l+col 32}" '3/* 

:l-co»22i“.(j,t (1) 

Zieht man die Diagonale BC und schnei- 
det diese DF in !U, so hat man 
I^FAEccC:^FCM 

daher 

AFiAE=CF.C.M 

oder 

AF+CF:CF = AE+CM: CM 

oder 

CA-.CF= — a + CM-.CM (2) 

fl 


Fällt man das Loth CiV auf DF so ist 
^KDC = -22i°-ß 

daher 

j/ NCD -00"- (22}° - fl = 671° -I- 
und da . 

ZWCD = 671° 

so ist 

hCM=ß 

und 

C.V = CM cot ß=CD sin (221° - fl 
Den Worth von CM in Gl. 2 gesetzt, 
giebt 

CA:CF=lg^CD."''^^^-Ji 

n cos ß 

oder 

CA : er = -^o+C/)[sin22}°-cos 22i°ljfl 
: CD [sin 22|° - cos 221° fl 
Diese Gl. mit I verbunden giebt 

1 -I- CO» 224° Ijß-.l-col 224° lyß =—a + 

CD [sin 224° -cos 224° «jfl 
: CD [sin 224°- cos 224° 'jfl 
woraus durch Addition und Subtraction 
der Glieder 

2:2 CO» 234°»j/J = ^a 

-I- iCD [sin 224°- cos 224" »j /»] : -i- o 
Nach No. 1 ist Cö = 0,765 -n 
sin 224° =0,38268M 
cos 224° =0,9238795 
CO» 224° =2,4142136 
Diese Werthe eingesetzt, entsteht: 

2 : 4,8284272 -ly ß = ~ + 0,5855056 • n 

n 

- 1,4135356.« »j/Jt-^o 
woraus reducirt und nach ß geordnet: 
r _ 1 0,58550551 , ^ 

® ^ L 1,4 135356.« ■'■1,41353561 ^ 


oder 


■*■6,8251 537.« ° 


»j’,f - 1^—-^—® -f- 0,4142135 j lg ß 


^ 0,293034 


hieraus 

lg ß = + - _ 4. 0,207 1067 


:)/( 0 ,( 


0428932 

n »• / 

Ob das Vorzeichen der Wurzel + oder 
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— genommen weiden mafi, prüft man, 
indem man für w den höcluten inlässi- 
een Werth = 1 eeUt, wobei dann die 
Uurrhsehölfnung von A bis B reicht und 
worans dann nothwendig fSr ß der Werth 
22 t° entstehen mnis. 

Man findet für n = 1 

lg ß = 0,56083fi7 ± O.H6642 1 
nnn ist aber schon das erste Glied 
0,560*367 = /j 29“ 17' 
also gröfaer als 22'.°. 

Nimmt man das negatire Voneicben, 
so erhält man 

lgß = 0,4141936 

es ist aber 

lg 22J“ = 0,4142t36 = lj,4 
indem der geringe Unteischieil swischen 
beiden in der Rechnung mit in wenigen 
Docimalen liegt; folglicn mufs das nega- 
tire Voneichon genommen werden. 

Für n = 10 hat man 

lgß = 0,2424797 - 0,1717352 = 0,0707445 
woraus 

ß = *° li' 

Für n = 5 erhält man 
lg ß = 0,2778527 - 0,1363649 = 0,1414878 
woraus 

ß = i° Z’ 

Nun ist 

lin 4“ 1}' = 0,070 1918 

»in « = J sin 4“ Ij = 0,105 2877 
woraus 

« = 6° 2^' 

Für n = 10, d. h. wenn die llurchseh- 
öffnung AB ist, beträgt also der grüfste 
Winkel, unter welchem ein unterhalb des 
Horizonts befindlicher Gegenstand noch 
aufgenommen werden kann 6° 21'. 
sin 8“ 3' ist = 0,140 0372 
sin II = } sin 8“ 3' = 0,210 0558 
woraus 

0 = 12 ° 74 ' 

Beträrt also die Unrchsehöffnnng \AB, 
so ist der grüfste Depressionswinkel für 
eine an&unehmende Landschaft 12° 74' 

5. Den grölstmäglichen E 1er at ions- 
winkel, unter welchem ein Gegenstand 
noch aufznnebmen ist, findet man durch 
folgende Betrachtung: 

Sind LC, BH Einfallslothe auf CD, 
so ist LCA = 45° 

ein Strahl HM, der nnter dem Z BHM 
= 45° reflectirt wird, läuft mit AC +, trifll 
also die Fläche i4C nicht mehr, und giebt, 
wenn er so nsbe an C fallt, dafs er bei 
A ins Auge trifft, ein serkehrtea Bild des 
Gegenstandes, von dem er ausgebt; ein 
Winkel BHM = 45° ist also die Grenze 
des gröfsten Reflectionswinkels , nnd zu 
diesem gehört ein Einfallswinkel EUB 
= 45°. ffieraus hat man 


^HED= 61 ),° 

und wenn FQ das Einfallsloth durch £ 
auf BD ist, 

ZFEH=iH° 


Fiz 271 . 



zu dem Strahl EH als ein in BD gebro- 
chener Strahl gehört aber ein einfallender 
Strahl IE in der Richtung, dafs 
sin GEI — 4 sin FEH — 4 siw 22{° 

= 0,5740251 

woraus 

GEI = 3b'’ 14' 

und dieser Winkel ist die Grenze des 
Elevationswinkels, unter welchem ein Ge- 

e enstand noch aufgenommen wenlen kann. 

'er Strahl selbst aber liefert dem Auge 
ein verkehrtes Bild, wie schon erwähnt; 
denn gesetzt, der reflectirte .Strahl HM 
des gebrochenen Strahls EH träfe in's 
Auge, so wirft dies den Gegenstand in 
der Richtung MH aufs Papier; denkt man 
sich nnn von einem über I liegenden 
Gegenstand /' den .Strahl /'£' 4= lE, so 
bricht dieser nach E'H' 4^ EH und kommt 
in der Richtung H'M’ in's Auge, dieses 
wirft das Bild in der Richtung M'H' aufs 
Papier, und f, ein höherer Gegenstand 
als I, erscheint auf dem Papier als nie- 
driger gelegen. Daher gehen die obersten 
Punkte des Gegenstandes ein undeutli- 
ches, verwischtes Bild. 

6. Non sind noch die Strahlen zu be- 
trachten, die durch BD unmittelbar auf 
die Fläche AC fallen, die also entweder 
ebroeben durch AC hindurch geben nnd 
einen Einflufs auf das in A sichtbare 
Bild haben, oder einfach reflectirend ge- 

f en AB geworfen werden, nnd ein ver- 
ehrtes Bild geben. 

Die horizontalen Strahlen wie IE tre- 
ten ungebrochen in den Glaskörper und 
treffen die Fläche AC unter dem z CFE 
— 224° mit dem Einfallsloth LM. Der 
Strahl BF geht also durch den Glasköi^ 
per in einer Richtung FG weiter fort, 
ohne in's Auge zu kommen. 
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Man bat veracbieilene Abändernneen 
dieses einfachen Ajiparats, die sich dar- 
anf beziehen , das auf die dunkle Fläche 
(jeworfene Bild nacbzuzeichnen ; am toU- 
kommensten ist sie für die Erzeugung 
der sogenannten Lichtbilder, indem das 
auf einer dunklen Molallfläche erzenrte 
Bild durch chemische Eineirkunj; des 
Lichts fixirt wird. Alle diese Einrich- 


gebrocbene Strahlen unmittelbar auf AC 
fallen, thun also dem Bilde keinen 
Schaden. 

Unter den eon einem unterhalb der 
Horizontale befindlichen Punkt herrühren- 
den gebrochenen Strahlen gehen alle durch 
AC gebrochen hindurch, die mit dem Ein- 
fallsloth LF einen ^ /-FE’ bilden, der 
kleiner als 41 ist, also einen Z. 

in So. 4 ist aber gezeigt, dab •wenn 
die Durchsehüffnung bei ,4 = ,'j .4 B ge- 
nommen wird, der gröfstmügliche ^ EFF.' 
= 4® ly ist; bei der Oeffnung = \AB 
kann Z F.FE" höchstens 8“ 3’ sein, und 
wenn die Durchsehüffnung die ganze Breite 
AB eiunimmt, ist ein Z EFE' Ton 22i® 
möglich. Demnach thun auch die Strah- 
len der unterhalb des Horizonts befind- 
lichen Punkte des aufznnehmenden Ge- 
genstandes, deren gebrochene Strahlen 
unmittelbar auf die Fläche -4C fallen, 
dem Bilde bei .4 keinen Schaden. 

Camera obscara. Ein ron Porta um 
die Mitte dea 16. Jahriinnderts erfundener 
optischer Apparat, mit welchem Bilder 
entfernter Gegenstände aufgefangen wer- 
den. Es sei ABCD ein dunkler Raum, 
in der Mitte der Wand CD befinde sich 
eine kleine Oeffnung, so werden Ton dem 
erlenchteten Gegenstände ah durch die 
Oeffnung auf die dunkle Wand AB Licht- 
strahlen geworfen, und es entsteht Ton 
ah das Terkehrto Bild o'i’. Der Erfin- 
dung dieser C. obsc. verdankt die spätere, 
die C. lucida ihren Namen, wenngleich 
dieselbe keine Camera ist. 


tungen gehören nicht hierher. 

2. Dagegen ist folgende Abänderung 
näher zu betrachten, die man auch Ca- 
mera Clara (belle Kammer) nennt. Zn 
dieser C. clara wird nämlich der Apparat, 
wenn man statt der Oeffnung in CD eine 
verschiebbare .Sammellinse C'C" einiegt, 
welche die Lichtstrahlen auf einen unter 
45° geneigten .Spiegel AI wirft, von dem 
sie gegen eine in der Decke befimlliche 
mattgeschliffene Glasplatte AE refiectiren, 
und auf dieser ein richtiges mit Blei- 
stift nachzuzeichnendes Bild hervorbringen. 
Biertiei mufs die Axe FB durch^ C der 
Linse C'C" auf der Hinterwand AE genau 
normal verbleiben, und das Rohr mnls 
so gestellt werden, dafs CB die Brenn- 
weite, also B der Brennpunkt ist 

Inden Art. .Astronomisches Fernrohr* 
und .Brennglas* ist gezeigt, dafs dann 
(der Spiegel AI fortgedacht) von dem vor 
der Linse C'C" befindlichen GegensUnd 
auf der Ebene AE ein verkehrtes Bild 
entsteht, der Strahl FC anf die Mitte C 
der Linse und normal auf dieselbe tref- 
fend geht ungebrochen bis B und die von 
F auf andere Punkte der Linse fallenden 
Strahlen werden ebenfalls nach dem Pniikt 
B gebrochen; so der Strahl F*C’ nach 
CB, der Strahl F”t" nach C"ß, und es 
entsteht in B ein aus sehr vielen Stie- 
len zusammengesetztes und scharfes Bild 
des Punktes F. 

Wird nun der Spiegel eingelegt, so 
fängt dieser alle nach B gerichteten Strah- 
len auf; so den Strahl CB in 4, den Strahl 
C'B in 4' und den Strahl CB in h". 

Es entsteht also anf dem Spiegel kein 


Der nnter dem möglich grölsten Eleva- 
tionswinkel oinfallende und nach EH 
Fig. 871 gebrochene Strahl würde, wenn 
er näher an B einfiele, die Fläche AC 
normal treffen, also wie t.M, Fig. 272, 
ungebrochen hindurch gehen. Die von 
der Horizontalo ab aufwärts befindlichen 
Punkto des Gegenstandes, deren in BD 

Fig. 272. 
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Bild des Punkts /■', sondern eine aus den 
sehr vielen von h' auf die Linse fallenden 
Strahlen gebildete kleine elliptische Licht- 
fläche, indem die vor der senkrecht durch 
das Linsenmittel C gerichteten Linie 
C'C" auf die Linse fallenden Strahlen hin- 
ter die Ellipsenaxe t’k" and die hinter 
C'C" fallenaen Strahlen vor b't" auf den 
Spieeel geworfen werden. Alle diese 
Strahlen werden aber gegen die Glas- 
platte AK geworfen, und iwar nach nur 
einem Punkte, der + AF. über 4 liegt, 
so dafs mittelst des Spiegels der Punkt fl 
zum Vertreter des Brennpunkts B einge- 
setzt ist. 

Der Strahl C4 nämlich reflectirt unter 
dem Z flt^ = Z Ckl = Z BAk =^EAI 
= 45“, folglich ist Zß4^= 90“ und4/J+,4ß, 
kfl = kB und Afl = AB. 

Der Strahl C'k' reflectirt unter einem 
Winkel an Ak', der = ist dem Z Ck'l 
= Z Ak’B\ bezeichnet man den Punkt auf 
AK, in welchen der Strahl von 4' aus 
die Fläche AK trifit anstatt mit^, vor- 
läufig mit fl', so ist, da 

Ak' = Ak' 

Z BAk' = ^fl'Ak' 

Z Bk'A = z fl't'A 
A Ak'B A Ak'ß'~ 

folglich 

Afl' = AB 

nun ist 

Afl = AB 

folglich fällt fl' mit fl zusammen, und so 
läfst sich von allen übrigen von C'C" auf 
AI geworfenen Strahlen erweisen, dafs 
sie in fl Zusammentreffen. 

Alle übrigen Strahlen von Punkten 
aufser denen von F, welche auf den Mit- 
telpunkt C der Linse fallen, gehen un- 
gebrochen fort, und treffen, wenn der 
Spiegel fort^nommen wird, die Fläche 
AE. So trifft der Strahl II C von einem 
höheren Punkt II des Gegenstandes gerad- 


linig in E, und alle übrigen von demsel- 
ben Punkt II auf andere Punkte der Linse 
fallenden Strahlen wenlen nach dem Punkt 
E als Vereinigunnpunkt derselben ge- 
brochen ; so der Strahl ll'C nach CE 
und der Strahl W'C" nach C"E. Bei 
eingelegtem Spiegel AI werden alle diese 
Strahlen wie in e, e’" zu einer klei- 
nen elliptischen Lichtfläche aufgefangen 
und nach einem einzigen Punkt ig der 
Glasplatte AK geworfen, der gegen AI 
die gleiche Lage mit E hat, wie dies 
durch Congruenz der Dreiecke eben so 
leicht zu erweisen ist, wie oben von den 
Strahlen aus 4, 4', 4". 

Ein Gleiches gilt von allen übrigen 
Punkten des Gegenstandes; die oberen 
Punkte desselben werden von dem Spie- 

f el unterhalb auf^efangen, und wenn der 
eichner vor A sich stellt, auf die Glas- 
platte wieder nach oben geworfen. Eben 
so fangt der Spiegel die unteren Punkte 
des Gegenstamies oberhalb, die rechts be- 
findlichen links, die links befindlichen 
rechts auf, and wirft diese Punkte alle 
auf die Glasplatte in der umgekehrten, 
also in derselben Ordnung, wie sie an 
dem Gegenstände sich befinden. 

Dafs an den Rändern, wie bei / und .4 
nicht so viele Lichtstrahlen eines Punk- 
tes des Gegenstandes aufgefangen wer- 
den, als in der Mitte des Spiegels, näm- 
lich in dem Umfange, dessen Grüfse dfie 
Linse CC zur Projection hat, macht jene 
auf AK nach dem Rande hin befindlichen 
Bilder nur allmählich dunkler aber nicht 
weniger correcL Das Dreieck AEI der 
Camera kann natürlich ganz fehlen, wenn 
nur der Spiegel AI und die Glasplatte 
AK die gezeichnete Lage zur Linse CC' 
haben. Nimmt man die Glasplatte AK 
hinweg, sieht durch die Oeffnung AK auf 
den Spiegel, wobei man mit Tüchern um 
den Kopf das Eindringen von Licht durch 
AK venimdert, so bemerkt man, wie auch 
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aus dem obipen Vortrag hervorgeht, auf 
dem Spiegel kein Bild, sondern denselben 
als eine erleuchtete Fläche, deren Farben 
von dem Gegenstände abhangen, auf den 
die Linse gerichtet ist. 

Canalwaage, Wasserwaage, ein Ni- 
vellir- Instniment, welches an sich un- 
vollkommen ist, und nur da angewendet 
wird, wo es auf grofse Genauigkeit nicht 
ankommt, dann aber recht gute Dienste 
leistet, als für landwirthschaftliche Zwecke, 
z. B. behufs der Kbcnung eines in den 
Profilen unregelmäfsigen Platzes, zu An- 
lage von Abzugsgräben u. dpi. 

Es besteht aus einem horizontalen Rohr 
AB von starkem Metallblech, mit aufrecht 
gebogenen Tüllen an beiden Enden, in 
welche von beiden Seiten offene Glasröh- 
ren wasserdicht und senkrecht eingesetzt 
werden. In den hohlen Raum wird durch 


Fig. 275. 



die obere Oeffnung eines der beiden Glä- 
ser Wasser eingeg(»sseii, bis es auf etwa 
* der Hohe in den Gläsern steht. Die 
beiden sichtbaren Wasserspiegel geben die 
Horizontale DE an, und ein Auge in D 
visirt längs DE nach einem entfernten 
Punkt, der nun als in einerlei Horizon- 
talen mit DE liegend, markirt wird. Das 
Instrument hat in der Mitte einen An.satz 
F, mit dem es während des Visirens auf 
ein Stativ gesetzt wird. 

Die Horizontale DE wird um .so genauer 
visirt, je länger AB i.st, woher die Röhre 
AB unter 2 Fufs lang nicht genommen 
werden darf. Wegen der Capillarität ist 
der Was.serspiegel in einem Glase con- 
cav, man visirt also DE nur in den Rän- 
dern des Spiegels; auch steht der Wasser- 
spiegel in commuiiicirenden ungleich 
weiten Röhren ungleich hoch, in der 
engeren Röhre höher, daher man beide 
Gläser gleich weit und überhaupt nicht 
zu eng, mindestens Zoll weit nehmen 
mufs, und das Rohr Aß ist vor dem Vi- 
siren möglichst horizontal, oder vielmehr, 
die Gläser sind möglichst vertical zu 
stellen, wobei man ein Bleiloth zu Hülfe 


nehmen kann. Beim Eingie&en von Was- 
ser und während des Transports dürfen 
io dem Rohr AB keine LuRblaseu zum 
Verhalten kommen, weil diese eine un- 
gleiche Spannung gegen die beiden Wa.s- 
sersäulen äufsern und somit eine un- 
gleiche Höhe, also eine unrichtige Hori- 
zontale veranlassen können. 

Capillaranziehang , Capillarattraction 

ist die Erscheinung, dafs Flüssigkeiten in 
engen Röhren durch die Atlhäsion deren 
Wandungen in die Höhe gezogen werden, 
so dafs sie den Flüssigkeit.sspiegel eines 
damit commuiiicirenden weiteren Gefafses 
überragen. 

Capillardepression , die Erscheinung, 
dafs Flüssigkeiten in engen Röhren, von 
deren Wandungen sie nicht angezogen 
werden, dieselben also auch nicht ne 
netzen, vermöge der überwiegenden Co- 
häsion ihrer Massentheilchen unter den 
Flüssigkeitsspiegel eines mit der Röhre 
communicirenden weiteren Gefafses sinken. 

Capillarität (capillus, das Haar), Haar- 
röhrchen-Anziehung ist die in den 
vorigen beiden Art. aufgeführte Erschei- 
nung; die des zweiten Art. eigentlich 
eine Haarröhrchen-Abstofsung, wie 
man sie aber nicht nennt. Die anfstei- 
gende C. hat zum Grunde, dafs die Ad- 
häsion der Röhren Wandungen gegen die 
denselben nahen Flüssigkeitstheilen gröfser 
ist als die auf dieselben wirkende Schwer- 
kraft, und die absteigende C., dafs die Co- 
häsion der Massentheilchen, in Folge wel- 
cher diese den möglich kleinsten Raum 
als Kugel einnehmen wollen und hinab- 
sinken um den daruntorbcfindlichen Theil- 
chon näher zu kommen, die auf die um- 
liegende Flüssigkeit wirkende Schwerkraft 
überwindet. 

Eine bekannte Erscheinung im Leben 
iebt Zeugnifs von der bedeutenden Wir- 
ung der C.; nämlich dafs ein Wasch- 
schwamm, der nur mit der untersten 
Spitze in Wasser eingesenkt wird und 
bleibt, sehr bald bis auf die obersten 
Theilchen hinein das Wa.sser aulTängt; 
eben so geschieht dies mit Holzkohlen 
und andern porösen Körpern, indem die 
Poren enge Röhrchen sind, deren Wan- 
dungen das Wasser adhäriren (vergl. Ad- 
häsion am Schluls). 

2. ln einer weiten Glasröhre ist der 
Flüssigkeits- Spiegel in der Mitte eine 
waagerechte Ebene, an dem Rande ge- 
krümmt; ist die Flü.ssigkeit benetzend, 
wie Wasser, so i.st die Krümmung hohl 
und an dem Rande aufsteigend, ist sie 
nicht benetzend, wie Quecksilber, so ist 
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die Krümmnng erhaben, an dem Rande 
absteigend. So weit der Spiegel eben ist, 
so weit wirkt die Schwerkraft allein,_und 
weder von Abhäsion noch von Cohäsion 
eingeschränkt. Wo aber die Krümmung 
beginnt, da beginnt auch der Einflufs der 
Atihäsion oder der Cohäsion und er stei- 
gert sich bis an den Rand, wo er am 
gröfsten wird. Die Wasseruienge, welche 
gegen den Rand über dem mittleren 
Wasserspiegel in die Höhe gerogen wor- 
den, druckt rugleifh die Kraft aus, mit 
welcher die Adhäsion der .Schwere das 
Gleichgewicht hält, denn um dieselbe 
Wassermenge ist der Wasserspiegel ge- 
sunken. Eben so drückt die Quecksilber- 
raenge, welche längs dem Rande unter- 
halb des mittleren Spiegels fehlt, die Kraft 
der Cohäsion gegen die Schwere aus, 
denn um dieselbe ist der Quecksilber- 
spiegel in der Mitte gestiegen. 

Je weiter die Röhre ist, auf desto mehr 
Flüssigkeitstheile wdrkt die Schwere, desto 
weiter nach dem Rande pflanzt sie sich 
fort, desto geringer werden die Randwir- 
kungen und desto schmaler die Krüm- 
mungen längs derselben. Je enger da- 
gegen die Röhre, je geringer ist die Menge 
der Flüssigkeitstheilchen, auf welche die 
Schwere ungehindert wirkt, desto weniger 
Einflufs hat sie auf die Randflüssigkeit, 
und deren Krümmungen werden breiter. 
Ist eine cy lindrische Röhre so eng, dafs 
die mittlere Ebene in einen Punkt ver- 
schwindet, so findet keine alleinige Wir- 
kung der Schwere mehr statt, und_ die 
Röhre ist ein CapilUritätsgefäfs , 
welches schon bei ^ Zoll Durchmesser 
anfängt, so dafs die Röhre wegen dieser 
noch bedeutenden Weite nicht gut schon 
Haarröhrchen genannt werden kann. 

Die Wirkung der Adhäsion, so wie die 
der Cohäsion auf eine Flüssigkeit im 
Haarröhrchen, die C., wächst natürlich 
mit der Länge des Randes, die ihr ent- 
gegenwirkende Schwerkraft wächst (oder 
die C. nimmt ab) mit der Summe der 
Flüssigkeits- Elemente, auf welche die 
Schwere wirkt, also mit dem Querschnitt 
der Röhre; bezeichnen also D, d die Durch- 
messer zweier Haarröhrchen, C, c deren 
Capillaritätswirkungen, so ist 
1) C: c= nD : nd 
1 


schieden weiten Röhren für 
einerlei Flüssigkeit verhal- 
ten sich umgekehrt wiederen 
Durchmesser. 

Dieses Gesetz modificirt sich um etwas 
nach folgender Betrachtung; 

Wird ein Haarröhrchen A in eine 
in dem weiten Gefafs B befindliche Flüs- 
sigkeit getaucht, welche die Wandung 
der Röhre benetzt, so macht sich die C. 
dadurch geltend, dafs die Flüssigkeit der 
Schwere entgegen in das Röhrchen um 
eine Höhe h anfsteigt und eine Oberfläche 
bildet, die näherungsweise als Ilohlkugel- 
fläche von dem Halbmesser r der Rohre 
betrachtet werden kann. Die C. wird also 
ausgesprochen durch das Gewicht der auf- 
gestiegenen Flüssigkeit; der Raum-Inhalt 
derselben ist ein Cylinder von der Höhe 
A und dem Halbmesser r = nr*A + einem 

Fig. 276. 



2) C : c = 


—Ü* 

4 


1 

— d* 
4 


Meniscus von der Höhe r und dem Halb- 
messer r, der also = ist einem Cylinder 
von dem Halbmesser r und der Höhe 
r = nr* — einer Halbkugel von dem Halb- 
messer r=5?ir*. Der Rauminhalt der 
aufgezogenen Flüssigkeit ist demnach 

rtr-h + nr^ — — Tir^^h + \r) 

Nennt man das Gewicht der Kubik- 
einheit y, so hat man die Capillarität 
= nr‘(A + jr)y 

Bezeichnet man wie oben die Capilla- 
rität der Längeneinheit mit c, so beträgt 
dieselbe für die Röhre vom Halbmesser 
r (weil deren Wandumfang = 2;ir ist) 
2nrc, und man hat 

2nrc = /ir*(A-F jr)y 

woraus 


mithin 




oder 


und 


woraus das Gesetz hervorgeht: 

die Capillaritäten zweier ver- 


c= r(A + ir).|- 

-=r(A-|-ir) 

r 

A=— -ir 

r»- 


( 1 ) 


( 2 ) 
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Für ein© Röhre von dem Halbmesser Ä, 
der Höhe H, hat man bei derselben Flüs- 
sigkeit die Capillarität c 

c = R{H+lR)^ 


oder 


und 


daher 


y = /?(//+ ifl) 

//= i« 

yR 


nnd 


y=Ä(//i ifi) = r(A-hir) 


(3) 


(4) 


2c , o 2c , 

H : h = — - \ R : Jr 

yR y»" 

Diese Formeln stimmen auch so ^nau, 
als es zu verlangen ist mit den Versu- 
chen: Gay Lussac beobachtete, daCs Was- 
ser in einer Röhre von 1,2944 Millimeter 
Weite anfstieg auf 23,1634'»"" Höhe, in 
einer Röhre von 1,9038""»* Weite auf 
16,6861'»'"' Höhe. Legt man die erste 
Beobachtung zu Grunde, so hat man nach 
Formel 1 

= 15,130976 

Diesen Werth in Formel 4 gesetzt und 
auf die 2. Beobachtung angewendet giebt 


beobachtet ist 


// = 
// = 


16,130975 
4- 1,9038’ 


j-i- 1,9038 = 16,67825"'»»' 
= 15,58610"'»»' 
Differenz = 0,001Sbmm 


Bei der C.- Depression, wenn nämlich 
die Röhre tiefer in die Flüssigkeit ge- 
taucht wird, entsteht ein leerer Raum 
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abwärts von der Form des vollen Raums 
bei der C. - Attraction ; es sind also die 
obigen 4 Formeln auch für die C.-Depres- 
sion gültig. 

CapUlaritltsgefäfse s. u. Capillarität. 

Cardaniache Formel, Gardan's Regel, 
8. Algebraische Gleichung, No. 21, wo sie 
entwickelt ist, No. 22, wo die Fälle der 
Anwendbarkeit dargelegt nnd No. 23, wo 
Anwendungen derselben gegeben sind. 

CardiaalpaiÜLte sind für irgend einen 
Ort der Erdoberfläche die an der hohlen 
Himmelskugel beflndlichen Punkte: Ost, 
West, Süd, Nord; diejenigen Punkto 
also, welche den Umfang des wahren Ho- 
rizonts in 4 Quadranten theilen. Von die- 
sen sind der Ostpunkt und der West- 
punkt die Durchschnittspunkte des Aeqna- 
tors, der Nordpunkt und der Südpunkt 


die des Meridians mit dem Horizont (s. 
astronomischer Horizont 1 nnd 8). 

Die eben gedachten Kreise: der Aequa- 
tor nnd der Meridian, schneiden den 
scheinbaren Horizont in 4 über dem wah- 
ren Horizont belegenen Punkten, die eben- 
falls Cardinalpunkte des scheinbaren Ho- 
rizonts und Ost, West, Süd, Nord 
heifsen, woher man auch wohl die zum 
wahren Horizont gehörenden C.-P. wah- 
rer Ost-, West-, Süd-, Nordpnnkt nennt. 
Besonders sind in der Nautik diese Be- 
zeichnungen gebräuchlich, und man nennt 
dort die gerade Verbindungslinie zwischen 
dem wahren Nord- und dem wahren Süd- 
punkt die wahre Mit tags linie oder die 
wahre Nord - Südlinie , so wie die 
gerade Linie zwischen dem wahren West- 
punkt die wahre Ost- Westlinie. 

Es sei PQpa ein Meridian der Himmels- 
kugel, P der Nordpol, p der Südpol, Pj> 
die Himmels -Axe, Qq die in dem Men- 
dian PQpq belegene Durchschnittslinie 
des Aequators, welche die Axe in dem 
Mittelpunkt C schneidet, um den die Erd- 
kugel als kleiner Kreis angedeutet ist. 
Qüq W sei der Aequator, POpW der durch 
die Pole normal darauf geführte Kreis, 
welcher den Aeqnator in den Punkten 
O, W schneidet, so sind die Punkte 
V* Q 90® von einander entfernt, 
nnd jeder andere normal auf die Meridian- 
Ebene PQpq durch den Mittelpunkt C 
gelegte Kreis schneidet die beiden Kreise 
POpW und QOqW in OW. So z. B. der 
Kreis NOSW, weicher der wahre Hori- 
zont desjenigen Orts o der Erde ist, des- 
sen Zeniths in der normal auf NOSW 
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in C (tericliUten I.iiiic (\ und elion .-o 
in Ueni Meridian be{Xt. Kür Uieeen 

Ort 0 der Erde ist aUo A der Xordpuiikt, 
fi der Süd|>unkl, 0 der ().<t|junkt und »f 
der Wesipunkt. 

Kür alle ül>ri)ten Orte o der uürülieheu 
Halbkugel in denuelbeu Meridian, mit 
Ausnahme wenn s in I\ wenn also o im 
Nordpol der Erde selbst liept, bleiben o 
und W' die Durchscbnittspnnkte der Ho- 
riionte mit dem Aeijuator und 0 bleibt 
der Ostpunkt, IK der Westpunkt. 

Denkt man sich einen Ort o dutth sei- 
nen Parallolkreis um die Enle (teführt, 
also dessen Zenith s um den Parallelkreis 
ss', so entspricht jedem andern dieser 
Orte 0 mit seinem lugehörigen s ein an- 
derer Uorisont, die aber sämmtlich inner- 
halb der ParallelkreUe A A' und S.S’ rer- 
bleiben, und die Durchschnittspunkte O 
und W «erden durch alle Punkte des 
Aequators geführt. Dasselbe geschieht 
für alle anderen Orte o der Erde unter 
anderer geographischer Hreite mit den 
lugehörigen Zenithen in anderen Parallel- 
kreisen nnd ebenfalls für alle Orte s der 
südlichen Halbkugel; es h<t mithin der 
Aeqnator der geometrische Ort der üst- 
nnd Westpunkte für alle Orte der Erd- 
oberfläche. . , 

Diegt s und sein Ort o in der östlichen 
Halbkugel (indem man irgend einen Me- 
ridian als den ersten feststellt), also s' 
nnd sein Ort o' in demselben Meridian 
in der westlichen Halbkugel, so ist H 
der Ostpunkt und O der Westimnkt für 
o'. Dasselbe findet iwischen allen ande- 
ren Orten o nnd o' in aiuleren Parallel- 
kreisen statt, daher istfürOrteinentgegen- 


gesetiten Meridianen gegenseitig der 
Ostpunkt des einen der Westpnnkt 
des anderen. 

Fällt s in P oder p, d. h. ist der 
Ort 0 der Nordpol oder der Südpol 
der Erde, so decken sich Horizont und 
Aeqnator, es sind keine Durchschnitts- 
punkte O und IK Torhanden, deshalb 
halten die Krdpole weder Ost- noch 
Westimnkt, oder vielmehr, jeder Punkt 
des Horizonts ist zugleich Ostpunkt 
und Westpunkt. 

Je nachdem der Ort in der östli- 
chen mier westlichen Halbkugel liegt, 
je nachdem liegt der Nordpunkt in 
der westlichen oder östlichen Halb- 
kugel; ist o der Nordpol oder der Süd- 
l>ol, so ist jeder Punkt des Horizonts 
der Nordjiuukt nnd zugleich der Süd- 
punkt, wie er der Ost- nnd der Weat- 
punkt ist. Liegt a mit s im Aequa- 
tor, so ist der Nordpunkt der Nordpol, 
der Südpunkt der Südpol. 

Die den Cardinalpnnkten nahen Punkte 
des Horizonts heifsen Himmelsgegen- 
den, sie sind Osten, Westen, Süden uud 
Norden; die beiden Erdpole haben keine 
Himmelsgegenden. 

Cardlotde, eine Curve, mub geschrie- 
l>en werden: Kardioide, von anpilm, das 
Herz, also herzähnliche Curve, ist ähnlich 
der Urennlinie Kig. 251. 

Cartesianische Wirbel, die vor Newton 
von Desrartes(('artesius)aufgestellte Theo- 
rie, nach welcher jeder Weltkörper von 
einer feinen Materie umgeben ist, die wir- 
belartig sich bewegL den Weltkörper mit 
sich fortreibt und ihn durch seine Rahn 
führt. Erwägt man, dafs diese Wirbel 
den damals schon bekannten Bahnen ge- 
mäfs sich bewegen mulsten, und dafs, 
obgleich die von Newton entdeckten Ge- 
setze der Anziehungskraft durchaus sich 
bewähren, die Anziehungskraft aber eben 
so wenig als alle anderen Naturkräfte in 
ihren pbysikalbchen Eigenschaften zu er- 
gründen ist, so gaben die Cartesbehen W., 
von dem Centralkör]ier, einer Sonne aus- 
gehend gedacht, eine fafsliche bildliche 
Anschauung von der primitiven Wirkung 
der Anziehungskraft, freilich nicht als 
fortreifsend, sondern vielmehr die Centri- 
fugalkraft einschränkend. (Vgl. Attraction 
No. 4.) 

Caulnlsche Corre, von Cassini erfun- 
den, in welcher nach ihm die Kewegnng 
der Erde um die Sonne geschehen soll- 
ist ohne wissenschaftlichen Werth und 
auch, wahrscheinlich scherzwebe, Cassi- 
noide genannt worden. 
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Catt — nnd Caoit — «. Katt= and 
Kauat. 

CantralbevegQllg ist die Bewegnng 
eiiiea Punkts in geschlossener krummer 
Linie um einen anderen Punkt; der erste 
ist der bewegte Punkt, der letzte der 
Centralpunat, die krumme Linie die 
Bahn des hewefrten Punkts, die in irgend 
einem Augenbli» der Bewegung zu den- 
kende gerade Verbindungslinie zwischen 
beiden Punkten der Radius vector (der 
führende, der leitende 8trahl). Bewegt 
sich der Centralpnnkt, so soll der bewegte 
Punkt dieselbe Bewegung haben, d. b. 
mit dem Centralpunkt 4= fortschreiteu, und 
er beschreibt dann eine apirale, die eben- 
falls geschlossen ist, wenn der Central- 
punkt der bewegte Punkt eines anderen 
Centraipnnkts ist. 

In der Wirklichkeit bewegen sich Punkte 
nicht einzeln, sondern Ma.s.sen, d. h. Sum- 
men mit einander vereinigter Massen- 
punkte; unter dem Centralpuukt und dem 
bewegten Punkt werden dann die Mittel- 
punkte der Ua.ssen verstanden, auch sagt 
man Centralmasse, bewegte Masse, 
Centralkürper, bewegter Körper. 

Centralbewegungen geschehen entweder 
auf vorgeschriebenen Wegen oder im freien 
Raum, erstere z. B. beim Schwung einer 
Masse an einem strafTeu Faden um dessen 
Endpunkt, beim Regulator mit Scbwung- 
kugeln um eine Axe, letztere in der Be- 
wegung der Weltkürper. Drehende Be- 
wegungen um feste Axen, wie beim 
Räderwerk, werden unter Centralbewegnng 
nicht verstanden. 

Centralbewegnngen sind nicht anders 
denkbar, als dafs der bewegte Punkt mit- 
telst einer Kraft zu einer Bewegung ver- 
anlafst worden, die nun geradlinig war 
und geblieben wäre, wenn nicht ein an- 
derer aufserhalb der Bewegnngsrichtung 
befindlicher fester Punkt eine anziehende 
Wirkung auf ihn amsgeübt, den Punkt 
von der ursprünglich geradlinigen Rich- 
tung ahgelenkt hatte, und der nun den- 
selben durch fortdauernde Einwirkung auf 
ihn um sich herumführt. Der Central- 
punkt heifst deshalb auch Kraftpuukt, 
Mittelpunkt der Kräfte. 

Die Kiitwickelung der bei solchen Zu- 
sammeuwirkungen nnthwendigen Entste- 
hung einer Kundbewung um den Central- 
punkt ist in dem Art.; Bahn No. 2 bis 5, 
mit Fig. 164 bis 166, pag. 270 geschehen; 
in No. 6 mit Fig. 167 sind die dynami- 
schen Gesetze entwickelt, unter welchen 
die Bahn ein Kreis wird; in dem Art.: 
Bahn der Weltkörper, mit Fig. 184 bis 
190, pag. 289 sind die Curven untersucht, 
welche Mi dem durch Newton entdeckten 


Attractionsgesetz für die Bahnen der Welt 
körper mödich sind, und in dem folgen- 
den Art.: Bahn der Weltkörper, die El- 
lipse, ist diese Curve als die einzige Bahn 
wiederkehrender also wirklich in Central- 
bewegung begriffener Weltkörper speciell 
abgehandelt. 

Es ist nun noch zn erörtern, dafs der 
Mittelpunkt des Centralkörpers keines- 
weges auch der Mittelpunkt der Bewegung, 
der Kraftpunkt ist, sondeni dals dieser 
in dem Schwerpunkt sämmtlicbcr zn dem- 
selben System gehörenden Massen besteht. 
Cm den einfachsten Fall zu erläutern, 
hat man in dem .Art.: Attraction No. 9, 
dafs zwei Massen M und m in dem Ver- 
hältnifs ihrer Gröfsen auf einander ein- - 
wirken; bedeutet also £ die Hasse der 
Erde, lU die Masse des Mondes, so zieht 
die Enie den Mond mit der Masse £, der 
Mond die Erde mit der Masse M an. Ge- 
schieht nun eine Drehung des Mondes 
um die Erde, so kann nach dem System 
der Statik das System zwischen Erde und 
Mond als Kräfte im freien Kaum 
nur im Gleichgewicht sein, wenn zugleich 
eine Drehung der Erde um den Mond 
geschieht, und beide Drehungen sind nur 
um den gemeinschaftlichen Schwerpunkt 
beider Weltkörper möglich. Ist demnach 
L die Entfernung zwischen den Mittel- 

S unkten von Erde und Mond, so geschieht 
ie Drehung um einen Punkt C in der 
Entfernung C£ = f, von der Erde, und 
nnd in der Entfernung CM = von dem 
Monde, dafs: 

l. E = l.M 


l. = 


und 


/.= 


M 


E+M 


I — *■' .f - ^ .t 

■" M*~E + M 

Wegen der elliptischen Bewegung des 
Mondes um die Eide ist die Länge L und 
mit dieser auch der Punkt C zwischen K 
nnd M veränderlich. 

Man kann auch durch folgende Betrach- 
tung zu diesem Resultat gelangen: Nach 
dem Art.: Bahn No. 6, pag. 272 hat mau 
die Geschwindigkeit I' einer durch die 
Schwungkraft P in der Entfernung r vom 
Mittelpunkt liewegten Masse durch die 
Formel 

p 

F» = 2jr-i- 

Der schwingende Mond hat keine an- 
dere Schwungkraft H als seine Masse M, 
P M 

mithin ist ~= = 1 ; und die schwiu- 
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gcnde Erd« hat «benfalls P=E und m=B, 
folglich — =-^ = 1 ; dagegen ist im er- 

M 

steo Fall M die angetogene, £ die an* 
siebende Hasse, die Hescbleunignng g 
M 

aifo = C-i. »enn G die Beechleunigunge- 

einheit ist; im iweiten Fall ist E die 
angexogene Uasse, M die anziehende Masse, 

mithin g = G-^, die Entfernung r ist in 

ln 

beiden Fällen = E. Nennt man daher rr 
die Geschwindigkeit der Erde, die des 
Mondes, so hat man 


e,*=2tG 
« *=2tG 


daher 


. •:«« = 2JLC-^ ;2Eg4 

• ^ & Ä 


oder 


»,:»_ = if : E 


Da aber die Geschwindigkeiten in einer- 
lei System wie deren tlebelsarme sich 
verhalten, so verhält sich 

also 

da nun f, -b = t, so hat man die Längen 
1, und 1„ wie schon oben gefunden ist. 

Dm den vorstehenden Satz auf das 
System zwischen Erde und Mond anzn- 
wenden, hat man die Masse des Mondes 
zu der der Erde wie 

1 : 87,73 

die kleinste Entfernung des Mondes von 
der Erde i8990 geogr. Ml., die grSfete 
64670 Ml.; bei 48990 Ml. bat man also 
die Entfernung des gemeinschaftlichen 
Schwerpunkts vom Mittelpunkt der Erde 
oder 

U = . 1 -X 48890 = 562,125 Ml. 

87,73 + 1 

Bei 54670 Ml. Entfernung; 

/, = --* X 54670 = 616,139 Ml. 
87,73 -H 

Der Punkt, der mit Erde nnd älond in 
der Ekliptik um die Sonne sich bewegt, 
ändert also seinen Ort in der Drehaxe 
zwischen Erde und Mond um eine Länge 
von 616,139 -552,125 =64,014 Ml., und 
zwar fortdauernd allmälich und in Perio- 
den eines anomaiistischen Monats von 
97 Tagen 13 Std. 5{ Minuten, in welcher 
Zeit der Mond aus der Erdnähe in den- 
selben Punkt der nächstfolgenden Erd- 


nähe, oder ans Erdferne wieder in die 
Erdferne gelangt, nnd in der der Schwer- 
punkt den Weg von 64,014 Ml. hin nnd 
her macht. 

Aufaer der Bahn in der Ekliptik macht 
folglich die Enie noch fortdauernd Seiteu- 
bewegungen, die bald nach der Sonne 
hinwärts, bald von der Sonne abwärts 
geschehen. Bei 64,014 geogr Meilen zu 
1970,175 prenls. Ruthen betrag diese 
Seitenbewegung in der halben Zeit von 
13 Tg. 18 Std. 32 i Min. = 19832; Min. 
126118,78 preufs. Ruthen, also im Mittel 
per Min. 6,359 Ruthen = 76,308 preuis. 
Fuis, per Secunde im Mittei 1,2718 preuis. 
Fnfs. 

Der Halbmesser der Erde ist 859,5 geogr. 
Meilen, der Schwerpunkt liegt also noch 
innerhalb der Erdkugel, und zwar wäh- 
rend der Erdnähe des Mondes 307,376 
geogr. Ml. und während der Erdferne des 
Mondes 243,36 geogr. Ml. von der Erd- 
oberfläche nach dem Erdmittel hin. 

Während nnn der Mond von Abend 
nach Morgen um den Schwerpunkt C sich 
dreht, dreht sich die Erde auf der ihm 
entgegengesetzten Seite um denselben 
Punkt C, so dals die Mittelpunkte der 
Erde und des Mondes mit dem Schwer- 
punkt C immer in einer geraden Linie 
verbleiben; wenn z. B. der Mond N die 
Lage M' erhalten bat, belindet sich die 
Erde £ in der Lage £'. 

Der Mond dreht sich bekanntlich um 
die Erde der Art, data er bei einmaligem 
Umgänge zugleich eine vollständige Axen- 
drehung gemacht hat; so z. B. kommt 
der Punkt a nach und nach in die Lagen 
a', a", a"', a. Bei der Erde ist dies nicht 
der Fall, diese bleibt während der Dre- 


Fig. 279. 
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hnng am den Schwarpankt ia allen Punk- 
ten and deren gegenseitigen Lagen 4= 
mit sieb selbst, wenn man Ton deren in 
jetiesmal 24 Stunden stattündenden Axen- 
drebung absiebt, und die also von der 
Drehnng der Erde um jenen Schwerpunkt 
C jptnz unabbändg bleibt. 

Eben so bat das ganze Sonnensystem 
einen Schwerpunkt, der mit jeder rerän- 
derten Stellung der Planeten ein anderer 
ist, der also in ledern Augenblick sich 
ändert, und nm den jedesmal Sonne und 
Planeten sich drehen. Demnach liegt 
streng genommen keine einzige Planeten- 
bahn in einer Ebene. 


Es dürfte Ton Interesse sein, diesen 
Schwerpunkt des Sonnensystems näher 
zu betrachten: Die kleineren Planeten 
Vesta, Juno, Ceres, Pallas und die übri- 
gen in der Neuzeit entdeckten sehr klei- 
nen Planeten zwischen Mars und Jupiter 
haben auf die Aendrunj; des Schwerpunkts 
einen nur j;erinnn Einflufs, und sollen 
hier unberucksientigt bleiben, und nur 
die folgenden Planeten mit ihren Entfer- 
nungen L von dem Mitteipnnkt der Sonne, 
die Länge des Sonnenhalbme.ssers= 1 ge- 
setzt, und deren Massen ai, die Masse M 
der Sonne =: 1 gesetzt, kommen in Be- 
tracht : 


Mercnr 

L = 83,7 

m = 1 : 2025810 = 0,00000049 

Venus 

L = 156,4 

m = 1 : 401847 = 0,00000245 

Erde 

L = 216,2 

m = 1 : 354936 = 0,00000282 

Mars 

L = 329,4 

m = 1 : 2680337 = 0,00000037 

Jupiter 

L - 1124,3 

m = 1 : 1054 = 0,00094877 

Saturn 

L =2061,8 

IR = 1 : 3500 = 0,00028572 

Uranus 

L =4146,8 

m = l: 17918 = 0,00005581 

*- 

Summe der Planeten-Massen = 0,00129643 


Masse der Sonne = 1 

Summe der Masse =1,00129643 



Bezieht man die statischen Momente 
der obigen Massen sämmtlich auf den 
Mittelpunkt der Sonne, so hat man das 
Moment: 

83 7 

des Mercnr = = 0,000W13 


der Venus = — 


= 0,0003832 
401847 ’ 


der Erde = 


216,2 

354936 


= 0,0006091 


„'I*®;,'*,, = 0,0001229 
2680337 

1 124 3 

— = 1,0666983 


des Mars = -- 


des Jupiter = 


des Saturn = — — = 0,5890857 


des Uranus = — • 


= 0,2314321 


Entfernung x Tom Sonnenmittel diesen 
Momenten das Gleichgewicht haltend giebt 
das Moment 

1,00129643 XX 

folglich 

l,00129643xx = 1,8883726 
woraus die Entfernung des Schwerpunkts 
C Tom Sonnenmittel N (Fig. 280) 
1,8883726 
1,00129643“ ’ 

also noch 0,886 Halbmesser weit aufser- 
halh der Sonnenobe rftäche liegt der Schwer- 
pnnkt, um welchen die Sonne sich dreht. 

Fig. 280. 


4146,8 

17918 

die Summe der Momente = 1,8883726 
das Moment der Sonne ist - Null. 

Die gröfste Entfernung Tom Mittelpunkt 
der Sonne hat der Schwerpunkt otfenbar, 
wenn sämmtliche Planeten auf einer Seite 
der Sonne iu einerlei geraden Linie ste- 
hen. Alsdann ist 

die Summe der Momente der Planeten- 
masaen = 1,8883726 

die Summe sämmtlicher Massen in der 



Die geringste Entfernung des .Schwer- 

S unkts von der Sonne findet statt, wenn 
er Jupiter auf der einen Seite, und 
sämmtliche übrige Planeten auf der au- 
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deren Seite der Snnne gendlinig ihm 
gegenüber stehen. Dann ist 
das Moment des Jupiter 1,0GG6983 
das Moment d. übrigen Planeten 0,8216743 
die Summe der Momente 0,2450240 
und man hat die Entfernunga-' des Schwer- 
punkts C Tom Sonnenmittel S (Fig. 281) 
0,2450 240 = 1,00129643 X x' 
woran.s 

, 0,2450240 

* “ I,0012%43 

also im klein.sten Abstande noch gegen 
) des Sonneiihalbmessers liegt der «Sohwer- 
uuiikt vom Mittel entfernt , um den die 
.Sonne sieh ilreht. 


jedem Punkt ihrer Bahn du Beatreben, 
nach der erhaltenen Richtung, d h. nach 
der in diesem Punkt an der Bahn au 
denkenden Tangente fortzugehen, so t. R. 
in B nach der Richtung BF, in D uach 
der Richtung DG, und sie würde dies 
thun, wenn die Masse M in C irgend 

Fig. 282. 


Fig. 281. 




Wenngleich mm die .tbstände aller 
möglichen wirklichen Schwerpunkte bei 
der Sonne nicht unbedeutend sind, so be- 
trachtet man dennoch mit Kepler die 
Mittelpunkte der Sonne nnd der Pla- 
neten, als wenn .sie die wirklichen Krafl- 

S unkte, der der Sonne für die Planeten, 
ie der Planeten für deren Trabanten 
wären. 

Centrale ist die gerade Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte zweier Kreise oder 
Kugeln. 

Centralkräfle sind diejenigen Kräfte, 
durch welche Centralbcwegnngeu gesche- 
hen. Man versteht in der Kegel darunter 
die Ce ntripeta Ik raft , A nziehn ii gs- 
kraft, und die Centrifugalkraft , 
Fliehkraft; mehrere Mathematiker neh- 
men aber nur die erstgenannte als Cen- 
tralkraft an, nnd betrachten das, was die 
letztere sein soll, als Beharrnngszustand 
einer in Bewegung hetindlichen Masse. 
Der Streit ist interessant und nicht un- 
wichtig, wi>her folgende kurze Erläute- 
rungen hier Platz liinlen sollen. 

Es befinde sich in dem Punkt C eine 
Ma.«se m, die als anziehende Kraft eine 
andere Masse m durch die Bahn ABDE 
...A führt; diese Masse m bat nun in 


einmal anziehend auf m zu wirken auf- 
bürte. Die Mas.se M heifst nun die C«u- 
tripetalkrafl (petere, begehren) und das 
Be.streben der Masse m, nach der Tan- 
gente zn entweichen, die Ceiilrifugalkrafl; 
erstere wirk; nach der Richtung des Ra- 
dius vector (s. Ceutralbeweguug)(Ät', ÜC) 
letztere nach der Tangente (BF, DG). 

Die letztere Kraft wird als Kraft ge- 
leugnet, weil das Bestreben der Masse m, 
nach der Tangente fortzugehen, nur die 
Wirkung des Beharrungsvermögens ist, 
und die Bezeichnung Centrifugalkraft wird 
auch deshalb für unangemessen angesehen, 
weil da, wo der Radius vector (CB) mit 
der Tangentialricbtung (BF) einen spitzen 
Winkel bildet, die ersten Elemente der 
wirklichen Bewegung nach der Tangente 
das Ceutrum nicht fliehen, sondern ihm 
II äher kommen, was bei einer elliptischen 
Bahn innerhalb zweier (Quadranten, näm- 
lich dem von A bis D, und dem diesem 
Quadrant diametral gegenüber liegenden 
statttindet. 

Ferner leitet man einen Widerspruch 
aus der .Annahme einer Centrifugalkraft 
folgeiidermafseii her; Wenn zwei Kräfte 
n.iih l)C und OG gerichtet wirken, so 
können diese zu einer Mittelkraft nach 
einer Richtung OA zusammengesetzt wer- 
den, welche die.selbe Wirkung hat, als die 
beiden ursprünglichen Kräfte znsammen- 
genonimen, es müfste also auch die Be- 
wegung der Mas.se nach dieser Richtung 
geschehen, welches aber nicht geschieht. 

Die üröfse der Centrifugalkraft für deu 
Kreis wird entwickelt, indem man vor 
aU8.setzt, vermöge derCentri|jetalkraft falle 
die Masse in in einer ’/.eill um eine Länge 
UF-, da nun m in der Peripherie ver- 
bleibt, so ist m während dieser Zeit uach 
E gelaugt, wenn FE + DG ist Zieht 
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miQ nun EO durch E, so würde m ohne 
Mitwirkung der Centripetalkran in G ge- 
kommen sein. Die Centrifugalkraft ent- 
fernt also m um EG Ton C und die Cen- 
tripetalkraft nähert m ans G nach E, beide 
Kräfte sind also einander gleich, und heben 
sich einander auf. Entgegnet wird « ieder- 
um, dab eine nach ßc gerichtete Kraft 
nur aufgehoben werden könne durch eine 
ihr gleiche nach entgegengesetxter Rich- 
tung DO wirkende Kraft; geschehe dies 
aber, so bewege sich die Masse nach der 
einzigen noch möglichen Richtung, der 
Tangente, und nicht im Kreise herum. 

Auch mir kommt eine Ansicht über die 
Centralkräfte zu, und diese ist folgende; 
die beweide Masse m strebt nach der Tan- 
gente sich zu bewegen nur in Folge des 
iMbarrnngsTermögens, d. h. sie strebt die 
Bewegung, in welcher sie begriffen ist, 
im nächsten Augenblick mit derselben 
Geschwindigkeit und nach derselben Rich- 
tung fortzusetzen. Kraft aber kann mit 
BeharrungsTermügen n n m i 1 1 e 1 b a r nicht 
Terglichen werden; soll also die Verglei- 
chung stattfinden, so mufs die Grüfse des 
Beharmngsstandes, die Grüfse der Bewe- 
gung, d. 0 . Masse mal Geschwindigkeit in 
der ihr zugehörigen Kraft ausgedrückt 
weiden, und diese ist der Impuls, den 
die Masse in ruhendem Zustande empfan- 
gen mülste, um ihre innehabende Ge- 
schwindigkeit anznnehmen. Es hindert 
aber durchaus nichts, bei der Untersuchung 
der Bewegung einer Masse in irgend 
einem Punkt O ihrer Bahn anzn- 
nehmen, dafs diese Masse in der 
Zeit Torher geruht und durch au- 
genblicklichen Impuls erst ihre 
0 esc hwindigkeit erhalten hat, und 
dieser Impuls ist die Centrifugalkraft 
der Masse dem Punkt D ihrer Bahn. 

Die Grüfse der Centrifugalkraft und der 
Centripetalkraft winl nun folgender Art 
entwickelt. Es sei ADE ein Kreisbogen, 
C dessen Mittelpunkt, der Kraftpunkt, 
der Ort der Centnpetalkraft, in Ü befinde 
sich die Masse n , OG sei die Tangente 
in />, also die Richtung der Centrilugal- 

n. 


kraft. Denkt man sich die Masse m in 
der Zeit ( durch die Kraft in C mn die Länge 
DE nach C hin bewegt, so hat die Cen- 
triftigalkraft dieselbe Ma.sse m fortdauernd 
nach DG und in Parallelen mit DG eben- 
falls fortgezogen, und m befindet sich end- 
lich in (1er Linie EE + DG. Da nun m 
in dem Kreisbogen verbleibt, so ist der 
Punkt E in demselben der Ort von m 
nach Verlauf der Zeit l, und die Sehne 
DE der aus den beiden Seitenwegen DE 
und DG zusammengesetzte Mittelweg. 
Vollendet man also clurch die Linie EG 
4= DC das #, so erhält man DG, den 
durch die Centrifugalkraft innerhalb der 
Zeit I Teranlalsten Weg der Masse m. 


Fig. 284- 



Der Weg DE ist aber mit einer nach 
DC wirkenden reränderlichen Kraft durch- 
laufen worden, indem die in C befindliche 
Anziehungskraft anfann in der Kntfer- 
nnng DC, am Ende in (fer Entfernung EC 
auf die Ma.sse m gewirkt hat, und die 
Wirkungen der Anziehungskräfte umge- 
kehrt wie die Quadrate ihrer Entfernungen 
von dem angezogenen Punkt sich verhalten. 

Bezeichnet man die Kraft für m in D 
mit E, für m in E mit P", so ist also 
DC* 

EC* 

und setzt man 

DC =r, ^ DCE = o) 

so ist 

r’ E 

P" = 1 p = —I—, 

r* coi *ip cos *'fi 
die beschlennigenden Kräfte sind 
E , E 

— und —i — 

m m cos 

die Beschleunigungen 

3 — und 3 j— 

m m cos 

und wenn jede für sich die Zeit t hin- 
durch eingewirkt hätte, die Wege in <ler 
Zeit I 

E E 

o(> . — und ; — 

I" m coi *ifi 

Da die Masse m innerhalb des Kreisum- 
fangs, also io constanter Entfernung r 


3 
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TDD C bleibt, so bit man eine constanie 
Kraft P so 6nden, die in dem Abstande 
r Terbleibend, die Hasse m in der Zeit 
I dnrcb denselben Wei; führt, durch den 
die Teränderlichen Kräfte Ton der klein- 

f> 

sten F bis lur nröfsten nach und 

cot 

nach innerhalb der Zeit i einwirkend, die 
Masse m geführt haben. Diese Kraft P 
Tergleicht sich mit den Kräften F und 
F' wie 

PF F 

-r -f -.-i = P'-P" 

r’ r* r* cot 

nnd P ist oflenbar gröfser als F ‘und 
kleiner als P"\ deren lieschleuniguiig 

ist ; — und der Weg der Masse m in 
der Zeit < 


= jlC- = DK= 


Sehne DA’ 
2r 


Han hat also 
, F Sehne DE* , F 

gO -< — - <j(« — 

m 2r " m cai 

oder 

„ Sehne DE? F 

F< — - — m< 5 - 

2jr(’ cot 

Nun kann aber die Differena 

- - -f = f\ - — V - l] 

COI *(fi LI — tlH J 

der iufseren Glieder mit beliebiger Ab- 
nahme Ton if beliebig klein werden. Kennt 
man daher eine Constante, gegen welche 

das Mittelglied ** beliebi- 

ger Abnahme tou (f ebenfalls beliebig 
klein werden kann, so ist diese = P. Nun 
sind aber in diesem Mittelgliede Sehne 
DE und ( die einsigen Veränderlichen; 
mit der Abnahme Ton y nimmt I ab, 
nnd die Sehne wird dem Kreisbopn be- 
liebig nahe gebracht. Es hat aber die 
Hasse m durch den in D empfangenen 
Impuls die Länge DO gleichförmig d^urch- 
laufen, und wenn die Zeit I der Bewegung 
sehr klein war, so bestand der Weg in 
dem an D befindlichen Element der Tan- 
gente, welche mit dem des Bogens in- 
sammenfällt; es ist also das erste Bogen- 
element gleichförmig durchlaufen, und 
geschieht dies in allen folgenden Bogen- 
elementen, mit welchen die ersten Ele- 
mente der folgenden Tangenten ebenfalls 
xusammenfallen; d.aher wird der Bogen 
OE in der Zeit t gleichförmig durchlau- 
fen, nnd derselbe ist also, wenn man mit 
e die Uesehwindigkeit per Secunde be- 
xeichoet=T(, mithin ist die Centripetalkraft 


/> = -*-** 
2grl’ 




die Beschleunigung der durch sie beweg- 
ten Hasse 


P »’ 



und die Geschwindigkeit in der Rahn 



Mit der Centripetalkraft P ist nun nicht 
ingleich die in der Zeit I nach der Tan- 
gente den Weg D6' eneugende Centri- 
fugalkraft gefunden, wohl aber die io 
die Richtung l'D fallende Seitenkrafl der- 
selben. Denn zerlegt man den Weg DG 


Fig. 285. 



nach den Seitenrichtnngen CD nnd DE, 
den einzig möglichen, so geschieht dies 
durch das 4^ DEGB. DE ist die Länge 
des einen, DB die des anderen Seiten- 
weges. Nun ist DB = EG = DF = dem 
Wege, den die Centripetalkraft Teranlafst. 
Wenn aber durch zwei Kräfte in gleichen 
Zeiten, gleiche Massen durch gleiche Wege 
geführt wenlen, so sind die Kräfte ein- 
ander gleich, mithin ist die Centri- 
petalkraft gleich der in dieselbe 
Richtung fallenden Seitenkraft 
der Centrifugal kraft: Oder vielmehr 
wenn man die nach der Tangente wir- 
kende Kraft allgemein Tangentialkraft 
nennt, so ist deren nach dem Mittelpunkt 
des Kreises gerichtete Seitenkraft ans- 
schliefslich diejenige, welche indem System 
als das Centmm direct fliehende Kraft, 
als Centrifngalkraft anftritt, und dieCen- 
tripetalkraft ist gleich derCen- 
trifngalkr aft. 

Beide gleich grofsen Kräfte in einerlei 
geraden Linie beben sich einander auf, 
und es bleibt nur die nach der Sehne 
DE wirkende Kraft übrig, eine Seitenkraft 
des ursprünglichen Impulses, die wie die- 
ser selbst gleichförmige Bewegung ver- 
anlafst. 

Beide in der Zeit < zu durchlaufenden 
Wege DE' und DB sind einander gleich 
nnd entgegensetzt; es wird also keiner 
TOD beiden durchlaufsn, und nur der Weg 
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dareh die Sehne DE bleibt übrig, welcher 
rieichfonnig dnrchUnfen wird. Die Sehne 
OE »ber kommt dem Rogen DE immer 
näher, je kleiner </ genommen wird, und 
kann mit beliebiger Abnahme Ton 7 dem 
Rogen beliebig nabe gebracht werden, so 
dals für die Summe der durchlaufenen 
sehr kleinen Sehnen die Peripherie des 
Kreises xu setzen ist. ( Vergl. den Art.i 
Rahn. No. 7, die Entwickelung der Grüfse 
der Schwungkraft.) 

Uit dem Vorstehenden ist nachgewie- 
sen, dafs eine Centrifugalkraft Torhanden 
ist, und dafs diese in den Centralkräften 
gebürt. 

Centrallinie s. r. w. Centrale. 

Centralprojection, die P. eines Gegen- 
standes auf eine Ebene der Art genom- 
men, dafs sämmtliche von jenem auf diese 
treffenden geraden Linien nach einem hin- 
ter der Ebene befindlichen Punkt gerichtet 
siud. 

Cantralpnnkt ist jeder Punkt, der als 
Mittelpunkt eines Systems betrachtet wer- 
den kann, wie der Mittelpunkt eines Krei- 
ses, einer Kugel, s. i. K. auch Bahn der 
Weltkörper, Central- Bewegnng. 
Der Pnnkt, nach welchem alle Linien für 
eine Centralprojection gerichtet sind, kann 
ancb C. genannt werden. 

Centralsonne, eine S., nm welche sich 
ein oder mehrere andere Sonnensysteme 
bewegen ; so ist auch unsre Sonne wahr- 
scheinlich ein Sternsatellit einer nabe der 
Milcbstrafse befiodlicben C., nnd hat zu 
dieser dieselbe Beziehung wie ein Planet, 
z. B. unsre Erde, zu unsrer Sonne hat. 

Centrifugalkraft ist in dem Art.: Cen- 
tralbewegung definirt, und die Oröfse 
derselben entwickelt: 

2 jr 

wenn e die Geschwindigkeit der Masse Af 
in der Entfernung r Tom Centralpunki 
und g die Beschleunigung durch die Schwer- 
kraft = lö{ preufs. Eufs bedeuten. 

Die Beschleunigung einer Kraft P, die 
eine Masse M im Kreise berumtreibt, ist 
P 




2r 


Beispiel. Jeder Punkt des Erdaeqna- 
tors dreht sich alle 24 Stunden um die 
Erdaze, und macht daher einen Weg 
in 24 Stunden TOn 5400 geogr. Ml. 
. 1 Stunde , 225 . , 

. 1 Minute , 3,75 , , 

. 1 Secnnde , 0,0625 , , 

Dia geogr. Meile bat 23642 preub. ¥., 
mithin ut uie Geschwindigkeit eines Punkts 


im Aeouator t = 0,0625 x 23642 = 14771 
preufs. Fnfs. 

Die Beschleunigung Ton P erhält man 
demnach, da r der llalbmesser der Erde 
= 859,5 geogr. Ml. ist 

G= gMI. 

^'Af 2 .859,5 Ml." 

0,0625» 

= jlgjg 5 23M2 Eub = 0,053724 pr. F. 

mit welcher jeder Pnnkt des Aequatora 
in jedem Pnnkt seiner Bahn das Bestre- 
ben hat, in der ersten Secunde senkrecht 
aufwärts zu steigen. 

Die Beschleunigung g der Schwerkraft 
ist 151 preufs. Kufs, die Beschleunigungen 
also 

C:j = 0,053724 : 155 

woraus 

^ _ 0,053 724 I 


15 


?90,83 ' 


Um zu erfahren, wie schnell die Erde 
um ihre Aze sich drehen müfste, wenn 
die Centrifugalkraft im Aeqiiator der 
Schwerkraft gleich werden sollte, hat man 
die Gleichung; 

e» OMeilen t» „ „ . 

2-859,5 Ml. " 2-859,5 

= I5| Fub 

woraus 


I IV 
’=\ * 


125 859,5 


23642 

Die Anzahl der Drehungen der Erde 
per 24 Stunden müfste also sein 
1,0658 

= 17,054 mal 
0,0625 ' 

Man konnte ancb aus der oben gefun- 
denen Zahl die )' ziehen wo man 

im 

Bei dieser Geschwindigkeit der Erde 
würden die Körper am Aeqnator kein 
Gewicht haben, sie würden nicht fallen, 
und zum Steigen wie zum Fallen für 
einerlei Geschwindigkeit einen gleich gro- 
ben Impuls erfordern. Gegenwärtig be- 
trägt die Länge des Sernndenpendels am 
Aeqnator 15,054 pariser Fufs; bei I7ma- 
liger Schnelligkeit der Erde würde kein 
Pendel schwingen, die lAnge des Se- 
cnndenpendels an den Polen 15,132 par. 
Fufs wurde dieselbe bleiben. 

Wenn Massen nm feste Axen sich dre- 
hen, so bezeichnet man die daraus ber- 
Torgehende C. mit demNamen Schwung- 
kraft. 

CentripeUlkraft s. n. Centralkräfte. 

Ctotrirt heiben Maschinentheile : Wal- 

• 1 

2 * 
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len, Rider, Scheiben n. t w., wenn deren 
Axen ziigleirb deren Drebaxen sind. 

CeBtriwlokel, Winkel am Uittel- 

S unkt, ist der Winkel in einem Kreise, 
essen 8|iitze der Mittelpunkt, und des- 
sen Scbenkel Halbmesser sind; simmtlicbe 
Mittelpunkts Winkel in einem Kreise sind 
= 4 rechten Winkeln. 

Centmm, Mittelpunkt einer Linie, 
einer Fliehe, eines Körpers, ist deijenige 
Punkt, um den alle Theile der jteonietri- 
schen Grüfse entweder gleichmaisig oder 
symmetrisch belegen sind. 

In den ersten Fall gehören nur die 
Kreislinie, die Kreisebene und die Kugel, 
in den zweiten alle übrigen Urülsen, de- 
nen ein Mittelpunkt zukommt, als die 
Ellipse, deren 0. in dem Hurchsebnitts- 
punkt der grofsen und der kleinen Axe 
liegt. Jeder Krystall hat einen Mittel- 
punkt, der xugleicn derDurchschnittspunkt 
und Halbirungspunkt simmtlicber Axen 
des Krystalls ist. 

Ceres (O Von den zwischen Mars und 
Jupiter sich bewegenden kleinen Planeten 
der, welcher zuerst entdeckt worden ist. 
Es geschah dies im Jahr 1801 ron Piazzi 
in Palermo, und den Namen Ceres erhielt 
der Planet, weil im Alterthnm Ceres die 
Schntzgöttin Siciliens war. Ceres ist der 
Tierte der oberen Planeten (Mars, Vesta, 
Juno, Ceres, Pallas...) deren kleinste 
Entfernung ron der Sonne ist 62J Millio- 
nen Meilen, deren pöfste CI}, deren 
mittlere gegen 57 Millionen Meilen, deren 
Entfernung ron der Erde 32 bis 82 Mil- 
lionen Meilen, Neigung deren Bahn gegen 
die Ekliptik 10“ 36' 65" und noch im 
Abnehmen begriffen; deren Excentricität 
= 0,076738 der halben grolsen Axe, eben- 
falls noch im Abnehmen begriffen, deren 
siderische Umlanfszeit 4 Jahr 223 Tage 
lOi Stunden, deren synodischo l Jahr 
101 Tage 3 Stunden. Der Planet ist mit 
nebelartiger, hoher Atmosphäre umgeben, 
welche ungleich erscheint, und bis 650 
Meilen im Durchme.sser betragen soll, 
der feste Kern der C. ist ron Herschel 
zu 35 Meilen Durchmesser, später ron 
Schröter zu 352 Meilen festgestellt worden. 

Die C. wird als ein noch nicht roll- 
endeter Wcltkörper betrachtet; nicht nur 
die Veränderlichkeit seiner Atmosphäre, 
sondern auch die rerschiedenen Farben, 
bläulich, röthlich, weifslicb, in welchen 
er zu rerschiedenen Zeiten glänzt, läfst 
schliefsen, dafs das Feste, Flüssige und 
Luftförmige sich noch nicht geschieden 
hat. Dasselbe gilt ron den andern dreien, 
Veata, Juno, Pallas. Man hält diese rier 
Weltkirper, welche ziemlich gleiche Bah- 


nen nnd Umlanfszeiten haben, für Trüm- 
mer eines einzigen zwischen Mars nnd 
Jupiter rorhanden gewesenen Planeten, 
und es erhält diese Ansicht immer mehr 
Wahrscheinlichkeit, da später nnd noch 
heut immer neue Planetoiden entdeckt 
werden, die alle mit jenen Vieren in fast 
einerlei Entfernung ron der Sonne sich 
befinden, und die alle diesen ehemals ein- 
zigen Planeten ausgemacht haben können. 

Cbarakterittlk Bezeichnung der Ei- 
genthümlicbkeit eines Gegenstandes, wo- 
durch dieser ron allen übrigen derselben 
Art unterschieden ist 

Die Ziffern 3 5 7 9 1 sollen nach dem 
dekadischen System, also zu einer Zahl 
geschrieben sein, so bat man 
0,35791 
3,5791 
35,791 

u. s. w. 

Jede der folgenden Zahlen ist die zehn- 
fache der rorstehenden, und dieses Eigen- 
thümliche, dies Charakteristische giebt 
ihnen das Koiniua, woher liei Decimal- 
brüchen d.is Komma Charakteristik 
hei ist. 

Die Zahl 6060695 als briggischer Lo- 
garithmus hat den Numerus 4037 1, der- 
selbe dekadisch geschrieben; allein den 
wirklichen Werth desselben ergiebt erst die 
dem Logarithmus roranstehendo Ganze, als 

0,6060695 hat den num: 4,0371 

1.6060695 , , . 40,371 

2.6060695 . , . 403,71 

0,6060695-2. . , 0,040371 

U. 8. W. 

Deshalb heilst die ganze Zahl des Loga- 
rithmus die Charakteristik, Kennziffer, 
die Decimalen heifsen die Mantisse (Zu- 
galie). 

Desgleichen heifst die Constante in der 
Formel für die Berechnung des Gmlaufa 
der Planeten in Theilen der halben grofsen 
Axe unserer Ekliptik 

k = 0.0172021 

Die Charakteristik unseres SonnensysteiM 
(s. Bahn der Weltkörper, pag. 308). Für 
jedes andere Sonnensystem würde eine 
andere Ch. gefbnden werden, weil die- 
selbe nur Ton der Masse des Central- 
körpers (der Sonne) abhängig ist. 

ChlUagOB (;rili<T(, Tausend) ein Vieleck 
Ton 1000 Seiten, Tausendeck, das re- 

E nlüre Ch. bat den Centriwinkel für eine 
eite 

= ?L° = 21' 36" 

1000 

2) den ITmfangswinkel zwischen 2 be- 
nachbarten Seiten 
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.180®= IT«” 38' 24" 

1000 


Han hat 

tt 


3) die Seite » für den Halbmesser A .. . 

dos umbcschricbenen Kreises 
180® 


2.3'''2-3-4-5 

Z « = 10' 48" 
180® tr 


2-3. ..7 


1000 180® 1000 


Y = + 0,00314 15926 636 


» = 2ft-iin ,^ = 2ß *in 10’ 48" 

4) die Seite »’ für den TTalbmesser des 

inbeschriebenen Kreises daher 

180° , 

j' = 2r(j — = 2rls 10’ 48" « = + 

5) der Halbmesser H des nmbeschtie- _ 

benen Kreises für die Seite > 

180® 

Ä = Is-cosec - — = li‘Co«c 10’ 48" + 

1000 ^ 2.3.4-5 

6) der Halbmesser r des inbeschriebeoen »n a = 0,00314 16874 859 

Kreises für die Seite s hieraus; 

’i.rot 10’ 48" 3) f = 2H sin a = 0,00628 31749 718« 

1000 

7) der Klächeninhalt J 

1000 . 360° 1000 

= 

2 1000 


2-3 


= -0,0000000051677 

- = + 0,00000 00000 000 ... 


r = i » • eolg = 1 1 . cot 10’ 48” 

Ferner hat man für die Auffindung 
von s' 

= - — -Ä’ .-7r;j = -2 Ä*«iit21’36" /j ^„8^^ n* + ' 


180® 

= 1000r».|j.~ = 1000r».tjl0' 48" 


Bogen « = -jö5ö’ 

= ,t . „I cot 10’ 48" '3 "=+ « = + »»G 

4 1000 4 + Jn» = + 0,00000 00103 364 

Sinus und Tangente für 10’ 48" sind 2 „s-.nnoooooooooono 

in der 7ten Decimalstello_noch nicht un- 3«5'" — + 0,0000000000000 

terschieden, wie Vega s Tafeln nachwei- = 0,Ö03r4 16029 890“~ 

sen, und somit auch nicht cosecante = hUrtns 

und cotangente = 4) j' = Sr n — 0,00638 32059 780xr 

II 1 n »4 Um ft so finden, hat man 

Sollen also ft von r, s Ton s unter* ^ ^ 

schieden werden, so hat man rtn und tg cosfc n= b i « + <‘* + - - —«* + .. 

aus den nach Potenzen der Bogen fort- ^ 15120 

Khreitendeu Reihen auf mehr Decimalcn Uogeu n = — n daher 
zu berechnen. 1000 * 


cosec o = -| — ^ = 
a 

+ i " 

360* 


; = + 31 8,30988 61837 9 


= + 
= + 


0,00052 35987 8 
0,00000 00006 0 


hieraus 

5) « = ; » • ro»ec fl 
Um r zu finden, bat man 


= 318,31040 97831 7 

= 159,15520 48915 8X8 

2 


3. 3-5 “*" 3.3. 3. 5-7 


Bogen “ = jöoo'’> 


1 1000 

coln = — = = +318,30988 61837 9 

n n 

-jo = f - 0,00104 71975 6 

= \ - 0,00000 00006 9 


Jlieraua 


cot n 


= 318,30883 82865 4 
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6) r= ff • »( « = 159,IM41 94M7 7xa 
Für deo Flächen • Inhalt J hat man 

y = 1000 r* (50 =1000 x 0,00314 I60S3 89 • r* 
= 3,14160 2989 xr> 

oder 


1000 

4 


1’ • eol n = 


1000 


318,30883 89855 4x<> 


= 79577,20974 638 x i> 


Chorde, Sehne, im Allfremeinen die 
(gerade Verhindnnirslinie iweier Punkte 
einer krummen Linie, ohne dafs diese ge- 
schnitten wird, besonders aber die gerade 
Verbindungslinie AB zweier Punkte A, 
B eines Kreisnmfangs. Trifit die Ch. AD 


Fig. 286. 



dnreh den Mittelpunkt C, so ist sie ein 
Durchmesser des Kreises, und tbeilt die 
Kreislinie und die Kreisebene in 2 con- 
gruente Theile. 

2. Zu gleichen Mitteipnnktswinkeln ge- 
hören gleiche Sehnen. Denn ist ^ AVB 
= Z. ACK, so werden diese ron 4 gleichen 
Seiten , den Kadien , eingeschlosseii , A 
ACB 0 ) /!^ACK, und folglich AB = AK. 

Wie das aus der Spitze eines gleich- 
schenkligen Dreiecks auf die (jmndlinie 
gefällte Loth die Grundlinie halbirt, so 
halbirt ein aus dem Mittelpunkt auf eine 
Sehne gefälltes Loth die Sehne. 

Ist ^ABCdAAKC, also AB = AK, 
also AB = i AK 

nämlich AF= AL, so sind auch die Lothe 
CF= CL , d. h. gleiche Sehnen in einem 
Kreise sind gleich weit Tom Mittelpunkt 
entfernt und gegenseitig. 

Die Aufgabe: in einem Kreise eine 
Sehne Ton gegebener Länge n zu ver- 
zeichnen, in der oder in deren Richtung 
zugleich ein gegebener Punkt A liegt, ist 
demnach zu lösen, dafs man von einem 
beliebigen Punkt der Peripherie aus eine 


Sehne von der I#änge a einträgt, vom 
Mittelpunkt ein Loth auf diesellw fällt, 
mit diesem als Halbmesser einen con- 
centriseben Kreis beschreibt, und durch 
den Punkt A an diesen Kreis eine Tan- 
nnte zieht, dessen Theil zwischen den 
Durchschnittspnnkten der äuCseren Peri- 
pherie die verlangte Sehne ist. 

Sobald a nicht = dem Durchmesser d 
des Kreises ist, giebt es 2 gleiche Sehnen 
a, für s > d und für a < als die kleinat 
mögliche Sehne, nämlich die auf der gera- 
den Verbindungslinie zwischen dem Mit- 
telpunkt und einem innerhalb des Krei- 
ses liegenden Punkt ,4’ normale Sehne, 
ist die Aufgabe nnmöglich. 

3. Sind CF, CG Lothe auf .4«, AE, 
und ist CF>CG, so ist in den beiden 
rechtwinkligen Dreiecken ACF und ACG 
auch AF<. AG und somit AB < AE d. h. 
je kleiner die Sehnen in einem Kreise 
sind, desto weiter sind sie vom Mittel- 
punkt entfernt. 

4. Sind die Sehnen AB und JM 4 ^, 
so sind die Bogen BJ und AM, welche 
sie abschneiden, einander gleich. Denn 
die Normalen vom Mittelpunkt auf beiden 
Sehneu liegen in einerlei Ilurchmesser EH. 

Da nun 

Z HCB = HCA 
Z F.CJ = z ECM 
so ist auch Z BCJ = z .4 CK 
woraus Bogen 717 = Bogen AM. 

5. Zwei .Sehnen , die in einem Punkt 
der Peripherie ziisammentrefien , bilden 
dort einen Peripheriewinkel, L’m- 
fangswinkel, wie die Sehnen BA und 
EA in A den Peripherie -z ABE\ auch 
Z BAC, Z JMC sind Peripheriewinkel. 

Der Peripheriewinkel ist halb so grofs, 
als der mit ihm auf gleichem Bogeii ste- 
hende Centriwinkel z B.AE = yZ BCE. 

Denn zieht man AD durch C, so sind 
als Anfscnwinkel der Dreiecke Ä.4C und 
E.iC 

ZÄCD = ZCAß + zCßy4 = 2zC.4Ä 
und _Z_KCD = zC.4K + zC£A=2zC/4K 
also ZßCE = z «Äfi 
oderiZÄC£ = z BAE 

Daher sind Peripheriewinkel zu einer^ 
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lei oder gleichen Sehnen deseelben Krei- 
ses einander gleich, za gleichen Periphe- 
riewinkeln g^üren gleiche Sehnen, zu 
gleichen Sehnen 2 Paare gleicher Periphe- 
liewinkel, und die zu einer Sehne nhü- 
renden entgegenge.«etzt liegenden Peri- 
pheriewinkel ergänzen sich einander zn 
2 rechten Winkeln. 

Die Aufgabe; durch einen in der Ebene 
eines KreLses gegebenen Punkt A eine 
erade Linie zu verzeichnen, welche in 
eni Kreise eine Sehne bildet, die einem 
gegebenen Peripheriewinkel a zugehürt, 
ist demnach zu lösen, dals man an irgend 7. Schneiden sich zwei Sehnen AB, 
einem Punkt des KreUumfangs den ge- f)R normal, und man zieht die 4 Halb- 
gebenen /I « zeichnet, die Kn^unkte messet nach deren Endpunkten, so er- 
dessen Schenkel zur Sehne verbindet, ganzen sich die gegenüberliegenden Centzi- 
vom Mittelpunkt auf diese eine Normale winkel gegenseitig zu 2 Rechten, 
fällt, mit dieser als Halbmesser einen üCA-\- BCE = ^ DCD ,CACE = iR 
concentrischen Kreis beschreibt, und durch 
A an diesen eins Tangente zieht. Wie 
bei der Aufgabe No. 2 entstehen hier zwei 
Sehnen; ist der Punkt A innerhalb des 
siiäter zu ennstruirenden concentrischen 
Kreises gegeben, so ist die Aufgabe un- 
möglich, denn jeder dnreh A gezogenen 
Sehne gehört ein grölserer Peripherie- 
winkel zu, als der gegebene n. 

6. Schneiden sich zwei Sehnen AB, 

DE innerhalb des Kreises, so ist jeder 
der von ihnen gebildeten Winkel — der 

Fig. 287. 



Fig. 288. 




Denn zieht man die Sehne AE, so ist 
Z DCA = 2 Z OEA = 2 Z fB:A 
Z BCE = 2 /^BAE=i^ FAE 
ZOCA +Z BCE = 2(Z F’KA -|- Z FAB) 
= 2^AFE = 2B 
8. Der Winkel n, den eine Tangente 
AF des Kreises in ihrem Berührungspunkt 
A mit einer Sehne Aß bildet, ist = dem 
Perinberiewinkel ß in dem gegenüberlie- 
genden Kreisabschnitt BDEA. 


Summe deijenigen beiden Peripherinwin- 
kel, welche auf den beiden zwischen den 
Sehnen liegenden Bogen stehen, z. B. 
a = ß Ay 

Denn « als Aufsenwinkel = Z v d- d, 
if aber = ß, weil ß nnd d auf einerlei Bo- 
gen AD stehen. 

Schneiden sich die Sehnen anfserhalh 
des Kreises, so ist der von ihnen gebil- 
dete Z n = 3er Differenz beider auf den 
zwischen den Sehnen befindlichen Bogen 
stehenden Peripheriewinkel y und ß, näm- 
lich a = y — ß. 


Fig. 290. 
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Denn lieht min den DoRhrnesser AD 
nnd die Sehne BD, to iit 

ancip ^ ABD = R 

lUo* d + r = R 

fol|;]kh ' a = }' 

y aber = f, «eil beide anf demselben Bo- 
gen AB stehen, daher a = fi. 

Wenn durch den Berührungspunkt F 
iweiar Kreise mit einander 1 l'** 

nien AB, DE bis xu deren Umfängen 
gezogen «erden, so sind die beiden Seh- 
qen BD, AE, welche die Durchsebnitts- 
pnnkte mit einander retbinden, einander 
parallel. 

Denn zieht man die Tangente GH durch 
F, so ist nach No. 8 

ZGFB-ZBDF 
ebenso AFH = Z. AEF 

aber ^ GFB = /. AFH als Scheitel^ 
daher ^ BDF= ^AEF 
ebenso DBF = ^ EAF 

«ober BD + AE 


Fig. 29J 



Ds.ssclhe ergiebt sich, wenn die beiden 
Kreise innerhalb sich berühren, »o dann 
E in A in A' fällt und A'E'A^BD. 

10. Ist AB ein Durchmesser, DE nor- 
mal darauf, so sind die Dreiecke ADE, 
DBE und ABD einander ähnlich, und 
es folgt daraus 


Fig. 292. 



AE-.DE = DE-.BE (1) 

oder DE*= AE • BE (2) 

ferner 

AExAD = AD:AB (3) 

oder AD*=AE-AB (4) 

ebenso 

BD* = BE‘ AB (5) 

Ans beiden letzten Gleichnngen hat man 
AE- AB-.BE- AB= AD>% BD» 
und es folgt noch 

AF.-.BE = AD'.BD» (6) 


11. Schneiden sich zwei Sehnen, so ist 
das Rechteck aus den .Abschnitten der 
einen Sehne mit dem Rechteck aus den 
Abschnitten der anderen gleich grofs. 

Denn da (Fig. 287 nnd Fig. 288) 

so ist 

£^AEFoi^DBF 

folglich 

AFzEF=DF-.BF 

«orans 

AF- BF= DF- EF 

Schneidet eine Tangente (Fig. 290) AF 
eine Terlängerte Sehne DB in F, so ist 
das Quadrat der Tangente = dem Rectan- 
gel ans den Abschnitten der Sehne. 

Denn da A F = /i F 

“ = Z r 

so ist fytficv A FD.4 

«oraus 

AF-.BF= DF-.AF 

oder 

AF>=BF- DF. 

12. Ks sei der Halbmesser BC=AC=r, 
eine Sehne AB = a, AD = BD die zu dem 


Fig. 293. 



halben Bogen gehörende Sehne=ä. Nennt 
man den Abschnitt DE = x, so ist CE 

= r- X, AE= BE = Y und man hat 

X : i = i : 2r 

woraus 

t« 
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Es ist aber 


oder 




worsas 

i* — 46*r* + o*r* = 0 

die allgemeine Oleichang swischen 2 Seh- 
nen, Ton denen die eine su dem hal- 
ben Bogen oder Centriwinkel der anderen 
gehört, 

Mao erhält ans derselben 


I. 


a = — — i’ 

p 


i = V 2r* ± r j '4r* — «’ 

nnd da i als t'2r’ = rt'2, nämlich als Seite 
des regulären Vierecks im Kreise das 
Maximum ist, wobei nämlich 
rl'ir*^* =0 

also a = 2r wird, so kann nnr das Vor- 
xeichen — gelte n, nnd es ist 

II. 4 = V'2r-4rl/7«^ 

III. r = -,JL= 

V'44»-a« 

Die Formeln I und II geben das Mittel, 
die Seite eines regniären n-Eecks aln- 
braisch ausiudrücken, wenn die Seite des 

2f(-£cks oder die des -^-Ecka gegeben 

ist. Z. B. wird synthetisch bewiesen, dafs 
die Seite des regulären Sechsecks im 
Kreise = r ist. 

Ana Formel 1 erhält man demnach die 
Seite des regulären Dreiecks, wenn man 
r für 4 aetat: 

o = -^ I '4r’ - r* = rl 3 

r 

und ans Formel II erhält man die Seite 
des regulären Zwölfsecka, wenn man r 
für ■ setzt: 

4 = ■ 


I 4r* — r’ 


:) 2r’-rV 3 

= r|'2- V3 
ans diesem die Seite des Vierundzwanzig- 
ecks n. s. w. 

13. Setzt man /_ACD = /^BC!) = n, 
so bat man, wenn man DC bis F verlän- 
gert, und zieht, Z. DßF= 90“ folglich 

(1) 


2r sia F= 2r sin — 


BD = b 
ebenso 

o = 2 p sin n = 4r sin ^ "y (*) 
mithin 

-f = 2«s^ (3) 


a = 24 cos Y (4) 



2 cos ■— 
2 



was auch beides ans der Figur unmittel- 
bar entnommen werden kann, weil 


^ dab = zdba=y 

Ans diesen 5 Formeln sind die Seiten 
der regulären Vielecke im Kreis trigono- 
metrisch zu Enden. Aus Formel f nnd 
II bat man dieselben für den Itadius = r, 
a. B. für den Halbmesser = 1 


Die Seite a 

des Vierecks =2-sin45° =1,4142136 
. Achtecks = 2 sin 22^® = 0,7653668 
, Sechaecha= 2>sin 30° =2 't=1 


Chronologie ist die Wissenschaft von 
der Abmessung, Eintheilung und Verglei- 
chung der Zeit bei Terschiedenen Völkern 
nnd zu Terschiedenen Zeitaltern. 

Die Natur hat uns Erdbewohnern zwei 
constante Zeitmaafsstäbe gegeben; Die 
Zeit, in welcher die Erde eine vollstän- 
dige Umdrehung um ihre Axe macht und 
die Zeit, in welcher die Erde eine voll- 
ständige Umdrehung in der Ekliptik um 
die Sonne macht. Der erste Zeitabschnitt 
ist der Tag, der zweite das Jahr; aber 
beide sind mit einander incommensurabel, 
und dieser Umstand bildet den wesent- 
lichsten Grund für die Schwierigkeiten, 
welche Zeitmessungen darbieten. Das 
Jahr, nämlich die Zeit, in welcher die 
Erde in ihrer Hahn genau 360° beschreibt, 
enthält zwischen 336 nnd 367 Tage, und 
zwar 366,25638 . . . Tage, welches in Un- 
terabtheilungen 366 Tage 6 Stunden 9 Mi- 
nuten und etwa 11 Secunden beträgt. 

2. Aufser der eben gedachten Schwie- 
rigkeit kommt dazu, dala diese beiden 
constantcn Maafsstäbe für das bürgerliche 
Leben unmittelbar nicht anzuwenden sind; 
die eben gedachten Zeiten sind Stern- 
zeit, der Mensch bedarf aber der Son- 
nenzeit, und indem Art. Bogeumaafa, 
pag. 389 mit Fig. 231 wird nachgewieaen, 
dau das Sternjahr mit dem ihm gleich 
groläen Sonnenjahr genau einen Son- 
nentag weniger enthält als Sterntage, 
demnach wü^e das Jahr 365,25638 Son- 
nentage enthalten. 

3. Aber auch dieses Jahr ist für den 
bürgerlichen Bedarf nicht anwendbar: Es 
ist durchaus erforderlich, dafs nach Ver- 
lauf eines Jahres die Sonne genau 'den- 
selben Stand zur Erde einnehme, den sie 
im Augenblick des begonnenen Jahres 
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inoe hatte. Ein Jahr hat also in danem 
Ton dem Aufrenblick an, «o die Erde in 
dem Frnblini^üpnnkt ateht, bie znm Wie- 
dereintritt derselben in den Frühlines- 
pnnkt, oder von Herbst- in Herbst|iunkt, 
oder von Winter- in Winterpunkt, oder 
von Sommer- zu Sommerjinnkt. 

Frühlings- und Herhstpnnkt sind nun 
die Durrhschnitlspunkte der Ekliptik mit 
der Aequatorehene ; diese bleibt unver- 
rückbar, die Ekliptik dagegen macht eine 
kleine Bewegung von Ost nach West, 
welche jährlich 50,1 Bogensecunden be- 
trägt, um welche sie die Erde bei deren 
jährlichem Umlauf in der Ekliptik ent- 


gegenkommt, so dafs in dem für das bür- 
erliehe Leben allein anwendbaren Jahr 
ie Erde 60,1 Secunden weniger als 360 
Urad lurücklegt, welches an Zeit 20 Mi- 
nuten 20,4 Seeunden = 0,014123 Tage we- 
niger beträgt als die obigen 366,23633 
Tage (s. astronomisches Jahr, pag. 148). 
Dieses der bürgerlichen Zeitreennnng lu 
Grunde liegende tropische Jahr hat 
also 366,242266 Sonnentage = 366 Tage 
6 Stunden 48 Minuten und etwa 61 Se- 
cunden Sonnenzeit und 366,242265 Stern- 
tage = 366 Tage 6 Stunden 48 Minuten 
und etwa 61 Secunden Sternzeit. 

I 


Demnach ist 
ein Sonnentag 

eine Sonnenstände 

eine Sonnenminnte 


366.242265 

366.242266 

366.242255 

365.242255 

366,2422« 

366,242266 


= 1,002738 Sterntage = 24 Stunden 3 Minuten 
56,5632 Sec. Stemzeit 
= 1,002738 Sternstunden = 1 Std. 9,8568 Sec. 

Sternzeit 

= 1,002738 Sternmin. = 1 Min. 9,8668 Terzien 

Stemzeit. 


4. Diesem dem bürgerlichen Jahr (s. d. 
Art. pag. 442) zu Grunde liegenden tro- 
pischen Jahr hat aber die Natur wiederum 
nicht constante Tage als Unterabtheilun- 
gen gegeben : jeder (wahre) Sonnentag ist 
an Länge dem ihm vorangegangenen und 
dem ihm nachfolgenden Tage ungleich, 
und so sind es auch deren Stunden, so 
dafs die Stunde, der genau 24ste Theil 
eines Tages verschieden ist von der 
Stunde des vorangegangenen und von 
der des nachfolgenden Tages, desgleichen 
die Minute und die Secunde, während 
alle Sterntage, Sternstnnden, Sternminu- 
ten dieselben sind und bleiben. 

Die Verschiedenheit der Sonnenzeit 
liegt darin, dafs die Erde mit verschie- 
denen Geschwindigkeiten die Ekliptik 
durchläuft. Im Ferihel bewegt sich die 
Erde am schnellsten, im Aphel am lang- 
samsten; auf dem Wege vom Ferihel nach 
dem Aphel bin immer langsamer, vom 
Aphel nachdcniFerihel hin immer schneller. 

Es sei BAD ein Theil der Ekliptik, S 
der Stand der Sonne. Ist A das Aphel, 
AA' der Bogen, den die Erde in einem 
Sonnentage durchläuft, so wünle dieselbe 
einen grüfseren Bogen AA” durchlaufen, 
wenn A das Ferihel wäre, ln A hat der 
Funkt a der Erdoberöäche Mittag, in A' 
hat 6', in A” hat b" Mittag, indem die 
Radien ca, c6‘, cb" nach der Sonne S 
bingerichtet sind. In A' hat der Funkt« 


Fig. 294. 



axe -f dem Bogen a'b' durchlaufen; in 
A" hat a eine volle Umdrehung bis a" 
nm die Erdaxe -|- dem Bugen a’P’ durch- 
laufen. Da nun die Zeit der Umdrehung 
der Erde nm ihre Axe (von a bis a' oder 
o"), der Sterntag constant ist, Bogen o"6" 
> Bogen a'b’ so ist der Sonnentag von 
A bis A' kleiner als der von A bis A”. 

l.'eberhaupt nehmen die Sonnentage mit 
ihren 24 Sonnenstnnden immer mehr ab, 
je mehr die Erde vom Ferihel nach dem 
Aphel hin sich bewegt, und immer mehr 
zu, je näher die Erde vrieder dem Ferihel 
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kommt. Für ans, die Bewohner der nSrd- 
lichen Halbkagel ist Winter, wenn die 
Erde in der Nahe des Perihels, und Som- 
mer, wenn sie in der Nähe des Aphels 
sich befindet; im Winter haben wir also 
längere, im Sommer kürzere Tage, Stun- 
den, Uinuten uni Secunden. Der Unter- 
schied zwischen dem längsten und dem 
kürzesten dieser Tage beträgt gegen rier 
Uinuten. 

5. Solche Verschiedenheit darf aber in 
der Zeit für den bürgerlichen Verkehr 
nicht Torkommen; die Tage und deren 
Unterabtheiluneen müssen Yon Anfang 
bis Ende des Jahres einerlei bleiben. Aus 
diesem Grunde denkt man sich neben 
der wirklichen Erde Ton ungleichförmiger 
Bewegung eine zweite Erde Ton gleich- 
förmiger Bewegung in der Ekliptik, oder 
Trio man zu sagen pflegt, neben der wirk- 
lichen Sonne Ton (scheinbar) ungleich- 
förmiger Bewegung eine zweite Ton (schein- 
bar) gleichförmiger Bewegung am Him- 
mel, eine nicht Torhandene mittlere 
Sonne, welche die gleichmäfsige Zeit, 
die mittlere Sonnenzeit bestimmt, 
während die erste, die wahre Sonne, 
wahre Sonnenzeit anj^iebt, und indem 
beide Sonnen in einerlei Zeit, nämlich 
in einem Jahr, die Ekliptik (scheinbar) 
dnrchlaufcn. 

Der Art.: Absiden, pag. 15 mit Kig. 17 
zeigt, dafs die halbe Ekliptik Tom reri- 
hel P über den Frühlingspunkt F nach 
dem Aphel .4 in einerlei Zeit mit der 
anderen halben Ekliptik Ton A über den 
Herbstnunkt H nach P von der Erde zu- 
rückgelert wird, ln P ist die Geschwin- 
digkeit der Eitle am grüfsten , in A am 
geringsten; die Erde bedarf also einer 
längeren Zeit zu Diirchlaufung der hal- 
ben Ellipse P'AH aU zu der anderen 
Hälfte HPF. Hieraus geht nothwendig 
herTor, dafs wenn beide Sonnen in ihren 
Umläufen jährlich übereinstimmen sollen, 
nur die Funkte P und A, das Feribel 
und das Aphel es sein können, in wel- 
chen beide Sonnen, die wahre und die 
mittlere , in der Ekliptik Zusammen- 
treffen , nnd dafs heide io allen an- 
deren Punkten derselben auseinander- 
stehen. 

Die wahre Sonne S läuft Ton P bis F 
schneller aU die mittlere Sonne S'; ist 
S in F, so ist S’ noch Tor A'; Ton F 
ab läuft S langsamer als .S' und N' holt 
S in .4 ein. Von hier ab geht S 
samer als S'; ,S bleibt zurück nnd S' 
trifft früher in ff ein als N, dagegen wird 
S' Ton .S in P wieder eingeholt. 

6 Die mittlere Sonne dnrchlänfl nun 
die Ekliptik gleichförmig ; allein die gleich 


weit Ton einander entfernten Punkte der 
Ekliptik sind es nicht, welche Tag für 
Tag culminiren müssen, um gleich grolse 
mittlere Tage zu geben, sondern die 
Punkte im Aequator, der sich fort- 
dauernd nm die Kniaxe gleichförmig um- 
dreht, weil dessen Ebene normal der 
Erdaxe ist und Terbleibt, während die 
Ekliptik ihn und die Erdaxe schief durch- 
schneidet. Dafs aber mit Punkten Ton 
gleichweiten Abständen in der Ekliptik 
nicht zugleich gleich weit Ton einander 
entfernte Punkte im Aequator culmini- 
ren, geht ans folgender Betraebtungherror; 

Es sei QQ' der Aequator, KK' die Eklip- 
tik, beide schneiden sich im Frühlinn- 
pnnkt F, ^e(=83J°) sei die Schiefe uor 


Fig. 395. 



Ekliptik FA = AB = BC = u. s. w. seien 
die gleich grofsen Wege, welche die mitt- 
lere Sonne in den aufeinander folgenden 
Tagen znrücklegt, so sind, wenn man die 
sphärischen Projectionen der Punkte A, 
B, C... auf den Aequator nimmt, wenn 
man also die Bogen AA', BB', CC... 
normal auf QQ' fallt, f, A\ B', C ... 
die Punkte im Aequator, welche mit den 
Punkten F, A, B, C... zugleich cnl- 
miniren. 

Nun ist 

lg FA' = lg F.4 • coi t 
lg FB' = lg FB • cot e 
!g FC = lg FC • cot e 

n. s. w. 

Setzt man FA = AB = AC . . . = e 
FA’=ie, ; -4’ß' = ir.; B'C' = w, . . . w. 
so hat man 

IC, = lg e • cot e 

IC, = (lg 2c — lg c) . cot e 

IC, = (lg Zc — lg 2r) • cot e 


= ['jC"') — lg{i- l)c)] cot e 
Nun ist 


lg II - lg ,1 = 
folglich 


lin (ii— ,4) 
cos n • cot ,4 


„ sm c 

lg 2c— lg e= 

cos 2c • cot c 
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Ze^tg 2c = 


<tit c 

cot 3c • CO« 2c 


ig nc - lg{n - l)c = 


«in c 

CO« nc* coi(n-l)c 


hieraus 

K» I = c • CO« c 

«in c 1 

», = — ^ CO« e = —IO, 

* CO« 2c • cos c cot 2c 


«in c 

cot 3r • CO« 2c 


CO« e = 


cot e 
— ir *^1 
cos 3c 




«in c 

cot 4c • cot 3c 


cot 


cot 2c 
CO« 4c * 


cot (n— 2)c 

ICi« = «0/1-1 

cos nc 

Wendet man die Formel an : 
cot (a -f-^) = CO« rt cos fi — «in a • »in ß 
schreibt in die Formeln für «o,; «o.; 

. . . «c/< von «Tj an bis «o» für rt nach und 
nach die Werthe c, 2c, 3c,..,(n-2)c 
für ß immer den Werth 2c und ditidirt 
jedesmal Zähler und Kenner durch den 
Zähler, so erhält man 

10, =: IC, 

1 


•0, ; 


cot 2c 




W« 




1 

cot 2e- nn 2c lg c 
1 

— ■ «Ca 

COS 2c — «in 2c * tg 2c 
1 

— tp. 

cc« 2c — «in 2c • 3c 


1 

~ cot 2c — «in 2c • tg{n — 2)c | 

I>a nun cot ein achter Bruch ist, so 
ist «p,>ir,; in «Oj ist der Nenner klei- 
ner als in ir,, daher ist ic, >«o , und da 
die Tangenten io allen folgenden Aus- 
drücken wachse», die Subtrahenden der 
Nenner also immer grüfser, folglich die 
Nenner selbst immer kleiner werden, so 
ist jeder folgende Weg der Sonne im 
Aequator immer grofser als der in glei- 
cher Zeit ruvor zurückgelegte Weg der- 
selben. 

7. Wenn also die ad 5 und 6 gedachte 
mittlere Sonne S’ die Ekliptik gleichför- 
mig durchläuft, so durchlaufeu deren Pro- 
jectionen den Acqnator ungleichförmig, 
und es ist auch diese Sonne zur Zeitbe- 
stimmung nicht anwendbar. Nur eine 
eingebildete zweite, eine dritte Sonne S" 
welche die Ekliptik zwar ungleichförmig, 
aber so durchläuft, dafs deren Projectio- 
nen auf deo Aequator in gleichen auf 


einander folgenden Zeiten gleich weit vra 
einander abatehen, oder wia dasselbe lü» 
eine Sonnet'’, die den Aequator 
förmig dureflaoft, ist es, welche dieZdt 
bestimmen kann. „ 

Geht man auf die Formel su Fig* 395 
aurück ,, ^ 

lg FA* = tg FA cot e 
so ist für FA = 20®, tg FA s » folglich 
auch tg FA*—<x> und FA' = dO°. Im oom- 
merpunktalso culminirt die mittlere Sonne 
S' mit deren Projection S" auf den Ae- 
quator zu einerlei Zeit. Für = 
nämlich im Herbstpunkt, wo die mittlere 
Sonne S' mit deren Projection S" in 
einerlei Punkt zusammenfällt, und in 
Winteronnkt (FA' = fU = 270"Ö culmini- 
ren beide eingebildete Sonnen wieder in 
einerlei Zeit. Auf diese Eigenschaft der 
Uebereinstimmung beider Sonnen in vier 
Hauptpunkten gründet sich die Annahma 
der eben gedaenten dritten Sonne S". , 

8. Die Bestimmung der gleichförmig 
erforderlichen Zeit geschieht nun folgen- 
dermafsen: die wahre Sonne 5, welche 
sichtaar die Ekliptik ungleichförmig durch- 
läuft, deren beide von der groCsen Axe 
AP (Fig. 17, pag. 16) geschiedene Hälften 
PP'H und AllP aber in gleichen Zeiten, 
jede Hälfte in einem hsuben Jahre za- 
rückgelegt werden, giebt in dem Lauf 
von P über F, A, H bU wieder zu P die 
Zeit des Jahres an. Die erste mittlere 
in der Ekliptik gleichförmig sich bewe- 
gende Sonne S' trifft mit der wahren 
Sonne S in den Absiden P und A zu- 
sammen, in allen anderen Punkten ste- 
hen beide auseinander. Die dritte, die 
zweite mittlere Sonne S'", welche die 
gleichförmige, die mittlere Zeit bestimmt, 
bewogt sich im Aequator gleichförmig, 
trilll mit der zweiten Sonne S* in den 
Nachtgleichenpunkteu F und H zusam- 
men, und in den Wendepunkten a und 
ä (Fig. 17), dem Sommerpunkt und dem 
Winterpunkt culminiren sie beide in 
einerlei Zeit. 

Hierbei ist noch festzuhalten, dafs die 
Punkte F, o, W, Ö jährlich um 50,1 Bo- 
gensecunden von Ost nach West der Erde 
entgegenrücken, so dafs Frühlings- und 
Herbstpunkt von der kleinen Axe, und Som- 
mer- und Winterpunkt von der grofsen Axe 
der Ekliptik immer mehr sich entfernen. 

Die um ein Geringes aber während des 
Jahres veränderlich im Abstande verschie- 
denen Orte der sichtbaren Sonne S von 
der eingebildeten dritten Sonne S" ver- 
anlassen den Unterschied zwischen der 
von den Sonnenuhren richtig angegebe- 
nen wah re n*S o n n en seit und der von 
den Feodelubren angebenen mittlere ii 
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Sonnenzelt. Diese Unterschiede sind 
für das nnze .fahr in jedem llanskalen- 
der tatieVlarisch geordnet aufcefiilirt. 

9. Die astronnmisrhe mittlere Xeit, das 
Sonnenjahr zu 365,342255 ganz gleichen 
Tagen zn 24 Standen ist also unsre l'hr- 
zeit. Das bürgerliche Jahr kann aber nur 
ranze Tage haben: bekanntlich hat das 
Gemeinjahr 365 Tage, der Decimalbruch 
wird zunächst ausgeglichen, dafs alle Tier 
Jahr ein Jahr (Scbaltjabr) toii 366 Tagen 
eingeschaltet wird; da aber der Deciraal- 
brnch kleiner als \ ist, so geschieht eine 
fernere Ausgleichung dadurch , dafs man 
alle 100 Jahre ein Schaltjahr wiedernm 
in ein Gemeinjabr Ton 365 Tagen nm- 
wandelt. 

Diese Hinrichtung macht den bekann- 
ten Kalender ans, dessen Richtigkeit wir 
allein der in ihren Erkenntnissen soweit 
gediehenen astronomischen Wissenschaft 
rerdanken. Der Art.; Kalender, der 
auf den Torstehenden Aufsatz sich grün- 
det, wird auch kurz das Historische der 
mathematischen Chronologie enthalten und 
erhellen, dafs die Unrichtigkeit und oft 
erforderlich gewesene Aendemng der Zeit- 
rechnung in noch zu mangelhaften Stand- 
unkten der Sternkunde ihren Omnd 
atte 

Chronometer (xQofof die Zeit, nnnny 
messen) Zeitmesser. Die Zeit ist ein 
einfacher Begriff wie der Kaum, sie ist 
daher nicht zu definiren, denn diejenigen 
Definitionen, welche die l’bilosojmie da- 
Ton giebt, passen auch auf andere Dinge. 
Man hat ein Bild Ton der Zeit, wenn man 
sich eine gerade Linie Torstellt; nach 
einer Richtung, der Vergangenheit hin, 
unabsehbar, au deren Endo der uns un- 
bekannte Anfang liegt; oder Tieimchr, da 
solcher Anfang ganz undenkbar ist, narb 
der Vergangenheit hin unendlich. Der 
Endpunirt der geraden Linie ist die Ge- 
genwart, welche mit jedem folgenden Au- 
genblick wieder in die Vergangenheit tritt, 
so dafs dieser Gegenwartspunkt eine ste- 
tige Bewegung macht, und die Linie Ter- 
lingert; die jedem Zeitangenblick zu- 
ebörenden Terschiedenen Begebenheiten 
önnen in rechtwinkligen Ordinateu Ter- 
zeichnct gedacht werden 

Die in dem Tor. Art. erklärte Sternzeit 
und die mittler« Sonnenzelt mufs in de- 
ren Theilen; Tag, Stande, Minute, 8e- 
ennde in jedem Angonblick angegeben 
werden können, wenn jene für die Astro- 
nomie, diese für das bürgerliche Leben 
Ton Nutzen sein soll. Da der au mes- 
sende (iegenstand in stetiger Bewegung 
ist, so kann ein Maabstab nicht angelef^ 
werden wie bei einer ruhenden Kanm- 


gröfse; das Maafs mufs selbst beweglich 
sein; Bewegung erfolgt alter nur mittelst 
einwirkender Kraft; eine solche ist an 
jedem Ort der Ertlolieiilärhe und in jedem 
Zeitaugenblick unmittelbar in der Schwer- 
kraft gegeben; und in der Tbat sind die 
älte.sten C. auf diese Kraft in den Was- 
seruhren und Sanduhren gegründet, in- 
dem Wasser oder Sand durch kleine Oeff- 
nnngen in Gefäbe fiel, die so geaicht 
waren, dafs deren Anfülluug in einer 
bestimmten Zeit geschah. Wenn nun 
auch kleine Gefäfse oder grofse Gefifse 
mit Theilstricben Messung Ton kleinen 
Zeiten gestatten, so war doch die Abwar- 
tung dieser C., damit die Gefäfse recht- 
zeitig aasgegossen und gefüllt würden, 
nmständlich und auch, abgesehen Ton den 
Tem]>eratur-Kinflüssen, unzuTerlässig. 

Gegenwärtig wird die Schwerkraft auf 
Gewichte angewendet; das Gewicht wird 
um eine Schnur befestigt, die um eine 
Walze geschlungen, diese nmdrebt, wo- 
mit zugleich ein Räderwerk in Bewegung 
gesetzt wird. Bekanntlich fällt ein Ge- 
wicht mit jedem folgenden Augenblick 
schneller, die Walze wird also mit Be- 
schleunigung uragedreht, was für eine 
gleichmäfsig nothwendige Zeitmessung 
nicht pafst. Erst durch die Entdeckung 
Galilei s im 17. Jahrhundert, dafs das Ben- 
del isochrone Schwingungen macht, und 
(luygens Anwendung daTon zu periodi- 
schen Hemmungen des fallenden Gewichts 
ist man zu Gewichts -Chronometern ge- 
kommen. Es ist äufserst merkwüroig, 
dab für eine und dieselbe Maschine der 
menschliche Gebt eine und dieselbe Kraft, 
die Schwerkraft in dem Gewicht als lie- 
wegende Kraft und in dem Pendel ala 
das Entgegengesetzte, als Hemmung der 
Bewegung wirksam zu sein nötbigt. Die 
Einrichtung ist folgende: 

Es sei a die Walze, um die eine Schnur 
mehrmals umgewunden bt, an welcher 
das Gewicht 6 hängt und die Walze nm- 
zudreben strebt; mit der Walze a ist ein 
Stirnrad d Terbunden. An der mehr ober- 
halb befindlichen Axe r, die 4* der Wal- 
zenaxe liegt, ist ein Pendel ct aufgehängt, 
welches zur Seite der Walze Oscillationen 
macht, und mit der Pendelaxo bt der 
Winkel feg fest Toibundcn. Dieser en- 
digt in 3 Haken, welche abwechselnd in 
die Kadzähne greifen, der Haken g, wie 
gezeichnet, wenn das Pendel seine wei- 
teste Lage links bat und der Haken f, 
wenn das Pendel am weitesten rechts 
ausseblägt. 

Während nämlich das Mittel der Pen- 
dellinse aus « nach «’ schwingt, löst der 
Haken g Ton links nach rechts aus dem 
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Zuhn sich aus, und der }Ukcn f droht 
sich, nachdem das nun frei wirkende (ie- 
wicbt k um eine kleine Länge gefallen 
ist, und die Walie so viel nach rechts 
unigedrcht hat, twischon die Zähne i 
und h 

Da das Pendel seine 
Fig. 297. Schwingungen in glei- 
chen Zeiten macht, so 
wird auch immer in 
gleichen Zeitabstän - 
den ein Zahn ausge- 
löst, und ein Zahn er- 
griffen, und die Welle 
in gleichen Zeitab- 
ständen gedreht und 
in Ituhe versetzt, das 
Gewicht k fällt also, 
wenn ein Zahn ansgelöst ist, immer nur 
während einerlei Zeit, und da das Fallen 
immer von der Ruhe aus stattfindet, im- 
mer nur um einerlei Weg, den zugleich 
der W'alzcnumfang in einem Bogen zu- 
rnrklegt. Steht nun mit der gleichmäfsig 
sich nmdrehenden Welle ein Räderwerk 
in Verbindung, welches auf Zeiger wirkt, 
die Stunden, Minuten und Secunden an- 
gehen, so hat man in der obigen Maschine 
ein C. 

Es ist noch zu erwähnen, dafs das Pen- 
del durch die Reibung der Axenzajifen 
in den Lagern und die Luftwiderstände 
nach und nach zum Stillstand kommen 
würde, weshalb demselben immer ein klei- 


ner Impuls von Neuem gegeben werden 
mufa, der die gedachten Widerstände je- 
desmal aufhebt, nnd es wird dies auf 
verschiedene Weise bewirkt. Nach Fig. 
296 und 297 geschieht dies dadurch, dajs 
wenn der Winkelarm g nach der Richtung 
des Pfeils km auslösend sich dreht, und 
den Zahn bei seinem Bestreben zur Be- 
wegung nach dem Pfeil kn vermöge des 
Gewichts k schon in die gezeichnete Lage 
(Fig. 297) hat kommen lassen, der Zahn k 
den Arm g bei dessen Bewegung nach 
km um den Drehpunkt r längs de.ssen 
schräger Fläche kl schiebend und hebend 
unterstützt. Ein Gleiches geschieht bei 
dem Arm { während dessen Auslösung. 

Ein zweites C. wird noch construirt, 
da, Tasc he nchro nomete r, wo man 
statt der Schwerkraft die Elaaticität einer 
gespannten Stahlfeder als bewegende Kraft 
anwendet, und deren Wirkung an.statt 
durch das Pendel durch die sogenaiiiite 
Unruhe; einen mit Spiralfeder versehenen 
Schwungring gehemmt wird. 

Es sei o eine hohle um die mittlere 
Spindel drehbare Trommel; an der Spin- 
del ist eine Stahlfeder befestigt, diese meh- 
rere Male, als hier gezeichnet, umwunden 
nnd mit dem anderen Ende in k gegen 
die innere Trommelwandung genietet. Mit 


Fig. 298. 



dem Druck dieses äuisoren Endes der Fe- 
der gegen die Trommel zu deren Um- 
drehung ist die bewegende Kraft des C. 
hergestellt. Bei den bekannten Spindel- 
nhren ist um die äufsere etwas hohe 
Trommel eine Stahlkotte gewickelt, und 
diese über die Schneckentrommel geleitet, 
welche durch den Zug der Kette nmge- 
dreht wird. Bei den Uylinder- und An- 
kemhreu ist diese Kette nicht vorhanden, 
nnd dafSr einfacher auf eine der beiden 
Trommelebenen ein Stirnrad gelegt, wel- 
ches die Bewegung fortpflanzt. Zuerst 
ist die Feder am gespanntesten, die Be- 
wegung würde also anfangs am schnell- 
sten geschehen, und nach und nach im- 
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mer 1an|ipimer werden, daher ist anrh 
hier eine regulirende Ilemmung mithig. 

Diese Hemmung besteht darin, dafs die 
letzte Welle o des Räderwerks mit einem 
Steigrade b versehen ist, in dessen Zähne 


Fig. 299. 



weehselsweise die Flügel rf, e der senk- 
rechten Spindel c eingrvifen. An das 
obere Knde der Spindel ist der metallene 
Sebwungring f, die llnrnhe, mit Armen 
befestig und eine feine Spiralfeder g mit 
einem Ende an dessen Nabe genietet nnd 
mit dem anderen Ende durch einen Stift 
h gesteckt, der mit dem Ueliäuseboden 
verschiebbar befestigt ist. 

Wenn die Retriebsfeder (Fig. 298) mit- 
telst des Räderwerks die Welle n mit 
dem Steigrade b nach der Pfeilrirhtnng 
nmdreht, eo trifft ein unterer Sperrzahn 
den Flügel d, wodurch die Spinclel r mit 
der Unruhe f nach deren l'feilrichtnng 
sich bewegt und zugleich den Flügel e, 
der einen rechten VVinkel mit dem Flü- 
el d bildet, zwischen zwei obere Zähne 
es Steigrades einfübrt, und die weitere 
Bewegung des Steimdes hemmt. Durch 
die Drehung der Unrnhe wird nun die 
Spirale g zusammengezngen , nnd wenn 
die Unruhe einen Bogen von etwa 90 ° 
inrückgelegt hat, ist die Spannung der 
Feder g so grofs, dafs sie die Kraft der 
Hauptbetriebsfeeler (Fig. 298) ühertrifft. 
Hienlurch bleibt die Unnihe nicht allein 
stehen, sondern sie wird geswungen, nach 
entgegengesetzter Richtung umzulaufen, 
wobei sie für die Beschreibung eines hin 
reichend grobenllogens durch die.Schw ung- 
kraft ihrer verbältnifsmäfsig grofsen Hasse 
unterstützt wird. Hit dieser Bewegung 
läfst der Flügel e den Zahn los und der 
Flügel d dreht aich vor den folgenden 
unteren Zahn, den er hemmt, der ihn 
aber durch den von der Uauptbetriebs- 


feder empfangenden Druck wieder zn- 
rücksehiebt, nnd die Unruhe wiederum 
zur entgegengesetzten Drehung veranlafst ; 
nnd so geht das abwechselnde Spiel der 
Hemmung während des Ganges des C. 
von Statten. 

Wie bei dem Gewichts -Chronometer 
Bewegung und Hemmung vermöge der 
Schwerkraft geschieht, so hier beides durch 
Elastieiiät von Federn. 

Hit den Hemmungen sind zugleich die 
Regulirungen der C. verbunden. Je län- 
gerein Pendel ist, desto langsamerschwiugt 
e.s, desto wenij^er oft in einerlei Zeit ge- 
schehen die einzelnen Hemmungen und 
die einzelnen gleich grofsen Fortrückun- 
gen der Walze, des Räderwerks nnd der 
Zeiger. Dasselbe ist mit der Spiralfeder 
g, Fig. 299 der Fall; je länger sie ist, 
desto grüfsere Bogen beschreibt die Un- 
ruhe, und desto langsamer geschehen die 
eiiizelueii lleiumuiigeii des' Steigrades. 
Gebt also ein C. nach, so mufs das Pen- 
del oder der schwingende Theil der Fe- 
der verkürzt werden ; geht das 0. vor, so 
sind beide zu verlängern. 

Zn diesem Zweck befindet sich unter 
der Pendollinse, Fig. 296, die Schrauben- 
mutter 0, mit welcher die Linse und mit 
dieser der Schwerpunkt des Pendels auf- 
und niedergesebrauht, also das Pendel 
verkürzt oiler verlängert werden kann. 
Beim Taschenchronometer geschieht die 
Längen- Aenderung der Spirale mit dem 
Uhrschlüssel durch den Mittelstift der 
Stellscheibe, mit welcher die Klemme h 
vor- und zurückgeschoben werden kann. 

Mit diesem .Aufsatz bat nur das Gnind- 
priiicip bei Construction des C. gegeben 
werden sollen, ein W’eiteres im Art.i 
Compensation. 

Circalarbewegnng s._ v. w. Ceutralbe- 
wegung s. Bewegung No. 2. 

Circammeridianhfihen sind die nahe 
dem Meridian genoiiiiiienen Höhen eines 
Gestirns. Aus den beobachteten gleich 
rofsen Höhen des Gestirns vor und nach 
essen Culmination nnd dem genau ge- 
messenen Abstand der Zeit zwischen bei- 
den Beobachtungen findet man in dem 
Mittel dieser Zeit den Zeitpunkt, in wel- 
chem der Durchgang des Gestirns durch 
den Meridian des Orts stattgefnnden bat. 

Circompolanterne sind dem Wortlaut 
nach alle Gestirne, denn alle scheinen 
nm die Pole sich zn drehen. Han be- 
zeichnet aber damit diejenigen Fixsterne 
die dem Beobichtungsort nie untergehen, 
indem sie dem Pole so nahe sind, dafs 
deren untere Unlmination noch über dem 
Horizont des Beobichtungsortes statt- 
findet. 
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Ort* im Aeqaitor haben keine 0.; für 
die Knipole ist jeder zu derselben Him- 
melshalbkii|;el gehörende Stern ein C Je 
näber ein Ort dem Pule lieirt, desto mehr 
C. hat er aufzuweisen, weil sein Horizont 
einen um so grüfseren Winkel mit dem 
Pole bildet, eine uih so gröbere Pol- 
höhe hat. 

Der dem Nordpol innirhst stehende 
Fixstern ist der Polarstern , er befindet 
sich gegenwärtig 1° 3ä' Tom Pol entfernt, 
für Orte im Ae<)uatur culminirt er also 
in einer Höhe Ton 1° 35’, und geht eben 
so tief nnter; für Orte von 2x1® 35' = 
3° 10' nördliehe geogrspbisehe Breite ist 
er der einzige C., und zwar tangirt er 
bei seinem unteren Durchgang durch den 
Ueridian den Horizont. 

Die C. sind für die Astronomie nnd 
die Geographie von gröfster Wichtigkeit, 
denn man erfährt durch sie die Polhöhe 
oder geographische Breite des Beobach- 
tungsorts, indem man die Höhen, deren 
oberen und deren unteren l'ulmination 
beobachtet, nnd Ton beiden Höhen das 
klittel nimmt, welches die Polhöhe an- 
gieht. Ferner findet man durch die C. 
die richtige Hittagslinie des Orts; denn 
die Zeit zwischen der oberen nnd der un- 
teren Culmination eines 0. beträgt genan 
die Hälfte der Zeit, in welcher eine obere 
oder eine untere t'ulmination zum zwei- 
tenmal wiederkehrt (der Bterntag), so dafs 
danach die Linie des Beobachtungs-Instru- 
ments mittelst mehrerer Beobachtungen 
rectificirt werden kann 

Wenn nämlich zwischen der oberen 
and der unteren Culmination eine gröfseie 
Zeit liegt als zwischen der eben gedach- 
ten unteren nnd der zunächst folgenden 
olleren Cnlmination, so hat die lothrechte 
Ebene der Axe des Instruments zuerst 
mehr als den Halbkreis der Bahn des C. 
abgeschnitten , die Ebene ist nicht nach 
dem Pol, sondern nach rechts von dem- 
selben gerichtcL und das Instrument mnfs 
so weit nach Iftks gewendet werden, dafs 
die senkrechte Axenebene auf den Pol 
trifn, und die Axe die Hittagslinio angiebt. 

CoefBcient ist in der niederen Arith- 
metik die bekannte Zahl als Factor vor 
der Unbekannten : in ax, 5y’ z. B. sind 
a, i als Factoren der Unbekannten x, y’ 
deren C. Bei Unbekannten ohne bekann- 
ten Factor, wie z, x’, ist der C. = 1. In 
der Analysis sind C. die unveränderlichen 
bekannte 11 oder unbekannte II Oröfsen, wenn 
sie Factoren der Veränderlichen sind. Soll 
J a’-f X*, wo a constant, x veränderlich 
ut, in eine Reihe nach fortlaufenden Po- 
tenzen von X entwickelt werden so setzt man 


1 '«« +V = Ai Bx+ Cx» + DxH . . 
nn A, B, C, D . . . unbekannte noch tu 
bestimmende von x unabhängige also un 
veränderliche Gröfsen sind; sie heifzen 
unbestimmte Coeffieienten, nnd 
auch A gehört dazu, indem man .1 mit 
X® = 1 inultiplicirt denkt. 

CofOBCtionen sind in der Trigonometrie 
die Functionen der Complementswiiikel, 
also der Cosinus, die Cotangente, die Co- 
secante und der Cosinus versus. 

Cobireut ist die Kraft, mit welcher die 
gleichartigen Uassentbeiicben einander 
sich anzienen, und dadurch zu dem Kör- 
per sich gestalten (s. Adhärenz und den 
folgenden Art.). 

CobifiOD, die Wirkung der Cobärent 
(vergl. Affinität, Anziehung und Atom). 
INe Naturphilosophen haben sich viel mit 
den Ursachen der C. beschäftirt und Hy- 

t mthesen dafür aufgestellt. Diese sind 
der nicht so nothwendig, als für Erschei- 
nungen, deren Gesetze tn erforschen von 
der gniisten Wichtigkeit ist; als: die Be- 
wegung der Weltkörper, die Wirkungen 
der Electricität u. s. w., deren Gesetze 
nicht eher auftufinden waren, als bis man 
Hypothesen zu Grunde legte, die mit den 
Erscheinungen übereinstimmend sich all- 
gemein bewährten, ohne dals wir dennoch 
wissen, ob sie richtig sind. 

Man nimmt an, dafs die C. eine gleiche 
Uraacb mit der Attraction habe, nnd auch 
dab beide Naturkräfle verschieden seien. 
Ersteres ist mir deshalb wahrscheinlicher, 
weil ich annehme, dab der Schöpfer zu 
seinen Zwecken die möglichst einfachen 
Mittel anwendet Die Grade der Attraction 
(s. d.), der Anziehung in der Fern* wer- 
den bmtimmt durch die Grübe der Masse 
in directem, nnd durch die Quadrate de- 
ren Entfernungen in indirectem Verhält- 
nib. Wollte man nun annehmen, dab 
die Atome, welche durch die C. zu einem 
Körper sich gestalten, in unmittelbarer 
Benihmiig, also in der Entfernung = Null 
sich befänden, so würde die Grübe der 
Anziehung überall unendlich grob sein, 
alle Körper . würden also einerlei Festig- 
keit haben. 

Die nicht hoch genug zu schätzende 
Atomentheorie (s. Atom nnd die diesem 
folg. Art) hebt Annahme und Schiufa 
auf: die Atome berühren sich nicht; sie 
ziehen sie an bis zu einer Entfernung, 
in der sie von einander verbleiben, die 
in Verhältnib tu der Kleinheit ihrer Masse 
vielleicht sehr bedeutend ist und die, 
Vernunftschlüssen nach, abhänng ut von 
der jedem Stoff eigenthümliim zukom- 
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meodeB OröCse einer nie abstofaende Kraft 
wirkenden Wänne-Atniosphäre, die jedes 
einzelne Atom nmgiebt. 

Diese Tersrhiedenen Abstände der Atome 
in Körpern Tersrhiedenen StuHs machen 
die Tersrhiedenen Keatiirkeiten der Körper 
ans. Körper, um deren Atome nur k«' 
rinec Wärme-Atmosphären sich befinden, 
sind fest, wie Kisen, Stein; wird ihnen 
eine gröfsere Wärmemenge sugelährt, so 
nimmt diese die um die Atome befindli- 
cheu leeren Räume ein, diese erweitern 
sich, während die Atome selbst unTerän- 
dert bleiben; die Atome werden ausein- 
andergerückt, die Festigkeit des Körpers 
wird Termindert, er wird weich, spater 
flüssig und luftförmig. Eisen bedarf einer 
bedenteud gröfseren Menge Wärme um 
flüssig tu werden, als /.iuk; da nun die 
Atomgewichte beider Stotfe etwa wie 7:8 
und deren AtoiuTolum (Atom -|- leerer 
Kaum) etwa wie &;G sich verhalten, so 
kann man sich Torstellen, dafs die Atome 
selbst heim Eisen Ton gröfserem Umfang 
als beim Zink sind, so dafs die Eisenatome 
näher an einander liegen, als die Zink- 
atome, was auch mit dem Verhältnifs der 
Festigkeit beider Stofle übereinstimmt, 
und dafs mithin für das Eisen eine be- 
deutend gtöfsere Wärnio erforderlich ist, 
als für das Zink, um in beiden StoH'en 
die Atome um gleich Tiel auseinander zu 
bringen, d. h. um beide Stotfe in den Zu- 
stand einerlei Festigkeit, in den Zustand 
der Flüssigkeit tu bringen. 

Von der Uröfse der C. sind die Aggre- 
gat-Zustände (s. d.) der Körper abhängig. 
Körper sind Nst, t ropfbar - fl üssig 
und luftförmig; zwisrhen den ersten 
beiden llaiiptznständen noch ein mittle- 
rer, der weiche, mufsige; zwisrhen beiden 
letzten ein mittlerer, wie iler Wra.sen, der 
beim Kochen von Wa.sser, oder der Was- 
serranch, der nns in der Atmosphäre als 
Wolke erscheint. 

Die lufUörmigen Kür|ier haben nicht 
abstolseudo Kraft in den materiellen Thei- 
len, sondern, da sie in einem zusammeu- 
geprefsteii Zustande sich befinden, nur 
das Hestreben, sich in die dem tiase eigen- 
thümliche uns unbekannte geringere Dich- 
tigkeit zu Tersetzen, was ihre Expansibi- 
lität aiismarht. Bei einer permanent ab- 
stofsenden Kraft der Tbeile niüfste die 
Atmosphäre das ganze Weltall ausflüllen. 

Das Zerflielsen der troiiftiar flüssigen 
Körper liegt darin, dafs inre C. von der 
Schwerkraft unsres Erdkörpers überwun- 
dtu wird; daher auch das langsamere 
ZerflieCseu dickflüssiger Körper von gröfse- 
rer C. Keim freien Fall flüssiger Körper 
Ton geringem Volum dagegen Kommt die 

II 


C. zur Kracheinnng, weil alle Tbeile des 
Körpers einerlei Geschwindigkeit haben. 
Der Kegen fällt in Tropfen, je kleiner 
diese sind, desto kugeliger sind sie; je 
gröfser, desto mehr Geschwindigkeit bat 
fortdauernd der untere Theil des Trop- 
fens gegen den oberen, der Tropfen ist 
also in senkrechter Richtung länglich. 
Gröfsere Massen fallen in noch längeren 
Fonnen, in Strömen. 

Plateau hat auch bei einer gröfseren 
Masse Flüssigkeit die C. von der Schwere 
zu isoliren gelehrt : Oel in ein Geßfs ge- 
gossen, Dielst über den Buden, bü es eine 
horizontale Oberfläche angenommen hat. 
Wasser darüber gegossen, durcbdringt das 
Oel, dieses steigt in die Höhe, und lagert 
sich auf die Oberfläche des Wassers. Denn 
die Schwere übt auf jedes Massenelement 
gleich gmfsen Einflufs, in jedem Molekül 
Wasser ist al:er mehr Masse als in dem 
gleich grofsen Molekül Oel ( Wasser ist 
schwerer als Oel), folglich Ist die Wir- 
kung der .Schwere auf itas Wasser grölser 
als auf das Oel. 

llebergicfst man dagegen das Oel mit 
W'eingeist, so bleibt dieser über dem Oel, 
weil er leichter als Oel ist. Tropft man 
nun nach und nach Wasser in den Wein- 
geist, so entsteht eine immer schwerere 
Mischling; diese kann der .Schwere des 
Oels beliebig nahe gebracht werden, sie 
erhält also mit dem Oel immer näher 
einerlei Kallbestreheii ; d. b. das Oel wird 
immer weniger von der Schwerkraft der 
Erde afficirt, folglich wird die G. des 
Oelkörpers immer unabhängiger von der 
Schwerkraft, immer selbstständiger, und 
sie macht sich dadurch geltend , dafs sie 
den Oelkörper hebt, und ihn nach und 
nach zu einer Kugel gestaltet. 

Man kann hierliei die 0. durch Centri- 
fngalkraft zum Theil wieder anfheben, in- 
dem man durch die Oelkngel einen Draht 
mit Scheibe führt, und diesen umdreht, 
wodurch die Kugel in Rotation versetzt 
wird, und sich oben und unten ahplattet; 
hei vermehrter Schnelligkeit der Scheibe 
Inst sich ein Ring von der Oelkugel ab, 
der ebenfalls rotirt, wie der Ring des 
.Satiirns. 

Cnhäslonskrlft ist Cohärenz. 

Collectlve Grüfse od. diserete Gröfse 
(colligere .-ammlen, diseerntre unterschei- 
den, zertheilen) s. v. w. Zahl. Für die 
erste Bezeichnung ist die Einheit, für die 
zweite die Gauzheit zu Grunde_ gelert: 
der erste Name besagt eine Grübe, die 
aus Einheiten znsammengelesen oder anf- 

S esammlet wird; der zweite Name eine 
Iröfse, die in Einheiten an unterscheiden, 
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in zcrtheilen ist. Beiden Reieichnnngen A der Nnllpnnkt, CD die Visirlinie Dseb 
gegenüber steht die continnirliche einem Stern. Vermuthet man, dafs Bo 
oder concrete Grüfse, welche die Gröfse gen in Folge eines C nicht genau 
im Raum ist. angegcl)en wird, so dreht man das Instru- 

• 1 ry 11 . ment um, wo dann CD in CD' fällt. 
ColUctlvg aS ist jedes Glas welches 

die Lichtstrahkn ^inmlet und in einen ^ Kenirohr aus der l.inie 

Pnnkt vereinigt al.so jedes auf einer Oller ^D' Wder in die Visirlinie, und diese 
heulen Oberfachen convexe Q as (vergl. ^ Ad < AD',\o 

Brennglas 6 . Man versteht unter t. aber die richtige Verticale, »on- 

auch ^somler» das m einen, » Richtung dafs 

geseuten Mikroskop benndliche /iw.« D'a = da; Aß' = AD als Yenith- 

gla.s, welches die 3urch das Object. vglas 
convergirenden Strahlen n.uih mehr con- 

vcrgirt, um das von dem Objectiv her- ® aj i jn 

v,orgcbrachtc Luftbild zu verkleinern, in aO _ Ad + AD 

seinen Umrissen schärfer zu erhalten, das 2 2 

Ge.sichtsfeld des O'“'“" ''•f(uJr«rn, ColIimatiOMlinle , die in den beiden 
und die nachtheil.ge harlienzerstreuung angeführte VUirlinie. 

aufiunohen. - 

_ .. . ... j ... Combiaation (Arithm.) ist die Zusam- 

Colllmation (colliraare oder collinearc „.enstellung einer Anzahl ans mehreren 
riach gerader Lime richten , zielen) be- „egebenen gleichartigen Grüfsen, welche 
deute da. /.usammenfallen zweier Rieh- E,c,„^,„e ge.mnnt und in der Re- 
tungslinien, nämlich der wirklichen Linie , Buchstaben, auch wohl durch 

zwischen dem Auge und dem (Ibject mit ausgedrückt werde... 

der Linie, in welcher man nach demsel- seieii 

ben Objecte zielt (visirt); nnd zwar bei a b e d e 

<lie gegebenen Elemente," so' sind 

fal en der \ isirlinie mit dem von der AI- _ 

hidade bezeiehneten nehtigen Rreistheil 

des Limbus. Findet diese C. nicht statt, aobhbe .... 

so wird der gemessene Winkel niirichtig Combinationen. Bei den der ersten 
abgelesen: das Instrument hat einen Uol- Keihe sind alle Elemente von einander 
.. .! verschieden, diese ('. heifsen 0. ohne 

Wiederholung; bei den C. der zwei- 
ten Reihe kommen einzelne Elemente 


limationsfehler. 

Collimationsfehler, ein Fehler aus Man 
gel der Uollimation bei einem Winkel- 

r_.* -* I...J %l 


mehrere Male vor, diese C heifsen ('. mit 


Instrument Wenn bei Messung eines Wiederholung, und cs küiinen die 
Winkel* Ijeido Schenkel oinicln visirt gleichen Elemente wie Potenzen geschrie- 
werden, so heben sich beule t. einander |e„ werden: al.soa*=oa; «i> = n<.a; o»6* 

Tisirt _ =oÄrt6 u. 8. w. Die Anzahl der 
wirf, indem der Nullpunkt deslnstrunjents gleichen Elemente heilst der Wieder- 
auf eine hte.he von Beobachtungen fixirt Eolungsexponent. 
ut, entweder in der vertika en (nach dem j,;« „^^h der Anzahl der 

^nilh), rsler in der Honzontalebene, z. B. comhinirten Elemente, welche der Ex- 
in der Mittagsl.nie, <Unn kann der Null- ..„„ont der 0. heifst, in Klassen ge- 
punkt aus seiner fesjgestellten I.age ge- rj,, ei„„i„e,s der gegebenen eIb- 

ruckt ^ 11 , lind cs ist die .lessuiig auf „,ente ist eigentlich keine C. , sie heifst 
einen C. zu nntewuchen. Ls gesemebt jedoch C der ersten Klasse. Cniou, wie 
(Ues durch Rcni ition (vergl. Borda- ihr Exponent ist = 1. Eine 

scher Kreis S. 394). , , , C. von 2 Elementen (ot, Ai, cd .. .) heifst 

Es sei AC die Axe des Instmincnts, p jgj zweiten Klasse, Binion, deren 

jQQ Exponent ist = 2. Eine C. von 3 Ele- 

" menten (nnn, nbc, ...) heifst Tcriiion, 

eine 0. von 4 Elementen Onaternion, 
von 5 Elementen Quinion, von 6 Ele- 
menten Senion u. s. w. 

Eine (!. heifst geordnet, wenn die 
Biichst.ahen in der Ordnung des Alpha- 
bets einander folgen; nbcd, aabb, abte 
sind geordnete; bae, docA .... u n ge- 
ordnete C. Eben so wird die Zusam- 
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menstsllnni; sämmtlicber C. aus gegebe- 
nen Elementen lexicogrnphiecb geordnet. 

C. die mit dem eilen Bnchstahen (a) 
anfcngen, beifsen C. der ernten Ordnung. 
aa, ab, ac . . . »ind C. der 2ten Clasee 
enter Ordnong; bbh, bbe, her, bcd... 
aind C, der 3. t'laase zweiter Ordn. u.e. w. 

C. beiieeo ähnlich oder einerlei (iat- 
tung, wenn »ie in der Anzahl der Ele- 
mente und der Wiederholungen überein- 
atimmen, wie aaa, bbb-, oder abc, bcd-, 
oder aabc, bbcd u. a. w. 

S. Gombinationen ohne Wieder- 
holungen. 

So Tiele Elemente gegeben aiiid, so 
eiele Klassen Ton C. sind möglich. 

1 Eiement = a. 

C. 1. Kl. = a. 


(ac)4, (Ac)a n. s. w.; mithin ist die An- 
zahl der C. der dritten Klasse = 

verbindet man für die 4te Klasse jede 
dieser Temionen mit jedem der übrigen 
(n- 3) Elemente, so erhält man 

i «(« — I)(n — 2)(a — 3) Qnaternionen 
in diesen sind aber alle C. ■Imal vorhan- 
den, z. B. (flbe)d, {abd)e, {acd)b, (bcd)a, 
und folglich gehören zur -tten Klasse nur 

BO fortgefahren , findet man für die mte 
Klasse 


2 El emente = a, b. 
C. l.KI.: o; b. 

C. 2. . ab. 


> ’i • 1 ••• — «(»-l)(i«-2) . . ■ (n-m-l-1) 

Die Anzahl der C. ohne Wiederholun- 
gen für n Elemente hat man demnach 

für die l,Klasse = -^ 

_ ■•(w- 1) 

I- 2 ■■ 


. . 2 . 


3 Elemente = a, b, c. 
0. l.KI.: n ; b; c. 

C. 2. , ab, ac-, be. 

C. 3. Kl.: abc. 


. . 3. 

. . 4 . 


4 Elemente = n, b, c, d. 

C. I. Kl.: a; b-, c-, d. 

C. 2. , ab, ac, ad; bc, bd-, cd. 
C. 3. , abc, abd; bcd. 

C. 4. „ abcd. 


_ "("-l)(a-2) 
“1-2 . 3 

_ n(a-IK»«-2)Ca-m 
1 . 2 • 3 . 4 


6 Elemente = a, b, c, d, e. 

C. 1. Kl.: a; b; c ; d; a. 

C. 2. , ab, ac, ad, ac-, bc, bd, br; cd, 
ce; de. 

C. 3. , abc, abd, abc, aed, acr, ade; 
bcd, bce, bde; cde. 

C. 4. , abcd, abce, abde, aede; bede. 
C. 5. , abcdc. 

Die Bildung sämmtlicber C. ans meh- 
reren Elementen geht ans den vorstehen- 
den C. hervor. Bei n Klementcn hat die 
Iste Klasse n C, die n Klasse eine C. Um 
die Anzahl der C. bei gegebenen n Ele- 
menten für die übrigen Klassen in For- 
meln anszndrücken, bat man folgende 
Betrachtung für die einfachste Ermitte- 
Innjiswelse: 

V erhindet man jede der n Unionen mit je- 
dem der übrigen (n — 1) Elemente, so er- 
hält man ii(m - 1) Binionen ; in diesen ist 
nun jede Binion zweimal vorhanden, als : 
ab, ba ; bd, db n. s. w. ; mithin gehört zur 
2ten Klasse nur die Hälfte sämmtlicber 
Binionen, nämlich 

verbmdet man für die dritte Klasse 
jede dieser 4 "(*•-!) Binionen mit jedem 
der übrigen (n-2) Elemente, so erhält 
man 1 ii(s-l)(«-2) Temionen ; alleiu jede 
derselben ist 3mal vorbaudeu, als: («4 je, 


„ _"(»-l)("-2)...(ii-m+I) 

’ ' ■ ’ 1 • 2 . 3 *^: 

Beispiele. 1 . Wenn man ans einem 
Dominospiel (von 0 bis 6j von 28 Steinen 
6 Steine zum .Spiel zu ziehen hat, so kann 
28.27.26-35 24.23 

man ■■■ . ' . .. — r-^ 376740 ver- 


I - 2 . 3 . 4 . 5 . 6 
schieden zusammengesetzte Steine er- 
halten. 

2. Jeder der 3 L'hoinbre.spieler erhält 
aus dem Spiel von 40 Karten 9 Karten, 
13 K.orten Ideilien als Talon. Jeder Spie- 
ler kann also 

40.39.38.37.36.3 5.34.33.32 

9 

= 273 438880 


1 . 2 . 8 . 4 . 5 . 6 . 


. 8 . 


verschiedene Spiele erhalten, und der Ta- 
lon kann ans 
40.39.38... 31.30.29-28 
T:9.3 .7ri0“.nT2.13= 222880 

verschieden zusaiiimenge.setzteii Karten 
bestehen. 

8. Gombinationen mit Wieder- 
holungen 

1 Element = a. 

C. 1. Klasse = a. 

2. , = aa. 

3. , = aaa. 

n. s. w. 

2 Elemente = a, 4. 

G. 1. Klasse = a; b. 

3. , = aa, ab ; 44. 

3. , = aaa, aab, abb; bbb. 

3* 


♦ ' 
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C. 4. Klasse = rtÄrtfl, aaah^ nahb, ai 
bbbb. 

U. 8. W. 

3 Elemente : <i, ä, c. 

C. l. Klasse:«»; b; r. 

2 . , aa^ ab, ac; bb, bc: er. 

3. „ aart, nab, aar, ahh, abr, 

arc\ bbb, bbe, 6er; rer. 

4. „ aaaa, aaab, aaar, 

aabe, aaec, abhb, abbe, aber, 
acce\ bbbb, bbbr, bbee, beer; 
rrre. 

U. 8. w. , . 

Die Aniohl aller Unionen oder C. Isler 
Klasse bei n Klementcn ist = n. Die An* 
ubl aller C. ohne Wiederholungen 2ter 

Klasse ist nach No. 2 = ^ Inerzu 


; kommen »• Verdoppeluncen, giebt 0. mit 
W^ederholnngen 2ter Klasse = 
n(n— I) , rt(ii+l) 

~'Y " 1 ■ 2 

Um die Anzahl der Temionen zu fin- 
den, hat man die der Temionen ohne 

Wiederhohmg = — ^-^5— — — j— ^ D. h. di« 

Anzahl der Temionen von der Form 
(rt6r). Hierzu kommen die Temionen von 
der Form (o*) in der Anzahl und die 
von der Form {a^b) in der Anzahl «(*»—1)» 
indem n Elemente verdoppelt, mit jedem 
der übrigen (n — 1) Elemente verbunden 
werden. Die Anzahl der Temionen mit 
Wiederholungen ist also: 


4 „ + „(« _ 1) = (»M 3n + 2) = 


n(«+l){«^2) 

l . 2 • 3 


Eben so findet man die Anzahl der 
Quinionen, der Senionen u. s. w. 

Die Anzahl der C. mit Wiederholungen 
■für n F.lcrniente hat man demiiarh 

fürdic 1. Klassen- 


2 . 


4. 


1 

1) 

■"l- 2 
_ n(nfl)( n42) 

1 • 2 ^ 3 
_ii(»+l)(n+2)(ii+3) 
1 . 2 • 3 -4 


_ i«(ii+l)(ii+2) . 

1 • 2 • 3 . 


6 »7 

ßeispiel. Mit 2 W’urfeln sind 
= 21 verschiedene Würfe möglich, mit 
3 Würfeln ^ ^ Würfe. 

Rechnet man dagegen die Würfe aufser 
den Paschen doppelt [l, 2 und 2, 1] _so 
werden mit 2 Würfeln 6* = 36, mit 3 Wür- 
feln 6* = 216 Würfe gemacht, indem mer 
die möglichen 36 W^ürfe zweier 
jeder mit den 6 Augen des 3ten Würfels 
zusammen trefieii kunnon. 

Gombiaation (Kryst.) zusammenge- 
* * * setzte Form, ist dio >ereinigung ver- 

(n*f I W— 1) schiedencr einfochen Formen zu einem 
' m Krystall. Fig. 300 zeigt die C. eines 
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Hexaeder» und OcUedera; die hier Tor- 
herrsrhendfl Kiirm des Hexaeders ist piiiik- 
tirt ToUatändii; dargestellt, die dreiocxieen 
Flächen, welche die Krken des Hexaeders 
abstiimpren , sind die Uctaederflärhen ; 
Ter^üfsert man diese immer mehr, so 
entsteht aus ihnen das vollständige Octa- 
eder nnd das Hexaeder verschwindet, wie 
dies Fig. 301 darstellt. 

Fig. 303. 



Nämlich bei fortdauernder gleichmilsi- 
ger Verlängerung der Kanten fallen a'b' 
und o’h' in die Diagonale ad, die Kan- 
ten f 's' und tn'y' in die Diagonale be, die 

S enannten 4 Kanten schneiden sich io 
em Mittelpunkt n, Fig. 301, d. h. sie ver- 
schwinden als eine Kmie n. Eben so ver- 
schwinden die Kanten m'k', x'y', it’p' , 
k'i' in dem Dnrehsebuitts^unkt y der Dia- 
gonalen dk und bf, die Kauten g'i', w'e', 
e'f, k’V in dom Durchschnittspuukt J der 
Diagonalen eh und fg, die Kauten a'c', 
I'«', r's', d'e' in dem Funkt rj, die Kau- 
ten b'e', g'k', d*/', to'x’ in dem Punkt r, 
nnd die Kanten j'c', 1'«', o'p', l'o' in dem 
Punkt d- Diese 8 Durchschnittspunkte 
geben die 8 Ecken des neugebildeteo Ucta- 
^ers mit den 8 dreieckigen Flächen i<yß, 
yddf yds, Jij», rjos. Das 

Üctaedor hat die 3 Hasen aydti mit den 
äulseren Ecken s; yniß mit deu äufse- 
ren Ecken n, <1 nnd vßJt mit den äulse- 
ren Ecken v, ’>■ 

Man kann sich avich vorstellcn, dafs 
sämmt liehe 8 üctaodcrdäcben Fig. 300 in 
ihren Ebenen nach allen Itichlnngen lie- 
liobig erweitert «erden; alsdann schnei- 
den sich die vier bei r, e, f, d befindlichen 
Flächen in einer über dem Quadrat ctfd 
liegenden Ecke, die 4 bei <i, 4, g, k be- 
findlichen Flächen in einer unter abgk 
liegenden Ficke, die 4 Flächen bei n, 4, c, d 
in einer vor abed liegenden Ecke u. s. w. 


Es entsteht ein Octaeder, welches die vor- 
herrschenden Hexaederflächen umschiielst. 

Eben so kann man durch Fortrückuog 
der Hexaederllächen die üctaederflächen 
verdrängen. Entweder läCst man die 
Fläche b' t' o' g' bis in die Ebene c’ x' r’ p' 
sich 4 mit sich selbst bewegen, wo sie 
ein Quadrat ist; die ihre parallele Fläche 
bis in die Ebene d' k' m' l' desgleichen sum 
Quadrat; die diesen an^ensenden Sei- 
tenflächen bis in die Ebenen b'fa'f' 
nnd g' te' a' ('; ferner die obere und die 
untere Fläche bis io die Ebenen a't'i'g' 
und t'n’u'k' und man erhält ein Hexa- 
eder, dessen F'läcben die Octaoderflä- 
chen innerhalb berühren. Oder man 
verbreitet die Hexaederfläcben bis lu 
den Dnrcbschnittspnnkten a, 4, r, d, e, 
f, g, k, wo dann das Hexaeder entsteht, 
welches dieüctaederflächen umschliefst. 

2. Durch die C. mehrerer einfiachen 
F'ormen entsteht die combioirte 
F' 0 r m ; die su derselben einfachen Form 
gehörenden F'lächen beiisen gleich- 
namig, die Flächen der anderen ein- 
fachen F'urm in Keziehuog auf die der 
enteren einfachen F'orm ungleich- 
namig. Durch Erweiterung gleich- 
namiger F'lächen, bis dahin, dafs die 
ungleichnamigen Flächen gänzlich ver- 
drängt werden, entsteht aus der combi- 
nirteu F'urm eine einfache F'orm. 

Man hat C., in welchen gleichnamige 
F'lächen erweitert, keine vollständige F'orm 
gehen, z. H. bei der C, der quadratischen 
Säule und dos Octaeders, Fig. 303 wo die 
4 .Säulenfläcben aUein keine vollständige 
Form bilden können. Solche Flächen 
beiisen zusammengehörige Flächen. 

Fig. 303. 
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Di« anfgcsetzten 8 Octaaderflächen bildtn 
K«börig Terbr«it«t, ein vollltändiies Oe- 
taader. Die Kanten, in welchen die Flä- 
chen zweier verachiedenen Formen «ich 
ecfaneiden, beifsen Combinationakan- 
ten, wie Fig. 300 6V, in welcher die 
OcUedcrIläcbe e’b’a! und die obere Hexa- 
ederiläcbe »ich achneiden. Die Ecken, in 
welchen die Flächen Terschiedeiier For- 
men zuaammentreflen, heifaen Combi- 
nationaecken, wie b',c' n. a. w. 

Es Itiebt Krjatalle combinirter Form, 
in welchen die Combinationa-Ecken und 
-Kanten abgeatumpll aind ; bei den Ecken 
findet immer eine achiefe, hei den Kan- 
ten aelten eine gerade Abatumpfung atatt. 

Comhinationsexpanent (Arithm.) üt die 
Anzahl der Elemente in einer Combina- 
tion (a. d. No. 1). 

Couieisarable Grtfaea aind aolche, 
die ein gemeinacballlicbea Maafa haben, 
alao ail« ganze Eahien, weil dieae die 
Einheit 1 znm Maaia haben, alle Brüche 
Ton gleichen Nennern; z. B. ^ haben 
«am gemeinachaftiichen Maa6 die Einheit 
4- Ferner incommenaurable Gröfaen, wie 
3yb und 7p6, die |'ö zum gemoinachalt- 
lichen Maafa haben. Dagegen aind irra- 
tionale Kahlen wie |'18 = 3|‘J und FlO 
= t'b*r2 nicht commenauraboi , weil de- 
ren Factoren 3 und ('6 kein gemcinacbaft- 
Ikhea Maafa haben. lat daa Maafa zweier 
e. Gröfaen nicht die Einheit, ao wird ea 
auch gemei nac baft licher Theiler 
genannt. 

ln der Potenz coinmenanrabel 
heilst bei Euklid commenaurabel im Qua- 
drat, als |3, V& die incommenanrabel, 
aber in den Quadraten (3, 5} commenan- 
rabel aind. 

CommaUtioB oder Comnitationswin- 
kel a. d. Erklämng in dem Art.; Breite, 
aatroiiomiKhe. Die C. iat = dem Unter- 
schied zwiKhen der heliocentrischeu Länge 
der Erde und der dea Planeten. 

Compafl iat ein Winkelmeisinstrument, 
weiches sich darauf gründet, dafa eine 
frei spielende Magnetnadel immer nach 
dem magnetischen Pol, einem bestimmten 
Punkt der Erde gerichtet ist, so dafa die 
Richtungen der Magnetnadei an Orten, 
Ton Terachiedener geographischer Länge 
zu deren Pol sich Terulten wie die Me- 
ridiane zum Nordpol, in deaaen Nähe der 
magnetische Pol liert. 

Itie Anwendung des G. zu Vermeaaun- 
nn iat in dem Art. Bnnsaolej wie näm- 
lich der C. der Feldmesser und der Berg- 
leute heifat, angagaben. Seine wichtigste 
Anwendung findet bakanntlicbderC.in der 


SeescbiHfahrt, denn bei genauer Kenntnifs 
der Abweichung der Magnetnadel (s. d.) 
Ton dem geographischen Meridian in jedem 
Ort der Länge und Breite, welche mög- 
lichst genau ermittelt worden, kann nach 
bestimmter Richtung gesteuert werden, 
daher dieser C. auch Schiffscompafs, 
Steuercompafs heifat. 

Die Einrichtung des Schifiacompasses 
iat Ton der Boussole nur darin Terachie- 
den, (iala er der Schwankungen des Schiffs 
wegen frei aufgehängt, und dafa die freie 
Spielung der Nadel durch eiuschliefsende 
Flächen gesichert wird. Ferner ist dar 
Rand nicht nur in 360 Grade getbeilt, 
sondern die Nadel ist auch mit der Wi nd- 
rose belegt, einer Scheibe, die in 3) 
Hau ptwindriebt u ngen oder Strich« 
eingetheilt ist. 

Der Azimntbalcompafs der Schif- 
fer (s. d.) hat keine Windrose, und wird 
bei jedem beabsichtigten Gebrauch wi« 
die Bonssole auf ein StatiT gesetzt. Üi 
eben gedachten speciellen Einrichtungaa 
gehören in die Technik. 

CODpCDUtitn. Hierunter begreift man 
die C. oder Aufhebung Ton Fehiem, die 
bei dem Pendel durch Verlängerung und 
Verkürzung der Pendelstange nnd bei der 
Unruhe durch Aenderung der Spiralfeder- 
länge mit der Vermehrung und Vermin- 
derung der Lnft wärme entstehen, und 
wodurch die Uhr einen unregelmäfaigen 
aiao unrichtigen Gang hat. Vgl. Chro- 
nometer, Ton dem dieser Art. die Fort- 
setzung ist. 

In dem Art. Ausdehnung, pag. 194 n. 
198 hat man bei einer Temperaturände- 
rung Ton 0° bis 100° G. die Ausdehnung 
des Messinge durchschnittlicb 0,(XU9; die 
des Stahls durchschnittlich 0,0012. Die 
Längeuänderungen aind zwischen 0° und 
100° Ton Grad zu Grad ziemlich cmistant; 
Terbindet man daher Stahlstäbe mit Mea- 
aingstäben in dem Längen- Verhältnifs 
19:13, wie Fig. 303 angiebt, au wird der 
Fehler, der aus den Aenderungen der 
LulUemperatnr entspringt, compensirt. 

An dem Aufbängepunkt n ist der ho- 
rizontale Steg bb befestigt, zu beiden Sei- 
ten geben die beiden Stahlstäbe bc senk- 
recht herab, an den Stegen cd die Mes- 
singstäbe de in die Höhe, Ton deren oberen 
Steg te die Stahlstäbe [g wieder herab, 
Ton deren unteren Stegen gk die Messing- 
stäbe hk wieder hinauf, nnd endiieh Ton 
deren Steg kk der Eisenstab tm mit der 
Linse m wieder horab. 

Bei Temperatur-Aenderungen der Luft 
Terlängern sich die herab^ehenden Stäbe 
6c, fg, liH nach nuten, die hiuaufgehen- 


Digitized by Goo<^Ii 


CompeoMtion. 


39 


CompenMtion. 


Fig. 304. 



(ten Stäbe rfe hind AA nach oben, nnd 
deren Verkünnn(;en geschehen nach den 
oiit|reeencc.«elrton Richtungen Die sum- 
marische Länge dos Pendels, welche zur 
Aendorung kommt, ist mithin : 
bc — de + fg — hk + Im 
Die Aenderung, welche ein Eisenstab Ton 
der Länge I zwischen 0° und 100’ Tem- 
peratur-Cnterschied erleidet ist 0,0012x1; 
Dei 1 " Temperaturinderung = 0,000012 xl 
und bei t” Temperatur -Aenderung = 
0,000012x1 • 1. Bei einem Me.ssingstab sind 
diese Aenderungen 0,0019x1; 0,000019x1 
und 0,000019 xl-1. 

Soll also für eine Temperaturändorung 
1 eine voll.<tändige C. cintreten, so mub 
sein: 

0,000013 XI [be + fg + Im) 

= 0,000019 X / . (de + liä) 

oder reducirt: 

12-(tcJ-/3 i l,») = 19.(,le+ AA) 

Setzt man nun die Entfernung 
des Stegs bb von ee = x 
, . ee . kk = !/ 

- . 99 . ec - u 

des Linaenmittels m run cc = z 
die I,änge Ac = 1 
so ist d»=l~ X 

fg = l-x-u 
kk = l~x~ g-u 
Inisl — X — y-fs 
Nun fall also sein; 

12(31-2x-«-y + s)= 19(31-2x-y-u) 
woraus 

14x-f 7u-b7y+ 12s = 21 
Setzt man die Zwischenräume x=y = u, 
so hat man 

38x-b 13s = 31 
oder 14x+ 6s = 1 

Kur ein Secundenpendol in Berlin i.«t 
am ziemlich genau 3 ’ 3 ” preuls. Nimmt 


mau s = 3Zoll, die liühe des Aufhänge- 
punkts <1 über dem Steg A6 = 3Zull, so 
ist 1=3’ 2" - 6" = 2' 8" = 89" 

14 . X -p 18" = 32" 

woraus x= I Zoll, weicher Ton der Ober- 
kante des oberen bis zur Uberkaulo des 
unteren Stegs au nehmen isL 

Aus dieser Berechnung ist zu ersehen, 
dafs weniger als 3 niedergehende und 2 
aufsteigende Stäbe nicht genommen wer- 
den kuuneu, wenn vnllkonimene 0. ein- 
treten soll, weil die Zwischenräume x, y, 
u sonst gar nicht stattfiuden könnten. 

Nimmt man einen Stahl, dessen Aus- 
dehnungscoefdeieut = 0,0013 ist (pag. 195 
mebt Berthoud 0,001375) so würde auch 
bei der Fig. 303 gezeichneten Construction 
keine vollKommene C. möglich sein, denn 
man erhält aus der Bodingungsgleichung: 
13 (31-2x-u-y-t-s)=19(21-2x-y-«) 
entwickelt 

1+ 12x + 6y+ Gu + 13a = 0 
welches unmöglich ist. 

Für diesen Fall hätte man also 4 nie- 
dergehende und 3 aufsteigende .‘ttäbe, 
erstere Ton .Stahl, letztere Ton Messing 
zu constrniren. 

Die wie hier gezeichnet constrnirten 
Bendel heilsen der Gestalt wegen llost- 
pendel. 

Will man einfachere Pen- 
delstanpien constniiren, so 
mufs man ein Metall statt 
des Messings nehmen, wel- 
ches eine stärkere Ausdeh- 
nung hat. Aulserdem Blei, 
welches seiner Weichheit 
wegen nicht auzuwenden 
ist, hat unter allen Metal- 
len das Zink den gröfsten 
Ausdehnungs - Coeflicient, 
den man nach pag. 196 im 
Mittel = 0,00^ nehmen 
kann. 

Das einfachste Compen- 
sationspendel ist wohl Fig. 
.304 : ab und ef sind ei.serne 
.Stäbe, cd i.st ein Zinkstah. 
Bezeichnet inan die Länge 
af mit 1, cd mit A, so hat 
man die Bedingungsglei- 
chung für Tollstindigo C : 
12(1 -t- A) = 30A 


k = -;-l 

Für das Secundenpendcl 1 = 38 Zoll hat 
man A = 25) Zoll. 

2. Eine zweite C. geschieht mittelst 
Quecksilber nach Fig. 305; a ist der Auf- 
hsngepnnkt des Pendels, an der eisernen 
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Stange ah iat der eieerne 
Kähmen n/e/'befeetigtund 
I in diceem befindet »ich ein 
I (tlae velchee bia iA 
mit Querheilber gefüllt iat. 
Nahe derMitte p derQneck- 
I ailberhühe liegt d. Schwin- 
ingapunkt des Pendele 
I und die Peudellänge iet 
lap=:l. 

Die Ausdehnung des Ei- 
I eens geschieht von oben 
nach unten, die des Queck- 
> Silbers von unten nach 
oben, indem es in dem 
Gefäls aubteigt. Der Aus- 
dehnunge-Coefficient des Eisens ist im 
Mittel 0,00117 ; der des Quecksilbers 0,018; 
mithin hat man für Tollknmmeno C. 

117. 1= 1800 

woraus 

fk = ^lt =0,13-1 
' 900 

Beim Secundenpendel ist / = 38 Zoll, fulg- 
Ueh die Höhe fk des Quecksilbers 4,94 
beinahe b Zull, die Länge von a bis ef 
= 40; Zoll. 

Andere ('ompensatiunsweisen bei Pen- 
deln, durch Biegung von Federn, durch 
UebeUerk «erden hier üliergangen. 

3. Die C. bei Tasc henebronomotern ge- 
schieht ebenfalls auf rerschiedene Weise; 
das Princiu dabei ist ähnlich dem beim 
Pendel. Die Kraft der -Spirale j Fig. 998, 
welche die Unruhe in abwechselnde llin- 
und Herbewegung versetzt, muls mit dem 
Trägheitsmoment dos Sebw ungringes f in 

Fig. 307. 



sn vermehren, und dies geschieht nach 
Fig. 306, daia unabhängig von der Spiraleg 
Fig. 298 auf der Oberfläche oder einem Siege 
der Unruhe 2 Melallfedem in a, a bem- 
stigt «erden, die bei -Vermehrung der 
Wärme narb dem Mittelpunkt c hin sich 
krümmen, die an deren Endpunkten be- 
findlichen Gewichte p, p also dem Mit- 
telpunkt n näher führen, und somit das 
Trägheit. 'moment vermindern, während 
bei verminderter Wärme die Federn vom 
Mittelpunkt r sich entfernen, und das 
Trägheitsmoment vermehren. 

Die Ffderu sind nämlich ans Platten 
gewallt, die aus 2 verai-hiedeurn Metal- 
leu 1 B. aus -Stahl- und Messing- oder 
aus Platin- und Gold|dattcu susammen- 
gelütbet .sind, und während des Walsens 
bis zur äubersten Schwäche immer aus 
2 verschiedenen Metallblättrhen bestehen 
bleiben. Nun werden Streifen in der er- 
forderlichen I-ängeap in der Art gekrümmt, 
dafi) das Metall der grülseren Ausdehnungs- 
fähigkeit, also Me.ssing luler Gold die con- 
vexe Seite, das Metall der geringeren 
Ausdehnung, also Stahl oder Platin, aber 
die concave Seite bildet. 

Bei vermehrter Luftwürme dehnt sich 
also die convexe Seite der Feder mehr 
aus als die concave, und das convex lie- 

S endo Metall veranlalst damit gewaltsam 
ie grübero Verkrümmung der Feder, 
«ährend bei verminderter Luftwärme das 
convex liegende Metall sich stärker lu- 
sammenzieht ab das concav befindliche, 
unddio Verflachung derFoder hervorbringt. 
Eine zweite Compensationsweise ge.-rhieht 
«io beim Pendel mit Quecksilber und nach 
demselben Princip der Verminderung oder 
Vermehrung des Trägheitsmoments wie 
bei der erst ge(bchten 0. nach Fig. 307. 
A ist der Steg; K, K sind 9 Cspillaritäts- 
röhren, in welchen das Quecksilber bei 
vermehrter Luftwürme nach dem Mittel- 


Fig. .308. 


i minz bestimmten Vcrhältnifs sein; 
(lies constant, sn bleiben auch die 


einem 
bleibt 

Schwingungen gleichzeitig. Bei Vcrlän- 

S orniig und Verküming der Sjiiralo g 
urch Wärme-Einflul's winl die kraft ge- 
ringer und grüfser. Ini ersten Fall ut 
abo das Trägheitsmomeiit des Schwung- 
ringes f zu vermindern , im zweiten Fall 
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S ankt der Unruhe hin sich aasdehnt, and 
eren Trägheitsmoment vermindert, vro- 
gegen es bei verminderter Luftwärme sich 
zusammenzieht, von dem Mittelpunkt sich 
entfernt und das Moment vermehrt. 

Man kann diese C. mit der ersteren 
verbinden, dann sind li, R Corapensations- 
streifen aus 2 Metallen wie Fig. 306, 

Ü Gewichte, um die primitive C., die 
hauptsächliche zu bewirken; h\ F Ver- 
bindungen zwischen R und E, und C 
Stellschrauben für die Federn B. 

Complement ist Ergänzung, nämlich 
eines Thcils zu einem Ganzen. Eine 
Grofse, der man ein C. beilegt, wird also 
als ein Theil eines Ganzen betrachtet, 
von dem das C. der ergänzende zweite 
Theil ist. So z. B. versteht man unter 
C. eines ächten Bruchs dessen Ergänzung 
zur Einheit (4 ist das C. von 4). Der 
Art.: Arithmetisches C. eines Logarith- 
mus giebt über dieses C. genauere Auskunft. 

C. eines Winkels ist dessen Ergänzung 
za einem Rechten, das C. eines Kreis- 
bogens dessen Ergänzung zum Quadran- 
ten, so dals deren C. positiv und negativ 
sein können: Bugen oder Z. 30° hat das 
C. = 60°; Bogen oder ^ 100° hat das C. 
= — 10°. Polhöhe und Aequatorhöhe sind 
gegenseitig Complemente. Die Ergänzung 
eines W'iiikels zu 180°:= 2 Rechten und 
eines Bogens zum Halbkreise heifst Su- 
ple me nt. 

Complex s. v. w. Aggregat, eine aus 
mehreren Gliedern bestehende ö» Theilen 
durch die Vorzeichen + und — verbundene) 
Zahlengröfse als: x — y + *. 

ComplexlOD. Die Zusammenstellung 
mehrerer einfacher Zahlengröfsen (Ele- 
mente), ist also 8. v. w, Combination, 
jedoch mit Ausnahme der Unionen. 

Concavgiäser, Hohlgläser, sind Gläser 
mit Oberflächen, wel^e in Form eines 
Theils einer hohlen Kugeloberfläche aus- 
geschlilfen sind. Sind beide Oberflächen 
eines Glases hohl, so heifst das Glas 
concav-conca v oder biconenv; eine 
Anwendung davon s. d. Art.: Brille für 
die Ferne. Ist eine der beiden Oberflä- 
chen eben, die andere hohl, so hebst das 
Glas planconcav. Ist eine Oberfläche 
erhaben, die andere hohl, .s«i heifst das 
Glas convex - concav oder concav- 
convex. Die plancuncaven Gläser zer- 
streuen die Licht.strahlcn, wie die bicon- 
caven es thiin; die Wirkung «ler convex- 
concaven Glasers. im Art.: Breniiglas No. 5. 

ConcODtrlsch heifscu Kreise, die in 
derselben Ebene liegen, und einerlei Mit- 
telpunkt haben. 

oODChllde, Mnschellinie, muls geschrie- 
ben: Konchöide, von die Muschel. 


Concreto GrOlhe od. continuirliche Gröfse 
s. V. w. Raumgröfse, vgl. collective Gröfse. 

Concrete Zähl s. v. w. benannte Zahl. 

GODfignratlonen sind im Allgemeinen 
s. v. w. Aspecten (s. d.), im engeren 
Sinne das jedesmalige Bild, welches ir- 
gend eine Stellung eines Planeten mit 
seinen Trabanten wie z. B. Jupiter mit 
seinen 4 Monden dem Beschauer gewährt; 
indem einige der Monde bald in Con- 
junction , bald in Opposition, andere in 
Quadraturen, diese verfinstert, jene er- 
hellt erscheinen. Denkt inan sich die 
Bilder vom Jupiter aus gesehen, so hat 
man jovicentrische , von der Erde aus 
geocentrische C. 

Coofocale Kegelschnitte heifsen Ke- 
gelschnitte, die einen gemeinschaftlichen 
Brennpunkt haben. Fig. 188, pag. 296 
giebt ein Beispiel von Kreis, Ellipse, Pa- 
rabel, Hyperbel, die sämnitlichconfocal sind. 

Congment bst das, was mit einander 
übereinstimmt, in der Geometrie, was in 
Form und Gröfse übereiustimmt. Zwei 
Raumgröfsen sind congruent (i^), wenn 
beide vollkommen übereinstimmend sind, 
so also, dafs eine für die andere genommen 
werden kann, ln der Planimetrie ist daher 
auch Congruenz gleichbedeutend mit dem 
Begritf: Deckung. Z. B. Kreise von 
leichen Halbmessern decken sich (sind a), 
. h. man kann beide Kreise so auf ein- 
ander legen, dafs sie mit ihren Umfängen 
nur einen Umfang bilden. 

Die wichtigsten Sätze in der Elementar- 
Geometrie sind die von der ConCTuenz 
der Dreiecke (s. d. folg. Art.). In der 
Stereometrie kann man Congruenz nur 
dann mit Deckung bezeichnen, wenn man 
unter dieser die Möglichkeit versteht, die 
Flächen und die Körper so in einander 
zu schieben, dafs bei ersteren und bei 
letzteren die Begrenzungen in allen Punk- 
ten zusammenfallen. 

Würfel sind ^ wenn .sie gleiche Seiten 
haben, alle Kugeln von gleichen Halb- 
messern .«ind öj‘, normale Cylinder und 
Kegel sind >V, wenn sie gleiche Grund- 
kroise und gleiche Höhen naben u. s. w. 

Congruenz der Dreiecke. Diese findet 
natürlich nur statt, wenn jetio der 3 Sei- 
ten des einen Dreiecks einer der 3 Seiten 
des anderen gleich b'*t, und wenn die in 
beiden Dreieexen gleichliegenden Winkel 
einzeln einander gleich sind. Wie dies 
z. B. bei den Dreiecken ARC und UEF 
Fig. 153, pag. 263 der Fall ist. Um nun 
die C. zweier Dreiecke zu erfahren, soll 
man nicht nölhig haben, alle die genann- 
ten 6 Stücke der Dreiecke einzeln mit 
einander zu vergleichen, und die Geome- 
trie lehrt, dafs man nur die Gleichheit 
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dreier Störke in («eien Dreiecken ra ken- 
nen nölhig hat, um danns die Gleichheit 
der übrieen 3 i'lörke nnd die Congrneiii 
der beiden Dreiecke xn folgern. Wie 
überhanpt die Klenientargenmelrie in ih- 
ren Lebreätien überall die .Aufgabe lö>t, 
ans der Beschaflenhett und dem Zusam- 
menhang einxelner Kaamgröfsen die Be- 
schaflenheit nnd die Art des Znsammen- 
hangs anderer mit jenen lusammonhan- 
genden Kaumgröfsen zu finden. 

So viele verschiedene 3 Stücke nun in 
3 Dreiecken als gleich gegeben sein kön- 
nen, aus «eichen die (.'. der [Ireiecke 
hervurgeht, so viele Sätze (Lehrsätze) 
über die C. der Dreiecke giebt es. 

Die als gleich zu gebenden 3 Stücke 
sind nun: 

1. drei Seiten, 

3. z«ei Seiten nnd ein Winkel, 

3. eine Seite nnd zwei Winkel, 

4. drei Winkel. 

Diese 4 Kestimmungsfälle sind aber nicht 
alle geeignet, anf die C. der Dreiecke zu 
schliefsen; unmittelbar ist es nur der 
erste Fall. Wenn nämlkh in 3 Dreiecken 
3 Seiten des einen den 3 Seiten des an- 
deren Dreiecks einzeln gleich sind, so 
sind die Dreiecke fs. 

Der zweite Bestimmungslall; .Zwei Sei- 
ten nnd ein Winkel * schliefst in Bezie- 
hung auf die Lage des genbenen Win- 
kels 3 Fälle in sich: Entweder der Winkel 
wird von beiden Seiten eingeschlossen, 
oder er liert einer von beiden Seiten ge- 
genüber. Ini ersten Fall sind die Drei- 
ecke ee. Wenn nämlich in 3 Dreiecken 
3 Seiten des einen zweien Seilen des an- 
deren Dreiecks einzeln einander gleich 
sind, nnd die von beiden Seiten einge- 
srhlossenen Winkel in beiden Dreiecken 
sind einandergleich, so sind die Dreiecke s>. 

Der (weite Fall dagegen läfst Dreiecke 
zu, die nicht tu sind. Beschreibt man 

Fig. 309. 


Dati in diesem Falle 3 verachiedsae Drei- 
ecke möglich sind, liegt oSenbar dann, 
dafs die Seite AB, die dem gegebenen 
Z. 4' gegenüber liegt, kleiner ist als di« 
gegelaene zweite dem Z anliegende Seite 
AC. Denn «inl im A ABC mit den Sei- 
ten AB und AC der Z B gegeben, wel- 
cher der grüfseren Seite ÄC gegennher 
liegt, so schneidet der Kreisbogen, der 
aus .4 mit AC beschrieben wird, die Seita 
BC erst in deren Verlängerung BK, and 
es entsteht das i^ABE, m welchem zwar 
AB = AB, AK = AC, aber Z ABB das 
Suplement von Z ABC ist, so dafs beide 
Dreiecke ABC und ABK nicht einerlei 
Winkel zn Hestimmnngsstücken haben. 

Demnach erleidet dieser zweite Fall eine 
Einschränkung, und 3 Dreiecke sind oi, 
wenn 3 Seiten des einen zweien Seiten 
des anderen Dreiecks einzeln einander 
gleich sind, nnd wenn dis der grüfseren 



nämlich ans .4 mit AB den Kreisbogen 
BD, zieht AI), so hat man in den beiden 
verschiedenen, also nicht congrnen- 
ten Dreiecken ABC nnd ADCi 


AB = AI) 
AC = AC 
ZC:nZC 


von beiden gembenen Seiten gegenüber- 
liegenden Winzel einander gleich sind. 

Der dritte Bestimniungzfall : .eine Seit« 
nnd zwei Winkel* bedarf der Einschrän- 
kung, dafs die gleichen Winkel einerlei 
Lage gegen di« ngebene Seito haben 
müssen; die Dreiecke sind also nur dann 
ej, entweder wenn beide gegebene Win- 
kel der gegebenen Seit« anliegen, oder 
wenn einer derselben der Seite gegenüber 
liegt, dafs der anliegende Winkel dem 
anliegenden und der gegenüberliegend« 
Winkel dem gegenüberliegenden in beiden 
Dreiecken gleich ist. Denn nimmt man 
in dem ö ABC von B ans den Z ABI) 
= Z ACB = tr, so hat man in den beiden 
nicht congruenten Dreiecken AMI) 

AB^AB 
Z.CAB = Z DAß 
Z ACH = Z ABI) 

In dem A ABC ist n der Seite AB ge- 
genüberliegend in dem A ABO ist n der 
Seite AB anliegend. 

Der vierte Bestimmungsfall; .Drei Wiw- 
kel gleich* giebt nur ähnliche Dreiecke, 
wie ^ ABC CO ^abc, in welchen, wenn 
A«öc nach die verlegt wird, ic+ÄCisL 

Die 3 Bestimmungsstücke, unter wet- 

Fig. 310. 
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eben jedesmal congruente Dreiecke her- 
Torgeben, aind demnach: 

1. drei Seiten, 

2. zwei Seiten und der von diesen ein- 
geacblussene Winkel, 

3. zwrei Seiten und der der CTnrseren 
Ton beiden gegenüberlieeendeW'inkel 

4. eine Seite und zwei gleicbliegende 
Winkel. 

Und man bat also ancb 4 Lehrsätze über 
die C. der Dreiecke. 

Die Klementargeometrie gestattet nicht 
in der systematisch auf einander folgen- 
den Entwickelung und Erkenntnifs ihrer 
Wahrheiten die Sätze über die C. der 
Dreiecke in der obigen Ordnung und un- 
mittelbar auf einander folgend. In dem 
uns bekannten ältesten Lehrbuch der 
Geometrie, im Euklid, bilden die hier 
unter No. 2 anfgeföhrten Bestimmungs- 
stücke den ersten Lehrsatz (Satz 4) und 
zugleich den ersten Satz über die 0 . der 
Dreiecke; in dem Art.; .Axioiu* ist der- 
selbe pag. 263 mit Fig. 153 nach Euklid 
erwiesen. 

Nachdem nun Euklid nach .Satz 5 und 
6 über die Gleichheit der Winkel an iler 
Grundlinie eines ^eichschenkligen Drei- 
ecks in Satz 7 erwiesen hat, dafs wenn 
Über einer geraden Linie AB Ton deren 
End]>nnkten A, B aus zwei gerade Linien 
AC, HC in einem Funkt C ziisammen- 
laufen , zwei andere gerade Linien A fl, 
flfl nicht in einem anderen Funkt fl zu- 
sammenlaufen können, wenn AD — AC 
und zugleich HD= HC ist, giebt Salz 8 
als nothwendige Folge Ton Satz 7 den 
zweiten Lehrsatz über die C. der Dreiecke 
mit den hier No. 1 aufgeführten Bestim- 
mungaetücken; 3 Seiten in beiden Drei- 
ecken einzeln gleich. 

Mau beweist diesen Lehrsatz auch un- 
mittelbu ans Euklid, Satz 5 und 6 wie 
folgt: Wenn nämlich 

AB= DE 
AC = DF 
BC = EF 

so lege A EDF. mit der Seite DE an die 
ihr gleiche Alt, so dafs AF=AC, HF 
= BC, ziehe CF, dann sind die Dreiecke 
CAF und CBF gleichschenklig, daher 


ACF=zAFC 
^ BCFjz Z. BFC 
daraus Z -iCB = Z .dFB 
in den Dreiecken ACB und AFB sind nun 
zwei Seiten, und die von ihnen einge- 
schlossenen Winkel gleich, die Dreiecke 
also, nach Euklid Satz 4, 
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Erst nach einer Reihe von II Lehr- 
sätzen nebst 6 Anfgalien kommt in Satz 
26 der dritte Satz über die C. der Drei- 
ecke unter ilen hier No. 4 anfgeführteu 
Bedingungen: .Eine Seite und zwei Win- 
kel gleich,“ der in 2 Theile getheilt ist, 

1) wenn die Seile beiden Winkeln und 

2) wenn die Seite nur einem Winkel 
anliegt. Die Beweise sind folgende; 

1. ln beiden Dreiecken CAB, FDE 
sind gegeben 

AB = DE 
Z CAB = Z POE 
z CBA = Z PPD- 

Nimmt man nun an .IC nicht = DF, so 
mufs AC entweder grüfser oder kleiner 
sein als DF-, ist AC> DF, so ist irgend 


Fig 313. 



eine Linie AU, die < als AC ist, = DF, 
zieht man dann OB, so ist in den beiden 
Dreiecken GAB, FDE 

AB = DE 
AG= DF 

_Z OA B SS z FDE 

folgt GAB IS A FDE nach Satz 4 

hieraus Z CBA = Z FF D 
Vorausgesetzt ist aber 

Z CBA = Z PFD 
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folglich /_ GBA = ^ CBA 
welches nntnöglich ist. 

Bei der Annahme, dafs AC<DF, würde 
eine Linie 

.4//( -.40= sein; 
dann erhält man durch gleiche Schläs.se 
ZABII = ZÄBC 

welches wiederum unmöglich ist, daher ist 
AC= DF 
und nach Satz 4 

A VAB ns A fde 

2. ln den Dreiecken CAB und FDE 
sind gegeben: 

AC = DF 
Z CAB = Z f’ GF 
Z CBA = Z 

Nimmt man an, AB sei nicht gleich 
DE, so sei AJ{<AB)—DE, ziehe CJ, 
so ist nach Satz 4: 

A CAJ ^ A FDE 
also Z CJA = Z FED 

also auch Z CJA = Z CBA 
welche.s unmöglich ist, da Satz 16 be- 
weist, dafs ein Aufsenwinkel gröfser ist, 
als der innere ihm gegenüber liegende 
Winkel. 

Setzt man AB < DE, so würde 
AJ\> AB)= DE 

sein und Z CBA der Aufsenwinkel ton 
▼on CJ’A werden. Es kann mithin nur 
AB = DE sein, und dann ist nach Satz 4 : 
A CAB M A FDE. 

Der erste Theil des Lehrsatzes beruht 
auf keinem späteren Lehrsätze als auf 
Satz 4, und hätte daher Satz 5 sein kön- 
nen, wenn Euklid nicht Torgezogen hätte, 
beide Theile zu einem Satz zu vereinigen, 
wie es auch die späteren Lehrbücher thun. 
Dafs der Satz nicht unmittelbar dem 16. 
Satz folgt, auf den allein der Beweis sich 
beruft, liegt wohl darin, dafs die dem 
Satz 16 folgenden Sätze dem Satz über 
die Aufsenwinkel sich näher anschlie.ssen. 

Den 4. Satz: „Dreiecke .sind 9t, wenn 
in ihnen zwei Seiten und der der gröfse- 
ren von beiden gegenüberliegende Winkel 
einzeln gleich sind“ hat Euklid nicht auf- 
gestellt. 

Der Beweis wird geführt, nachdem die 



Sätze Torang^gangen.filnd: 1. In jedem 
A steht dec gröCseren Seite der gröfsere 
Winket gegenüber (Euklid, Satz 18) und 
‘2. ln einem Aiet der AuCsenwiskel nö&er 
als jeder der beiden ihm g^nüoerlie- 
genden inneren Winkel (EuBia, Satz 16} 
nämlich : 

ln den beiden Dreiecken ACB und 
DFE f^ei 

AC = DF 

AB = DE>{AC = DF) 

Z ACB = Z GFE 

Lege A BFE auf Ä ACB, so dafs D 
auf .1, F auf C fällt, .so fallt FE in dio 
Uichlung f’ß. Ist nun CB .> FE, so fällt 
E innerhalb CB, etwa in 6'; ziehe AG, 
dann ist: 

A ACG A; A BFE nach Satz 4 
daher AG = DE t 

aber auch AB =J)E 

daher AG = .iB 

folglich Z^ß = Z~A AiV;'Satz 5. 

Nun ist Z ACB > Z ABC nach Satz 18, 
folglich auch ,/ ACB > Z AGB 
welches nach Satz 16 unmöglich ist. 

Auf gleichen Widerspruch kommt man 
bei der Annahme, dafs CB < FE, wo dann 
E in die Verlängerung von CB, etwa in 
II fällt. 

Gonjogirt (verbunden) oder coordi- 
nirt (zugeordnet) heifsen in der Geome- 
trie Punkte und Linien, welche zu einer 
gowkssen gegenseitigen Abhängigkeit mit 
einander verbinulon sind oder in gewisser 
Beziehung zu einander gehören und ein- 
ander zugeordnet werden (s. die folg. Art.) 

Conjagirte Axe. l. Bei der Ellipse 
heifst die kleine Axe oder Nebenaxe {DE 
Fig. 314) zugleich die c. A. (zur grofsen 
Axe oder Hauptaxe AB). Diese c. A. ist 
die mittlere geometrische Proportionale 



zwischen der grofsen Axe und dem Pa- 
rameter; man kann aber eben so gut er- 
klären : der Parameter ist diejenige Linie, 
welche die dritte geometrische Proportio- 


Conjngirte Axe. 
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ntle rwiscben der kleinen Axe nnd der 
groben Axe ist. Die erste Krklärung ist 
angemessen , wenn die rechtwinklige Co- 
ordinatengleichang durch die grolse Axe 
(o) nnd den Paraiueter (/>) gegel)en ist; 
die zweite, wenn sie durch die grofse 
Axe (o) und die kleine Axe (c) gegeben 
ist. Man hat nämlich für die Ellip.se 


Dod 




woraus zu ersehen, dafs c* = 
und 


7 


>‘=r 


2. Bei der Hyperbel nennt mau eben 
so die Nebenaxe oder Zwerchaxe zugleich 
c. A. in Beziehung auf die Hauptaxo (vgl. 
conjugirte Hyperbel), und sie ist die mitt- 
lere geometrische Proportionale zwischen 


Fig. 316. 

r 

• 





a 



• ; 

-! ^ 




0 / 



der Hauptaxo und dem Parameter, wio 
man auch den Parameter als die dritte 
Proportionale zwischen der Hanptaxe nnd 
der c. A. feststellen kann. Es sei BAU 
das Stück einer Hyperbel, A der Scheitel, 
CE durch A die Axe der Hyperbel, näm- 
lich die auf dem Curvenelement A im 
Scheitel normal hetindliche Linie. 

Bezeichnet man mit A' den Scheitel 
der zweiten Hyperbel, welche mit der 
Hyperbel BAD in einerlei Ebene durch 
den über die Spitze hinaus verlängerten 
Kegel gebildet wird, so sei C die Mitte 
zwischen A' und A, also der Mitteh)unkt 
beider Hyperbeln ; A’A = ‘JCA die Haupt- 
axe (rt). Es seien ferner CH und CP 
die beiden Asymptoten der Hyperliel, 
NP durch A auf CA normal, so ist NP 
die Zwerchaxe oder die c. A. (c). Bezeich- 
’net man nun wieder den Parameter mit 
p, so hat man für rechtwinklige Coor- 
dinaten (wie AK=x und BK = y) 


und 




y* = (.ax -f X*) 
it* 

woraus wie bei der Ellipse 

= ap 

c* 


und 




CODjogirte Darchmesser. Unter Durch- 
messer einer Curve versteht man jede 
gerade Linie, die als Abscisse genommen 
zu beiden Seiten in gerader Linie gleiche 
mit einander parallele Ordinaten zuläfst. 
Es ist mithin jede Axe zugleich Durch- 
me.sser wie AÄ, Kig. 314, in der Ellipse, 
und AE, Fig. 316, in der Hyperbel, wo 
die gleichen Ordinaten rechtwinklig sind, 
und auch bei der Parabel und dem Kreise 
findet dies statt. Beim Kreise ist jeder 
beliebige Durchmesser zugleich Axe, und 


die gleichen Ordinaten sind rechtwinklig 
dagegen hat die Parabel 
keinen anderen Durclimesser als die Axe 


auf derselben, 



aufzuweisen, wohl aber die Ellipse und 
die Hyperbel, bei welchen jede durch 
den Mittelpunkt gezogene gerade Linie 
ein Durchmesser ist, wie FG durch C, 
Fig. 314, CJ durch C Fig. 316. 

Aufser den Axen bei der Ellipse und 
der Hyperbel gehören zu allen übrigen 
Durchmessern schiefwinklige Ordinaten. 

I 2. Um bei der Ellipse, Fig. 314, für 
einen beliebigen Durchmesser HJ den 
Winkel zu finden, unter welchem die 
Ordinaten zu beiden Seiten gleich grofs 
' sind, construirc die mit HJ parallele 
Tangente FT, ziehe durch den Berüh- 
rungspunkt F den Durchmesser FG 
durch V, so ist z. FCB der gesuchte 
Coordinatenwinkel ; alle mit FG parallele 
Chorden oder Doppolordinaten wie KM 
werden von dem Durchmesser HJ halbirt. 
Desgleichen halbirt der Durchmesser FG 
alle Chorden, die mit dem Durchmesser 
HJ 4^ sind, wie z. B. OK = OL, und HJ, 
FG sind conjugirte Durchmesser. 

3. Die Construction einer Tangente 4 - 
einom gegebenen Durchmesser ge.schieht 
aber einfach aus folgender Betrachtung: 
In dem Art.: „Berührende gerade Linie, 
Beispiel 2, Ellipse“ pag. 341 mit Fig. 210 
hat man rechts, Z. 13 v. u. 

/y(ZÄTD) = i^=^l.— 

* n* y 

wo a und c die halben Axen bezeichnen. 

Fällt man Fig. 314 das Loth FN auf 
AB, so ist hier zu .setzen ^ FTC = a für 
Z BTD, und es ist feruer 
FN = y, TN-$ 
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DC=c-, BC = a; CN — a — x 
Nun ist aber auch Z FC!\i x. ß gesetzt: 
CN n — x 


cot ß = 


T)a nun 


so ist 


Ign 


F\ 

c* a —X 


y 


oder c* cot ß x tg a 

Da nun Z « in Z HCA gegeben ist, 
so läTst sich Z FCIi = ß folgeiidennarsea 
oonstruiren. 

Ist Fig. 316, wie in Fig. 314, ACxa, 
Cüxc, HJ der gegebene Durchmesser, 
«Iso z UCA = n , so errichte das Loth 
AO bi« in die Verlängerung von CH, 
siehe DA, OEA^AC, EK+ DA, ziehe 
DK und CF 4- DK so ist Z FCB = ß, F 
der Berührungspunkt der zu zeichnenden 
Tangente und FT 4= HJ die Tangente 
«elhst. Demi es ist, wenn man noco/tN 
zieht : 

CttCFD = AC X AO X a • a ig tt X a* lg a 
folglich At'/IO = ^n’ (j n 

Fig. 317. 



Da nun KE i A l> 
seist C^DKC X (^EAC x^a^- Ign 
Es ist aber auch 

/sDKc X 4 nc • KC = 4 c . KC 

folglich i.st a*-lg n xC’ KC 
Nach der Formed ist aber 
n^. lg fix c* • cot ß 
folglich ist KC xc cot ß 
nnd hieraus Z DKC = ß 
folglich, da FC 4" DK 

Z FCH X ß 

4. Ist in der Hyperbel, Fig. 315, CJ 
durch F ein beliebiger Durchmesser und 
man zeichnet die Tangente HG in F, so 
werden alle mit HG parallele Chorden 
oder Doppelordinalen wie BH durch CJ 
halbirt. es ist also BNxHN. Sind CH 
nnd CP die beiden Asymptoten der Hy- 
perbel, so heifsen CF und HG die con- 
jngirtcii Dnrchnie.sser, wie (s. den vor. 
Art.) CA und NP die conjugirten .«^en. 
Die Constrnction der Tangente an einem 


lg FTO X Iga : 


gegebenen Punkt der Hyperbel ist in dem 
Art.: „Berührende gerade Linie* pag. 
343 mit Fig. 313 und 313 gezeigt. B^ 
zeichnet man in Fig. 315 den Z FTO, 
den die Tangente mit der Axe bildet mit 
a so ist nach pag. 343 

p g-l-J 

3fl' y 

wo p den Parameter und 3n die Hanpt- 
axe bedeutet. Dieser Bezeichnung nach 
ist Fig. 315 der Halbmesser C.4 a und 
setzt man demgemifs ANx e so hat man, 
da nach No. 3 

NF*x2AC-p 
4c* x2a-p 
3c* 

woraus px — 

a 

Diesen Werth in den Ansdruck für 
lg a gesetzt, giebt 

c* a + X 
lg ttx — . 

Nun ist Fig. 315 für den Punkt Fi 
CO X tt ß- X 
FOxy 

nnd bezeichnet man den Z FCO, den der 
Dnrebmesser durch F mit der Axe CE 
bildet, mit ß, so ist 

CO lg ßx FO 


oder 


(« -b x) I ; ßxy 


a ß X 


X cot ß 


mithin ist auch hier wie ad 3 bei der 
Elliiise 

= ^ ly ß 

und man kann bei der Hyperbel die Tan- 
gente nie bei der Ellipse in Beziehung auf 
einerlei Formel constrniren. 

Coiijiigirte Hyperbeln sind diejenigen 
Hyperbeln, welche in einerlei El>ene lie- 
gen und dieselben conjugiiteu Axen ha- 
bi'ii, so aber, dafs die Haiiptaxe der einen 
die Nebenaxo der anderen Hyperliel ist. 
Errichtet man, Fig. 315, das Loth CQ 
auf der Hauptaxe CE, zieht NQ^CE, so 
ist (> der Scheitel der Hyperbel, welche 
der Hyperbel BAD conjugirt ist. 

Hieraus ist zugleich ersichtlich, weshalb 
bei der Hyperbel die Hauptaxe nicht grofse 
Axe, und die Nebenaxe nicht kleine Axe 

S eiiannt werden kann, weil es nämlich 
[yperbeln giebt, bei welchen die Nebeu- 
axe grüiser ist, als die Hauptaxe. 

3. Die in dem Art.: „coiyugirte Axe* 
No. 3 aufgeführten rechtwinkligen Coor- 
dinateugleicbungen für die Hyperbel sind 

»’='’('+ r) 
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und = — t (•* + r*) 

rt* 

In diesen beiden Gleicbungen bat man 
nur a mit c zu vertauschen, um die Gtei* 
cbungeii für die c. 11. zu erhalten. lUese 
sind also: 

o’ . 

■KO p, = — ist 

e 

und y,* = — , (m + x>) 

In den Torstebenden Gleicbungen sind 
a und e die ganten Axen. 

3. Bezeichnet man die ganze Haupt- 
aie (wie es bänbg gesebiebt) mit 2o, die 
Mebenaxe mit 2r, so bat man 

y* = -^ {‘2flx + *») 

Nimmt man die AbscUsen nicht vom 
Scheitel aus, sondern als Anfangspunkt 
derselben den gemeinscballlichen Mittel- 
punkt C, Fig. 314, bezeichnet diese mit u 
so ist « = a -i- X 

also x — u — a 

Diesen Werth in die Coordinatenglei- 
chung gesetzt, giebt 

j’ = [2o (u - o) -i- (u - o)^ 

woraus 

e nnd n mit einander vertauscht, giebt 
die Gleichung für die c. H. 



Die Asymptoten beider c. II. schneiden 
sich in dem gemeinscbafllichen Hittel- 
pnnkt C. In dem Art.: .Asymptote,“ 
pag. 159, Beispiel 3 ist die Gleichung für 
die Hyperbel in allgemeiner Form anf- 
geatellt: 

y* =: ox -b fcjf* 

nnd If n, nämlich die Tangente des Win- 
kels, den die Asymptote mit der Ilaiipt- 
axe bildet (Z KCA Fig. 314), ist = y'6 ge- 
funden wonlen. 

Verwandelt man die obige Qleichnng 
in No. 3 

y’ = -^ (2ax + X*) 

in die Form der Gleichung y' = axb5x', 
lo bat man 



c 

nnd es ist jenes b = — , und ji = — 

n’ o 

mithin /jn=-^, wie Fig. 314 bildlich 
darstellt. 

Vertauscht man nnn c nnd a, so wird 
die Tangente des Winkels, den die Asymp- 
tote mit der eopjugirten Axe r bildet: 
a 

lg ttt — — 

' e 

Da nun n und n, (Z.NCA n. ^NCQ 
Fig. 314) Compleiiients- Winkel sind, so 
haben beide c. il. dieselben Asymptoten. 
Von den 4 Hyperbeln A, B, C, V Fig. 316 


Fig. 318. 



sind A und B, so wie C und U Ergän- 
zuugs-Hypeibeln oder entgegengesetzte 
Hyperbeln; Je 2 derselben gehören zu 
einerlei Kegel, nnd Jedes Haar derselben 
ist mit dem anderen Haar conjugirt. 

Co^unction, Zosammenkonft (Kalen- 
derzeichen (;5) eines Gestirns mit der Sonne 
ist dessen .Stand gegen die Sonne in Be- 
ziehung auf den der Erde, alle 3 Welt- 
körper in einerlei Ebene gedacht, und 
von der Erde aus hetraelitet in der Art, 
dafs das Gestirn mit der Sonne nach der- 
selben IGchtung steht; das Gestirn hat 
also mit der Sonne einerlei Länge, nnd 
wenn beide mit der Erde in wirklich 
einerlei Ebene sich betliidoii, auch einerlei 
Abweichung (s. Aspecton). 

Der Gegemsatz von C. ist Opposition, 
Gegenschein (KalcmicrzeichenjP) eines 
Gestirns mit der Sonne, wenn nämlich 
beide Wcltkörper von der Erde ans ge- 
sehen, nach entgegengesetzten Richtun- 
gen stehen; beider Länge ist dann um 
180® verschieden. Liegen beide Welt- 
kör|)cr mit der Erde in wirklich einerlei 
Ebene, so haben i>eidc gleiche .ober ent- 
ensetzte Abweichungen. 

II Fig. 317 bedeutet S die Sonne, E die 
Erde, K den Merknr, H die Venns, H den 
Mars; die Kreise stellen deren Hahnen vor. 
Merknr nnd Venns sind die einzigen unte- 
ren Hlaneten (deren Bahnen von der 
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der Krde eingcsclilosspii «erden), und inan 
ersieht, dafs diese keine Opposition son- 
dern nur C. haben können. Stehen Mer- 
kur und Venus in K und V, also iwi- 
schen Sonne und Krde, der Erde am 
nächsten, so heifst deren C. untere 
Conjunction, stehen sie in K’nnd V, 
so dafs zwischen ihnen und der Erde die 
Sonne steht, sind sie der Erde am fern- 
sten, so heifst deren C. obere Con- 
j u nction. 

Mars, der nächste der oberen Planeten 
(von deren Bahnen die Erdbahn einge- 
srhlossen *ird), hat wie alle oberen l'la- 
neten C. und Opjmsitinn, in U’ nämlich 
in itf Oppo-iliiin. 

• Die Beobachtungen der 0. und Oppo- 
sitionen der Oestiriie giebt nninitteibar 
Au.sknnft über deren llinlaufszeiten nm 
die .Sonne. Merkur z. B. kommt alle 1 16 
Tage mit der Sonne in untere C.; gesetzt 
in diesen 116 Tagen wäre die Erde von 
E nach E" gekommen, .so bat Merkurin 
derselben Zeit den ganzen Emlauf um 
die Sonne und dazu noch den Bogeu A A" 
beschrieben. Setzt man die l'mlaufszeit 
der Erde 365 Tage, so hat die Erde in 
116 Tagen J)* 360" = 1 Hl“ zurückgelegt; 
Merkur aber 360“ -f 114{° = 474^ j die 
Umlaufszeit des Merkur i.st also 

47 * 4 '“'' = ** 

Steht 3er Mond in C., so ist Neu- 
mond, steht er in Opposition, so ist 
V 0 1 i m 0 n d. 

Die Mitte des Bogens zwischen C. und 
Opposition (90“ oder 270“ von der Krde 
entfernt) heilst Quadratur (s. Aspecten] 
und zwar die, in «eiche das Gestirn aus 
derC. tritt, die erste Quadratur, und 
die, in welche das Gestirn von der Op- 

S ositiun her kainiut, die zweite Qua- 
r a t u r. 

CamerTattOUbrillen werden als solche 
in Brillen mit Plangläserii von Händlern 
aiigeiiriesen , angeblich indem sie durch 
Brechung der Lichtstrahlen dem Aum 
uüUlich seien; sie gewähren aber hücu- 


atena Schutz vor dem Staub. Anders ist 
es mit dunkelfarbigen Gläsern, welche 
Aerzte leidenden Augen empfehlen, da- 
mit das Licht milder und weniger reizbar 
ins Auge trete. 

Conttans, Constaote, eine unverän- 
derliche, eine beständige Orüfse, 
spielt in der Integralrechnung eine wich- 
tige Rolle, und wird in der Kegel mit 
C, auch mit C, A', K' n. a. w. ^zeich- 
net, wenn mehrere verschiedene Constan- 
ten in derselben Rechnung Vorkommen, 
wie in dem Art; .Bahn der Weltkörper* 
pag. 289. 

Die beiden Knnetionen ax und ax + t 
haben dasselbe Differenzial a, mithin ist 
/“ = nx uud auch = -{• h. Beide lot«> 

mle sind Dur um eiue beständige GröCse 
(&), um eine G. verschiedeo. und der 
erste Hatz io der Integralrechnung iat 
der Lehrsatz, dafs zu einem Differenzial 
unzählig Tiele Integrale gehören, dals 
diese alle aber nur um ein constaiites 
Glied Terschieden sein können, oder wie 
der Isehrsatz anch wohl aosgedrückt wird: 
dafs 2 oder mehrere KnncHonen, welche 
dasselbe Differenzial hal>en, nur um eine 
constante Gröfse tod einander Terschie* 
den sind. 

Han bat demnach 

/U'x) = fT+C 
WO C auch = Null sein kann. 

Die Bestimmung der C. geschieht in 
jedem be.sonderen Fall besonders und da- 
■liircli, dafs man der Urveräiiderlichen 
einen bestimmten Werth giebt, für wel- 
chen mau aus ganz einfacher Betrach- 
tung den zugehörigen Werth dea Inte- 
grals entnehmen kann, aus welchem wie- 
der die 0. entwickelt wird. Beispiele 
hierfür sind unter Aiidcrm in dem Art: 
Auslinfs des ^Yassers, pag. 218 bis 226; 
Austiula der Lull, pag. 236 und 237. So 
ist pag. 218, No 5 gnfuiideii die Wasser- 
inenge <Mr aus einer Oeffnung von der 
Hübe X als das Integral: 

*.r=US Bxyx + C 

Nun zeigt Fig. 124, dals wenn man die 
Höhe x = h .setzt, keine OetTiiung mehr 
statthndet, also kein Wasser mehr aus- 
fliefst d. h. 91 1 ^ — 0 iat. Da nun das In- 
tegral für jeden Werth von *, also 
auch für den = h richtig bleiben miifs, so 
hat man 

>I^TzO= C 

nnd entwickelt 

C = ~\i'9Bkyk 

woher nun vollständig für jedes belie- 
bige * 
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= B-x\/x-\\/gBh\/lt'=\y3>B{aVa = h,Vhl 


Hätte man statt von der Horizontalen 
AB, von der t)E herab die Höhe x be- 
zeichnet, so würde man nach No. 3, pag. 
217, die Wassermenge gefunden ha- 
ben als Integral 

M^=iys.B.(k + T)]h + x + C 
Für die Hohe x = 0 verschwindet nun 
die Oeffnung ÜELM in die Linie DE, 
und es dielst kein Wasser mehr aus. 
Hetzt man daher in das Integral x = 0, 
so entsteht 

= 0 = j ( j ß(A + 0) 1/4+0+ C 

worans 

C=-5ljß*+* 

und es ist nun vollständig für jedes be- 
liebige X 

= I ß [(* + »•) 1 A + J--*!*] 
Um nun die Wassermenge zn fin- 
den, wenn die Oeffnung von DE bis FD 
herabreicht, hat man jetzt nicht il, son- 
dern // — A für X zu setzen , und man 
erhält 

*"« = 519» [(* + « - *) I A + /7-"A - A+A] 
= iljß[//»W-A»A] 
srie pag. 218 als hypothesische Wasser- 
menge ermittelt ist. 

Für den Jünger der Wissenschaft möch- 
ten vielleicht die Constantenbestinimun- 
gen von C und A in dem Art.: Bahn der 
Weltküiper, pag. 389 bis 394 einiges In- 
teresse haben, ln dem Art.; Bewegung, 
ungleichförmig veränderliche, pag. 366, 
Formel 3 ist ein einfaches, in dem Art: 
Bewegung in einem widerstehenden Mit- 
tel, pag. 363, Formel 8, ein zusammen- 
gesetzteres Integral, l>ei welchen beiden 
die C = 0 wird. 

Constellationen s. Aspecten und Astro- 
loge. 

Constraction in der Mathematik gehört 
allein der Ueometrie an ; .sie ist die Aus- 
führung einer Aufgabe der Geometrie 
durch Zeichunng. L)ie Elementargeoine- 
trie bat in den älteren und auch in meh- 
reren neueren Lehrl>üchem die Aufgaben 
als Sätze, die nur durch Constmction zu 
lösen sind, inmitten ihrer Lehrsätze. Eu- 
klid fängt sein System mit 3 Aufgaben 
an; I) Auf einer gegebenen begrenzten 
geraden Linie einen gleichseitigen Tri- 
angel zn errichten. 2) An einen gege- 
benen Punkt eine der gegebenen gleite 
erade Linie zu legen, und S) Es sind 
ungleiche gerade Linien gegeben, man 

II 


soll von der gröfseren eine der kleineren 
gleiche Linie wegnehmen. Erst der 4te 
Satz ist der erste Lehrsatz, der 9., 10., 
11. und 12. Satz sind wieder Aufgaben. 

Conatmctionen sind aber zum Verständ- 
nils der geometrischen Lehren durchaus 
nicht erforderlich, denn die Figuren sind 
nur Mittel, um der Phantasie möglichst 
zn Hülfe zu kommen-, dais sie richtig 
constmirt werden, ist kein für die Wis- 
senschaft nothwendiges Erfordemils, es 
genügen Zeichnungen aus freier Hand 
nach dem Augenmaafs. Der Elementar- 
Geometrie, als reiner Wissenschaft, ist 
es entsprechender, wenn erst nach auf- 
gestelltem vollständigen Lehrgebäude in 
Lehrsätzen die Uonstructionen als Anwen- 
dungen mit Berufung auf die einzelnen 
Lehrsätze, aus deren Wahrheiten sie ber- 
vorgehen, gelehrt werden. 
Uonstructionen aus der Elemen-^ 
tar-Geometrie: 

1) Ans 3 gegebenen geraden Linien a, 
A, e, von denen je zwei gröfser sind, als 
die jedesmalige dritte, ein A zu zeichnen, 
das diese Linien zu Beiten hat. Zeichne 
eine gerade Linie AB einer der gege- 
benen, z. B. der a, beschreibe ans A mit 
einer der beiden anderen z. B. der A den 
Kreisbogen DE, und aus B mit der drit- 
ten c den Kreisbogen FG, verbinde den 
Dnrchscbnittspunkt C beider Bogen mit 
den Punkten A und B durch gerade Li- 
nien, so ist A .lAC das Verlangte. 


Fig. 320. 



3) An einer geraden Linie AC von 
einem gegebenen Punkt C derselben aus 
einen gegebenen ^ x abzntragen. 

Zeichne aus dem Scheitelpunkt c des 
gegebenen ^ x zwischen den Schenkeln 
mit beliebigem Halbmesser einen Bogen 
aA, zeichne ans C mit deuiselben Halb- 
messer einen Bogen AD, nimm das Stück 
AB desselben = dem Bogen aA, verbinde 
die Punkte B und C durch eine gerade 
Linie, so ist ^ ACB = /ix. 

4 


Constructioa. 


CoMtnietion. 


SO 




3) Aus 2 gegebenen geraden T.inien 
a, t und einem gegebenen Z* A*o 
leichnen, das diese Linien *ii Seiten hat, 
die den gegebenen Z einschlieisen. ^ 

Zeichne eine gerade Linie Aß = einer 
der beiden gegebenen, 2 . B. der n, trage 
ftü 6iDCO deren Endpunkte z. B. an A 
den ^ X, mache dessen zweiten Sehen- 
kel AC = der anderen gegebenen I-inie 6, 
Terbinde die Punkte B uml C durch eine 
gerade Linie, so ist A ABC das Verlangte. 

4 ) Aus einer gegebenen geraden Linie 
a und iiteien Winkeln * und y, die 2 U- 
aammengenommen kleiner als 2 Hechte 
sind, ein A *u zeichnen, das diese Lime 
zur Seite hat, und der die beiden Winkel 

Zeichne eine gerade Linie AB = der 
gegebenen < 1 , trage an derselben in dem 
Endpnnkt A den einen, in dem Endpunkt 
B den anderen der gegebenen Winkel, 
rerlängere beide Schenkel bis in ihrem 
Durchschnittspunkt C, so entsteht das 
yerlangte A ABC. « 1 ., 

6) Durch einen gegebenen Punkt t, mit 

einer gegebenen geraden Linie AB eine 
Parallele zu zeichnen. 


B nicht zusammen, so zeichne aus B mit 
DF eine Parallele BV bis in die Richtung 
AE, so ist C^ABC das Verlangte. 

7) Es sind zwei gerade Linien a, 0 und 
ein Z ^ gegeben, ein A *u zeichnen, wel- 
ches die beiden Linien zu Seiten hat, de- 
ren einer der Z * gegenüber liegt. 

I. Zeichne die gerade Linie A« = der 
gegebenen kleineren Linie o, trage 
an derselben in einem deren End- 
punkte z. B. A den zO,t/i=Za^i 
zeichne mit der gegebenen grösseren 

Fig. 324. 
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deren Endpunkte z. B. A den Z 

und an EA in einem belieligen Punkt u 

den Z EDA = y. Triflt der Punkt F mit 

Fig. 323. 


Fig. 322. 



Zeichne durch C eine beliebig gelegene 
gerade Linie öFnach der Linie AB, trage 
an DC in C den Z DCE = Z OFB, so 
UtC£ + AB. ^ . 

6) Aus einer gegebenen geraden Linie 
a und zweien gegÄenen Winkeln x und 
y, die lusammengeiiommen kleiner als 
2 Eiechte siud, ein l>rcieck zu zeichnen, 
das die Linie zur Seite hat, und der der 
eine z z. B. x anliegt, der andere y ihr 
gegenüber liegt. 

Zeichne eine gerade Linie AB == der 
gegebenen a, trage an derselben in einem 


Linie h als Halbmesser einen Kreis- 
bogen durch AD, den Dnrehschnitts- 
pnnkt Ciii AD rerbinde mit B durch 
eine gerade Linie, so ist A ABC das 
Terlangte. ... 

II. Zeichnet man A'B' = der grosseren 
Linie k, den Z D’A'B' = ir, und schnei- 
det die A'D' durch einen mit der 
kleineren Linie a als Halbmesser be- 
schriebenen Bogen, so entstehen 2 
Durchschnittspunkte C unil L in 
A'D' und 2 Dreiecke A'CB' und 


Fig. 325. 
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A'C'B', welche beide der Anfobe 
genügea (rergl. Coni^enz der Drei- 
ecke mit Fig. 314). 

8) Eine gerade Linie AB xa halbiren. 
Beschreibe aus den beiden Endpunkten 
A und B mit einerlei Halbmesser 2 zu 
beiden Beiten der Linie in O und £ sich 


Fig. 326. 



schneidende Bogen, verbinde D und £ 
durch eine gerade Linie, so ist deren 
Durctucbniltspunkt C mit AB die Mitte 
von AB. 

9) Eine gerade Linie AB in eine be- 
liebig Anzahl, z. B. in 3 gleiche Tbeile 
zn theilen. 

Ziehe aus einem der Endpunkte z. B. 
aus A eine h s l iehige geseds Linie AI), 
trage auf derselben von A aus 3 beliebige 
gleiche Tbeile ab, verbinde den letzten 
Theilpunkt £ mit dem zweiten Endpunkt 
B der zu theilenden Linie AB, und aus 

Fig. 327. 


Anf der Linie AB trage von A ans 
so viele gleiche Tbeile ab, als die 
Summe der gegebenen Verhältnirszahlen 
beträgt, hier also 1 -f- 2 + 3 = 6 Tbeile. 
Verbinde den letzten Theilpunkt £ mit 
B, ziehe aus den der Aufgabe entspre- 
chenden Zwiscbenpunkten, hier dem ersteq 
und dem dritten Parallelen mit BE, so 
theilen diese die Linie AB in die ver- 
langten Tbeile. 

1 1) Einen Winkel ACß zu halbiren. 

Zeichne ans dem Scheitelpunkt C einen 
beliebigen Kreisbogen, der die beiden 
Schenkel in D, £ schneidet. Mit dem- 
selben oder einem anderen Halbmesser 
zeichne ans f> und £ zwei in £ sich 


Fig. 329. 



schneidende Bogen, verbinde C und F 
durch eine gerade Linie CF, so ist / ACF 
= ^BCF. 

12) Auf einer geraden Linie AB in dem 
Punkt C derselben ein Loth zu errichten. 
I. Trage von C aus auf A« zn beiden 
Seiten beliebige gleiche Stücke CD und 
CE ab, beschreibe aus D und £ mit 



den übrigen Tbeilpunkten ziehe Parallelen 
mit BE, so schneiden diese auf AB gleich 
grofse Tbeile ab. 

10) Eine gerade Linie in einem belie- 
bigen VerbäTtoifs z. B. wie 1:2:3 zu 
theilen. 


Fig. 328. 



Fig. 330. 



einerlei Halbmesser 2 Bogen, die sieh 
in F schneiden, verbinde F mit C durch 
eine gerade Linie, so ist CF lothrecht 
anf AB. 

II. Soll das Loth an dem Endpunkt A 
einer geraden Linie errichtet werden, 
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so beschreibe von A aus auf AB ein 
beliebiges gleichseitiges A AED, ver- 
längere die Seite DE, mache die Ver- 
längerung EF = DE, so ist die gerade 
Linie AF lothrecht auf AB. 

13) Von einem Punkt C auf eine gerade 
Linie AB ein Loth lu fällen. 

I. Zeichne aus C einen beliebigen Bogen, 
der die AB in zwei Punkten D und 
E schneidet; ans den Punkten D und 
E zeichne wieder mit eineriei Halb- 
messer 2 sich in F schneidende Bo- 
gen, fo ist die gerade Linie CO nach 


Ziehe AB, errichte in der Mitte D von 
AB das I.,oth DF. bis XV, so ist E der 
verlangte Punkt, nämlich AE~ BE. 

15) In der unbegrenzten geraden Linie 
XV den Punkt zu finden, in dem die von 
den mit JfP in einerlei Ebene liegenden 
Punkten A gez^enen geraden Linien 
mit AT gleiche Winkel bilden. 

Fälle von einem der Punkto z. B. A 
das Loth AD mit Verlängerung DE 
= AD, ziehe BE, so ist deren Dnrch- 
Bchnittspnnkt Fmit A V der verlangte; 
wenn man nämlich AF zieht, so ist 
Z AFX = Z BFV. 


Fig. 332. 



Fig. 335. 



I 


der Richtung CF iothrecht auf AB. 
Hiermit und zugleich mit No. 8 ist 
die Aufgabe gelost; einen Kreisbogen 
zu halbiren. , . „ i , 

II. Verbinde C mit irgend einem Poukt 
D der Linie AB, beschreibe über CD 


Fig- 333. 



den Halbkreis, verliinde dessen Durch- 
schnitt.simnkt Finit C, so ist die gerade 
Linie CF das Loth auf .IB. 

14) In der unbegrenzten geraden Linie 
XV den Punkt durch Constriiction zu fin- 
den, der von den Punkten A, B, die mit 
A’, V in einerlei Ebene liegen, gleich weit 
entfernt ist. 


Fig. 334. 



Hiermit ist zugleich auch durch Constr. 
der Punkt gefunden, von dem aus ^e 
Summe der Wege nach .4 und B am kür- 
zesten ist. Denn nimmt man irgend einen 
anderen Punkt C in -VF, so ist 

AO+ GB = EG+OB>EB 
EB =F.F+ FB = AF+ FB 
folgt ~~AG + GB^ÄF F FB 

16) Durch den zwischen den Schenkeln 
eines hohlen Z •■•fß gegebenen Punkt D 
nach beiden Schenkeln eine gerade Linie 
zu ziehen, deren beide Theile von D aus 
wie 2 gegebene Zahlen m, n sich ver- 
halten. 

Zeichne durch D mit einem der beiden 
Schenkel z. B. AC eine Parallele DE-, 
nimm auf dem .Schenkel CB die Linie 
EF, so dafs CE :EF=m-.n, ziehe durch 


Fig. 336. 



D die Linie FG, so ist diese die ver- 
langte, und zwar ist GD : DF = m : n. 

17) Es sind drei gerade Linien o, 5, c 
gegeben, man solL dieselben mit ihren 
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Seiten Normalen, so ist deren Uurch- 
schnittspunkt C der Mittelpunkt des 
verlangten Kreises. 

Hiermit ist zugleich die Construction 
eegehen: In einem vorhandenen Kreise 
den Mittelpunkt zu finden. Man nimmt 
nämlich in der Peripherie 3 beliebige 
Punkte A, B, D, verbindet je 2 derselben 
zu Sehnen AB und BI), und errichtet 


ziehe DE = AB, so ist BE die ver- 
langte I.inie, nämlich 

CA :CB= AD -.BE 
oder a \ b — c : x 

II. Man kann auch CD' = c nehmen, 
D’E' h AB zeichnen; dann ist CE' 
die verlangte Linie. 

III. Nimm auf einer geraden -Linie die 
beiden mittleren Glieder AB~b, KD 
= e neben einander, zeichne durch den 
Punkt B eine beliebig gelegene gerade 
Linie, nimm von B ab auf derselben 
BE = dem ersten Gliede a, beschreibe 
um die 3 Punkte A, D, E einen Kreis, 
so ist die Verlängerung BF von EB 


Endpunkten so an einander legen, dafs 
ihre anderen Endpunkte unter gleichen 
Abständen in eine gerade Linie fallen. 

Zeichne eine gerade Linie AB, welche 
der doppelten kleinsten gegebenen Linie 
a, also = 2a ist, AC= BC — a, Be.schreibe 
über AB mit den anderen beiden gege- 
benen Linien AU = b und BD = e ein A, 

Fig. .337. 


auf ihnen in deren Mitten Normalen bis 
zu ihrem Durchschnittspunkt C. 

21) In ein A ABD einen Kreis zu be- 
schreihen. 

Ilalbiro 2 beliebige ^ des A» z. B. A 
und B, der Dnrcbscbnittspunkt (’ der bei- 
den llalbirungslinien ist der Mittelpunkt 
des verlangten Kreises, die aus demselben 

Fig. 33fl. 


ziehe DC, verlängere DC bis CE = DC, 
ziehe AE, so ist AE = c und AD, AC, 
AE die verlangte Cnnstruction. 

18) 1. An einem in der Peripherie eines 
Kreises belegenen Punkt B eine Tangente 
zu zeichnen s. B. 1, pag. 339 mit Fig. 205. 

II. Von einem aufserhalb eines Kreises 
belegenen Punkt an den Kreis eine Tan- 
gente zu ziehen, s. pag. 339 mit Fig. 20C. 

19} An zweien ^gebenen Kreisen eine 
gemeinschaflliche Tangente zu zeichnen, 
s. pag. 340 mit Fig 208. 

20) Um ein A ABD einen Kreis zu 
zeichnen. 

Halbire 2 beliebige .Seiten, z. R AB 
und BD in E und F, errichte auf den 


auf die Seiteu gefällten Lothe CE, CF, 
C(J sind einander gleich und Halbmesser. 

22) Zu ilen 3 gegebenen geraden Linien 
n, b, e die 4te geometrische Proiiortionale 
zu zeichnen. 

I. Zeichne einen beliebigen nimm 
vom Scheitelpunkt C aus auf dem einen 
.Schenkel CA = a, auf dem anderen 
CB = b, ziehe AB, setze auf dem er- 
sten Schenkel an A das Stück AU = e, 

Fig. 340. 


Fig. 338. 
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mit dem äuberen Giic< 
AC und fälle tod B 
ans AC, so ist AD 
portionale. 


Fig. 341. 


CB = CD = i\tm Mittelgliade i, siehe 
AD nnd BK -^: AD, so ist CE die 3te 
Proportionale. 

Es k nämlich CA-.CB = CDx CE 
oder a : 4 = ä : CE 
II. (Zeiebne die gerade Linie /4 Addern 
mittlmn Gliede 4, errichte in B auf 
AB ein Loth, schneide dieses ans A 

Fig. 343. 


bis snr Peripherie die reriangte Linie, 
nämlich ABxBD = BExBE 
oder 4 x c = a x ;r 

woher a t h ~ c i x 

23) Zn den gegebenen beiden Linien 
•t, 4 die dritte geometrische Proportionale 
sn zeichnen. 

1. Zeichne einen beliebigen Z. ACD, 
nimm vom Scheiteipnnkt C aus auf 
einem Schenkel CA = dem äufseren 
Gliede a, nnd auf beiden Schenkeln 


Fig. 342. 


Es ist nämlich AC:AB = ABiAD 
oder a : 4 = 4 , iO 

III. Ist das Uittelglied die gröfsere Linie 
• , so kann man auch über A8=» 
den Ilalhkreis beschreiben, eon a ans 
das kleinere äufsere Glied 4 als Sehne 
AD eintragen, diese verlängern und 
in B anf AB ein Loth BC bis in die 
Richtung AD errichten, nnd ea ist 
AC die dritte Pro|iortionale 

Denn ea ist ADtAB = AB:AC 
oder 4 ; a = « tAC 

IV. Ist das kiiltelglied wieder die kleinere 
Linie 4 , so kann man auch über AB 
= dem äuberen Gliede a den llalb- 
kreia beschreiben, von <4 ans das Hit- 
telgUed 4 als Sehne AD eintngen und 
das Loth DE auf AB fällen, so ist 
AE die dritte Proportionale 

Denn es ist AB:AD = ADiAE 
oder n : 4 = 4 i AE 

V. Nimm (Fig. 341) in der geraden Linie 
AB = fif) = dem Mittelgliede 4, zeichne 
nach beliebiger Richtung BE = dem 
äutseren Glirae e, beschreibe um die 
3 Punkte A, D, E den Kreis, so bt 
die Verlängerung BF von EB bis zur 
Peripherie die 3te Proportionale, 
denn es ut BE : AB = BD : BF 

oder <• 1 4 = 4 I BF 
24) Zu den gegebenen beiden Linbn 
fl, 4 die mittlere geometrische Proportio- 
nale zu zeichnen. 

I. Setze (Fig. 343) beide Linien zu einet 
geraden Linie AE~a + BE=t zn- 
sammen, beschreibe über AB den Halb- 
kreis, errichte in E die lothrechte Or- 
dinate ED, so ut diese die verlangte 
Linie. Es bt nämlich 

AE:ED=F.D:BK 
oder a : ED = ED ; 4 
II. Beschreibe über der gröfseren .411 = II 
der beiden Glieder den Halbkreis, trage 
von einem Endpunkt, z. B. von A ab, 
die zweite Linie h = AK auf dersel- 
ben, errichte in £ die lothrechte Or- 
dinate ED, ziehe AD, so bt tUese die 
verlangte Linie. 

Es bt nämlich 

AB-.AO = AD-.AK 
oder n:. 4 0 = 40: 4 

III. Nimm AB (Fig. 344) = der grösseren 
a, BD auf der AB = der kleineren 4, 
halbire die Diflerenc4f) beider gege- 
benen Linien in E, be.schreibe über 
AD und EB Halbkreise, verbinde B 
mit dem Dnrchscbnittspnnkt F beider 
Peripherien durch eine gerade Linie 
BF, so ist diese die verlangte mittlere 
Proportionale, nämlich BF die Tan- 
gente an den Kreis APD 


Digitized by GoogK' 


Constroction! 


ConstractioD. 56 


Fi|f. 3«. 



alao ltH' = Allxlll} 
oder AB : HF- BK: ßl) 
oder a zBK--BK: A 

25) 7m 2 ii^gehonen geraden Linien a, 
A die mittlere ariihmeti.icbe Proportionale 
an zeichnen. 

Nimm eine gerade Linie AB = der einen 
gegebenen, a. K. der a. aiche tod einem 


Kig. 345. 



Endpunkt derselben, a. B. A, eine belie- 
bige gerade I.inie AB, nimm beliebig 
,4c = Cß, ziehe ans C und 0 Parallelen 
mit AB, nimm BA'=der anderen gege- 
benen A, ziehe BF, so ist CP, die ser- 
lat^e Linie. 

£ ist nämlich 

,4« -CF. = CF.- PF 
oder o — CE = CE — A 
oder 2 CE = o -|- A 

26) Es sind 2 wenig mit einander con- 
Tcrgirende Linien AB und CP gegeben, 
zwischetl beiden eine gerade Linie (.IT) 
an teichnen, welche beide gegebenen, alle 
drei Linien gehörig rerlängert, in einerlei 
Dnrrhsrhnittspnnkt und unter gleichen 
Winkeln trifft. 


Fig. 346. 



Ans einem beliebigen Punkt E einer 
der gegebenen, a. B. AB, ziehe eine Pa- 
nllele EG mit der anderen CD, nimm 


von E ans ein Stuck EF auf AB = EG, 
ziehe durch F und G eins gerade Linie 
Fll bis an die Linie CP, haihire Ff1 in 
J, liehe durch J eine Normale .TF auf 
Fll, so i.st diese die rerlangte Linie. Es 
ist nämlieh, wenn man den Dnrchschnitts- 
piinkt beider Linien AB nnd CP mit 7. 
bezeichnet 7,FII ein gleichschenkliges A 
nnd ,VK eine Normale in der Mitte auf 
dessen Grundlinie, welche also die .Spitze 
des A unter gleichen Winkeln mit den 
Schenkeln trilfl. 

27) Zwischen den Linien AB nnd CD 
aufserhall) derselben eine gerade Linie X¥ 
zu zeichnen, so dals die 3 Linien, gehörig 
verlängert, unter gleichen Winkeln in 
einem Punkt Zusammentreffen. 

Soll CP die mittlere Linie sein, so 
ziehe von irgend einem Punkt D in CP 
HF i AB, nimm in CD ein Stück PE 
= PF, ziehe EF verlängert bis G, zeichne 
an PE A PEII 2 i£^PEF, verlängere EH 
bis -V, so dafs £.V= EG, ziehe AT 4= HÜ, 


Fig. .347. 



so ist .¥F die verlangte Linie. Es ist 
nämlich, wenn man CA gezogen denkt, 
nnd den Dnrchschnittspankt zwischen AB 
nnd XY mit Z bezeichnet, ZGX ein gleich- 
schenkliges A und ED eine Normale in 
der Mitte auf der Grundlinie C.V. 

28) Durch einen gegebenen Punkt K 
eine gerade Linie zu zeichnen, welche 
mit 2 wenig convergirenden Linien AB 
und CP hei gehöriger Verlängerung in 
einerlei Punkt zusammentrifft. 

I. Wenn der Punkt E innerhalb beider 
gegebenen Linien liegt. 

Zeichne durch K eine beliebige Linie 
EF bis an die I.inien AB und CD 
und in beliebiger Entfernung eine Linie 
GH 4= EF, verbinde zwei Endpunkte 
der beiden Parallelen, z. B. F und G, 
zeichne aus K die KJ 4= der Seite EG 
des A feg und durch J die JL 4= 
der Seite FH des A GFH, verbinde 
L mit E, so ist KL die verlangte 
Linie. 

Es ist nämlieh 
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EK:KF=GJ:JF=GL.LH. 
Kezeirhnct man nämlich den Durrh- 
.-•rhnitte[innkt zwischen AB und CD 
mit 7., BO ist in dem A FF7. F.F 
(irnndlinie, GH I FF, beide 
lional setbeilt, fvlsüch triITt die Ver- 
hindunsslinie der Thcilpiinkte rerlin- 
(fert die Spitze 7. des A F.Fl. 

II. Wenn der Punkt K anfserhalb beider 
(gesehenen l.inien liegt. 

Ziehe beliebig KF, welche die AB 
in E schneidet, und ans dem beliebi- 
gen Punkt // zn KF eine Parallele 


Fiff. 34!). 



HG mit Verlängerung, ziehe EJ i FH, 
verbinde G mit J, ziehe KL i GJ, so 
ist KL die verlangte Linie. 

Ks ist nämlich 

KE ■.EF=KJ:JH=LG: GH. 

29) In einem gegebenen Kreise eine 
Sehne von gegebener Länge einzutragen, 
die einen gegebenen Punkt schneidet oder 
nach demselben hin gerichtet ist (s. Chorde 
No. 2 mit Fig. 286). 

30) Durch einen in der Ebene eines 
Kreises gembenen Punkt eine gerade Linie 
zn verzeichnen, welche in dem Kreise 
eine Sehne bildet, die einem gegebenen 
Periphcriewinkcl zugehört (s. Chorde No. 5 
mit Fig. 286). 

31) In den gegebenen Kreis vom Mit- 
telpunkt C eine gerade Linie AB, die 
kleiuei als der Duichmeia«! ist, aU Sehne 


einzutragen, die mit einer gegebenen Sehne 
DE + lauft. 

Zeichne von einem Endpunkt D der 
Sehne ans in derselben die Länge DF 
= der gegebenen AB, zeichne übet DF 


Fig. 350. 



das gleichschenklige A DGF, wo die .Schen- 
kel DG -FG =dom UalbmesMi sind, ziehe 
ans dem Mittelpunkt C parallele Halb- 
messer CH, CK oder CH’ und CK' mit 
DG und FG, so ist HK oder H‘ K' die 
verlangte .Sehne. 

32) Zwei gerade Linien von gegebenen 
Längen a, k sollen in einen gegebenen 
Kreis von gröfserem Durchmesser als die 
grüfsere von a und 6 unter einem gege- 
benen z als Sehnen eingetragen werden. 

Zeichne von einem beliebigen Punkt 
A der Peripherie ans die Sehne .\B =■ 
einer der gegebenen Linien, z.B. a, zeichne 


Fig. 351. 



in B den Z Dß.t : ; dem gegebenen z. • 
mache BD = k, zeichne über BD mit dem 
llalbmeaaer als Schenkel das gleichschenk- 
lige A BDE, liehe aus dem Hittelpuukt 
C die Parallelen CF, CG mit DE, BE, 
ziehe FG, so ist diese die verlangte Sehne. 

Oder trage an einer anderen Stelle HJ 
— k als Sehne ein, fälle die Lothe CK 
aal BJ und CL mit etwa uöthigei Yei- 
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lajjeeranR auf BD, nimm in dem letzten 
Lotn CM = CK, ziehe durch }! die Pa- 
rallele FC, mit BD. 

33) Es ist ein Kreis DEF mit dem 
Mittelpunkt^ C gelben, und eine f^erade 
Linie AB in derselben Ebene mit dem 
Kreise, man soll einen Kreis construiren, 
der den gegebenen Kreis berührt und die 
Linie .AB als Sehne enthält. 

^ Nimm in der Peripherie des Kreises 
einen beliebigen Punkt D, zeichne durch 
die Punkte .1, B, D einen Kreis, ziehe 


Fig. n.’ij. 



DE durch den Durchschnittspnnkt E bei- 
der Kreise, verlängere DE nnd AB bis zn 
ihrem pmeinschaRlichen UurchschnitLs- 
rankt J, zeichne die Tangente Jll an den 
Kreis FED, so ist der Kreis durch A, 
B, H der verlangte, und JH die gemein- 
scbaniiche Tangente beider Kreise. 

Denn es ist, da JH die Tangente an 
dem Kreise DEF, 

JH‘ = JExJD 

Da aber AJ und DJ zugleich zu dem- 
selben Kreise AB ED gehören, so ist auch 
JEy.JD .//lxJ.l = dem (Quadrat einer 
Tangente JK an dem Kreis ,\BED. 

Nun ist aber JExJD 
also auch JBxJ.izzJIC 
folglich ist JH eine Tangente in H in 
dem Kreise durch die Punkte .4, B, H. 

Zeichnet man die zweite Tangente JF 
an den Kreis DEF, so genügt auch ein 
Kreis durch die Punkte .4, B, F der ,\u^ 
gäbe, und der Kreis ABF tanglrt den ge- 
gebenen Kreis DEF innerhalb. 

Ist .40 so gelegen, dals das anf deren 
Mitte errichtete Loth den Mittelpunkt C 
dM gegebenen Kreises trifft, dann sind 
die Durchschnittspunkte dieses Loths mit 
der Peripherie des gegebenen Kreises die 
Pnnkte, welche wie H und F mit A, B 
die Peripherien der verlangten Kreise be- 


stimmen. Jede Linie, wie DE dureh 
einen willkührlich angenommenen Punkt 
liegt dann + mit AB. 

34) Es ist ein Kreis DGJ mit dom Mittel- 
punkt C, und in dessen Ebene eine gerade 
Linie .40 gegeben, man soll den Punkt 
(//) in der Peripherie des Kreises finden, 
von dem aus die geraden Linien HA und 
HB in der Peripherie einen Bogen GJ 
abschneiden, des.sen Sehne (,’J der gegc- 
l>enon Linie .40+ läuft. 

Ziehe von einem Endpunkt z. H. .4 der 
Linie .40 durch den .Mittelpunkt C die 
Linie AD. welche die Peripherie in dem 
zweiten Punkt E schnei<let, lege durch 
die drei Punkte DEB einen Kreis; au» 


Fig. 353. 



dessen Durchschnittspunkt F mit y40 
zeichne die nach A hin gelegene Tangente 
FG an den Kreis, indem über CF der 
Halbkreis CGF den Punkt G ergiebt, 
ziehe durch G die Linie AH, so ist H 
der verlangte Punkt, und wenn mau BH 
und die Sonne GJ zieht, so ist 6V+ .40. 

Denn da die vier Punkte D, H, E, G in 
einerlei Kreisnmfang liegen, so ist 
.4Cxy4// = .4Kx/l« 
nnd da die 4 Punkte D, E, F, 0 sich eben- 
falls in einerlei Kreisumfang befinden, so 
ist auch 

AF.xAD=AF-kAB_ 
daher /ICx AH = AF x .40 

oder AG : AF = ,10 : .4« 

folglich AAGFca^^ABH 

daher z = Z -iDB 
da nun ,/ AHB = z CGJ 

auch r AFG Z FGJ 

und GJ + AB 

35) Es sind 2 Punkte A, 0 und eine 
in derselben Ebene liegende gerade Linie 
DE gegeben, einen Kreis zu zeichnen, 
der durch die Pnnkte A, B trifft und DE 
ta^rt. 

Ziehe Aß, und verlängere diese bis 
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rum Durchscbnittspunkt F mit DE, leichne 
üb«r AF (ien Halbrreis, errirhfe in B die 
rechtwinklige Ordinate BO, mache FH 


Fis» SM. 



in CD = FG, so ist der durch die Funkte 
.1, /{, H golcjjte Kreis der rerlangte. 

Denn es ist 

AFy.BF=F(F = FH' 
folglich FH Tangente und AB Sehne in 
demselben Kreise, der also durch A, B 
und II gehen mnfs. 

Hierrntt ist rngleich durch Constrnction 
in HE der Punkt (H) gefunden, in «el- 
o'jem die beiden Linien ron A nnd H 
den gröbten Winkel einschlieben. Denn 
rieht man nach irgend einem anderen 
Punkt I. B. J die Linien AJ und BJ, so 
hat man, wenn man noch Ton A nach 
dem Durchscbnittspunkt E des anderen 
Schenkels mit der Peripherie oder Ton 
H nach A' eine Linie rieht: 

^AKB = Z.AHB 
/^AKB->Z.AJB 
folglich Z AIIB > Z 

36) Es ist eine gerade Linie AB und 
ein Kreis FHFH’ gegeben, einen Kreis 
rn tcichnen , der den gegebenen Kreis 
nnd die gerade Linie in dem gegebenen 
Punkt D berührt. 

Es existiren 2 solcher Kreise. Wenn 
man nämlich die Normale FE durch den 


Fig. 355. 



Mittelpunkt C des Kreises auf AB fällt, 
nnd durch beide Durchscbiiittspunkte F, 
F dieses Lnihs mit der Peripherie die 
geraden Linien HD nnd FD rieht, den 
Mittelpunkt C mit den Diin-hsclinitt.spnnk- 
leii II, H' dieser Linien verbindet, und 
sie bis an die in D auf AB errichtete 
Normale DJ rerlängert, so entstehen 2 
Punkte J, J'. 

Der Kreis aus dem Mittelpunkt J be- 
rührt den gegebenen Kreis in H, der aus 
J' berührt ihn in //'. 

Denn da EF' DJ 
so ist i^C'H'F <x /^J'H'D 

folglich J'H' = J'D 

ebenso l^CHF x ^^JHD 

folgfich JH = JD 

37) F.inen Kreis tu conslruiren, der den 
einen Schenkel AC eines gegebenen Win- 
kels ACB tangirt, und den anderen Schen- 
kel BC in dem gegebenen Punkt D so 


Fig 356. 



trilfl, dafs die Tangente an D mit BC 
einen gegebenen Z VDO = n bildet 
Nimm OF= GD, errichte in D auf DG 
und in F auf AC Lothe, der Dnrch- 


Fig. 357. 



Bchnittspnnkt E beider ist der Mittelpunkt 
des verlangten Kreises. 

.38) Es ist ein _ .tCß nnd innerhalb 
desselben ein Punkt D gegeben, einen 
Kreis ru reichnen, der die Schenkel des z 
nnd den Punkt D berührt. Halbire Z .tC'Ä 
durch CE, riehe durch|fl die Linien CF er- 
richte in einen beliebigen Punkte des an/> 
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nfilisnn ScbBokels eine Normele GH bia in 
die Ualbirungslinie, beschreibe aus H mit 
HG den Bogen FGJ^ ziehe HFy HJ, aus 0 
die Parallelen HF. mit HJ und DK mit 
HF bis in die Halbirungslinie , so sind 
E und K Mittelpunkte zweier Kreise, von 
«eichen jeder der verlangte Ul. 


Fig. nss. 



Denn fällt man die Normale KL auf IC 
so ist ^ CG// A 

und i^CFII^C^CDK 

daher CH . CK = HG : hL 
und CH -.CK = HF: KD 
da nun HG = HF 

SU ist auch KL — KD 
für den Punkt F. gilt derselbe Beweis. 

Hiermit ist zugleich die Constr. ent- 
halten; Einen Kreis zu zeichnen, der die 
Schenkel eines Winkels und zugleicheinen 
zwischen ihnen liegenden Kreis berührt, 
benn denkt man sich D als <len Mittel- 
punkt eines Kreises vom Halbmesser r, 
so würden aus E mit dem Halbmesser 
ED — r der Kreis und 2 Schenkel eines 
^ berührt werden, die in der Entfernung 
= r mit den Schenkeln der ^ ACH in- 
nerhalb 4= sind, und mit dem Halbmesser 
ED -f r der Kreis und 3 .Schenkel , die 
von AC und BC um r aufserhalb ent- 
fernt sind. Dasselbe findet ans K mit 
KD *. r statt. 

Die Constr. geschieht also olTenbar, in- 
d*m man mit den Schenkeln des gege- 
hanen ^ innerhalb und aufserhalb in der 
Entfernung r parallele ^ zeichnet und 
für jaden der Iwiden die Mittelpunkte der 
Kraisa findet, die den Mitteljinnkt des ge- 
gebenen Kreises zugleich mit den Hchen- 
kaln berühren; man erhält sodann 4 Kreise, 
zwei, welche dan gagahenen Kreis aufser- 
halh und zwei, welche ihn innerhalb und 
zugleich die Schenkel des gegebenen Win- 
kels berühren. 

39) In einen Kreis ein A *u beschrei- 
ben, welches einem gegebenen A GIIJ 
gleichwinklig sei (Euklid IV, 3.) 

Zeichne an einen beliebigen Punkt A 
der Peripherie die Tangente DE, nimm 
Z DAB = itn einen s. B. J nnd ^ EAF 


Fig. 869. 



einem zweiten z. B. II der ^ des gege- 
benen breiecks, ziehe BF, so ist A ABF 
das verlangte: Z. A- /.G, jCB = ^ H, 

^F = /.J. 

40) Um einen KreU ein A zu beschrei- 
ben, welches einem gegebenen A GHJ 
gleichwinklig sei (Euklid IV, 3). 

Verlängere eine Beite HJ nach K und 
L, zieh« einen beliebigen Halbmesser 
nimm ^ ACH = einem der Aufeenwinkel, 
z. B. J, ACD dem andern II, ziehe an 
A, B, D Tangenten Iris zu ihren (je- 
genseitlgen Dnrchschnittspunkten , so ist 
A KFM das verlangte: Z E' = Z W, Z E 
= J, Z^ = ^«- 

41) Ueber einer geraden Linie AB ein 
gleichschenkliges und rechtwinkliges A zu 
zeichnen. 

Halbire AB in C, beschreibe über AB 


Fig. 3U0. 



den Halbkreis, errichte in (' den lothrech- 
ten Halbmesser CD, ziehe AD nnd BD, 
so ist A ABD das verlangte. 

43) Ueber einer geraden Linie AB ein 
gleichschenkliges A mit einem gegebenen 
Z <• an der Spitze zu zeichnen. 
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Zeichne an einem der Endpunkte von 
AB, z. B. an A eine beliebige nerade Linie 
AE, an einen beüebii^en Piiniit «dersel- 
ben trage den Z AI)E-n, ziehe «E+ DF, 


Kig. 3fil. 



beschreibe einen dnreh die Punkte .1, B 
1111(1 E gehenden Kreis, errichte in der 
Mitte (! TOn AB das l.oth Oll bis in die 
Peripherie, ziehe All, Bll, so ist ''Z. AIIB 
— n. All = Bll und A ABU das verlangte. 

43) Ans der gegebenen Umndlinie a, 
der Hübe k und dein « an der Spitze 
das llreieck zu zeichnen. 

Zeichne die Linie AB = a, Z BAI) = n, 
halbire AB in E, errichte das Lotb EF 


Fif. 362. 



= * auf AB, zeichne ^«ylC=/i, be- 
schreibe aus (’ in EF mit /■!(’ = BC einen 
Kreis, ziehe durch f die .Sehne Oll I AB, 
so ist e^GAB »ie CiUAB das verlangte. 

44) Zur Verzeiebnung ei neaJ Dreiecks 
sind gegeben eine Seite nnd die Höhen 
auf die oriden anderen Seiten. 

Zeichne über der gegebenen Seite AB 
den Halbkrei*, trage von A aös die eine, 
und von B ans die andere Höhe als Seh- 
nen AI) und BE in den Halbkreis, ziehe 
AE und BD, so giebt deren Durchschnitts- 
punkt F das verlangte A ABF. 

Sind AE und III) die Höhen, so nber- 
kreozen sie sich, und der in den Veilin- 


gernngen von AD nnd BE liegende Punkt 
F* ergiebt das verlangte A ABF'. 

45) Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
geben eine Seile, die Höhe H auf der- 
selben und eine der beiden anderen Hö- 
hen II'. 

Zeichne über der gegebenen Seite AB 
einen Halbkreis, errichte in einem End- 
punkt .4 auf .iB das Lotb .46' = II, ziehe 


Fig 3C3. 



aus G eine Parallele mit AB, trage von 
A aus die zweite IL'ihe II' als .Sehne AE 
ein, ziehe durch E die Linie BE, bis sie 
die Parallele in F' trilll, ziehe .AF', so 
ist ActSö" das verlangte. 

46) Zur Verseichnung eines A ist ge- 
geben ein z n, die Höhe H auf die gegen- 
überliegende Seite nnd die Höhe H' auf 
eine der dem Z anliegenden Seiten. 

Zeichne z ACB = dem gegebenen z n, 
errichte in C die Normale CI)=H', ziehe 
DEA^BC bis in den Schenkel C.4, be- 
schreibe über CE den Halbkreis CFE, 
welcher auch den Punkt O berührt, trage 


Fig. 3C4. 



von C ans die Höhe H als Sehne CF ein, 
siehe durch E die Linie FG, so ist A CBB 
das verlangte. 

Zeichnet man den zweiten Halbkreis 
CFE, trägt II als Sehne CF' ein, zieht 
durch F" die Linie £6", so erhält man 
ein zweites A CEG' als das verlangte. 

47) Zur Verzeichnung eines Dreiecks 
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sind gegeben die beiden Abschnitte, in 
welche eine Seite durch eine Höhe anf 
derselben getheilt wird, und der Winkel 
an der Spitze. 

Lege beide Abschnitte AG, GB in einer 
geraden Linie zusammen , construire wie 


Fig. 365. 



No. mit Fig. 361 ^ /tt^/? = deui Jtege- 
benen beschreibe um A, B, E den 
Kreis, errichte das Lolh GH, ziehe AH 
und BH, so ist CsAHB das Te-langte. 

48) Zur Verzeichnung eines A .sind ge- 
geben die Grundlinie n, die Höhe A und 
die Difierenz <t der der Grundlinie anlie- 
genden Winkel. 

Zeichne AB = a, errichte in der Mitte 
D auf derselben ein Lolh l}E = h, ziehe 
durch E die FG 4= AB, mache EDF—J, 


Fig. 366. 



ziehe EA mit Verlängerung, und schneide 
diese ans D mit HF in II, ziehe III), 
AC + damit, und beschreibe aus C mit 
CA = CB einen Kreis, der die FG in G 
und J schneidet, ziehe JA und JB oder 
GA und GB, so ist A AJIl oder A AGB 
das Terlangte. 

Denn es ist 

^JBG= z.ABG-^ABJ 
= Z BAJ - z ABJ 
Z JBG =iZ JCG - z JCE 
daher Z BAJ - z ABJ = z JCE 


Nun ist JC = AC 

FD=ÜII 
da nun DH 4- AC 

so ist auch FD 4 JC 

und ^JCE = ^FDF.= 3 

daher z BAJ — Z ABJ = <f 

49) Zur Verzeichnung eines Dreiecks 
ist gegeben eine Seite a, die Diflerenz d 
der beiden anliegenden Z und die Diffe- 
renz d der beiden anderen Seiten. 

Zeichue AB=n, an einem Endpunkt, 
z. B. A, den Z DAB = , schneide ans 

B die Linie AD mit dem Halbmesser d 


Fig. 367. 



in D, ziehe BD mit Verlängerung, nimm 
Z DAE = z ADE, so ist A ABE das 
Terlangte. 

Denn da AK = DE 
so ist BE — AE = BD = d 

ferner ist z EAB = z K.40 -f y 
Z EBA =z KO.l- z BAD=z EAD- — 

folglich zBAE-zABE = d 

Man erhält noch ein zweites A AD'E', 
wenn man AD durch d aus B in dem 
zweiten Punkt D' schneidet, das Dreieck 
AD'E' durch D'B mit Verlängerung und 
AE' zz BE' bildet. Denn es ist auch hier 
D'E' - AE' = BD' = d 

z d'ae:' = ^ baev + ~ 

z AD'E' = zABE'-4- = ZBAE'~- 
2 2 
Die gräfseren und die kleineren Z in 
Iteiden Dreiecken sind um unterschie- 
den. Tangirt der Bogen aus B mit d 
die Linie AD, oder trifft sie nicht, so ist 
die Constr. unmöglich. 

50) Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
geben die Summe t der 3 Seiten und 2 
Winkel. 

Zeichne die Linie AB = t, an deren 
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Endpunkten die ^DAII, EBX = den ge- 
gebenen, balbire diese durch AC und B(\ 
von dem Durcksehnittspuiikt C beider riebe 
die CF+ AD, CG + ltE, so ist ACFO 
das Terlangte. 

51) Zur Vetreichnung eines A ist ge- 
gebeu die Summe i der 3 Seiten , ein Z 
und eine diesem ^ gegeiiüberstehende 
Höhe 5. 

Zeichne die Linie AB - t, errichte in 
einem Endpunkt z. B. B das Loth BD 
= h, ziehe DK^AB, zeichne ^ABF = 
dem gegebenen, balbire diesen durch BG, 
ziehe Gll 4= BF, ziehe AG, errichte in der 


Fig. 3G!>. 



Mitte auf AG die Normale Jh bis in AB, 
so ist A GHK das Terlangte. 

521 Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
geben die Summe t der drei Seiten , ein 
Winkel und die durch die Spitze dieses 
Winkels gerichtete Höhe. 

Es sei AB~t, zeichne Z CAB = Z. 
CB A — dem halben gegebenen Winkel, be- 
schreibe aus C durch A und B den Kreis- 
bogen, errichte in einem Punkt A auf 


Fig. 370. 



AB das Loth AD = h, ziehe DE oder DE' 
+ AB, so sind JE, E’ die Punkte zur Wahl 
der Spitze des A; s'äblt man E, so ziehe 
CE, zeichne /; CEF= /_ CEG = dem hal- 
ben gegebenen Z.y so ist A EFG das ver- 
langte. 

Denn da CA = CE 


so ist ^CAE=^CEA ,ik 

und da ^CAF=^CEF 

so ist z.EAF = ^AEF 

woraus EF = AF 

ebenso findet man EG = BG 

folglich ist EF+ EG + FG ~ AB 

53) Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
geben die Summe » zweier Seiten, die 
dritte a und ein dieser anliegender Winkel. 

Zeichne AB = a, ^DAB = dem ihr an- 
liegenden AD = s, ziehe BD, balbire 
BD in E, errichte das Loth EF auf BD, 
ziehe BF, so ist A ABF das Terlangte. 


Fig. 371. 



54) Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
geben die .Summe s zweier Seiten, die 
dritte a und der dieser Seite gegenüber- 
liegende Winkel. 

Zeichne ^/tOJ? = dem halben gegeba- 
nen /^, nimm .40 = s, schneide aus A 
mit AB — a den zweiten Schenkel DB in 
B, balbiN BD in E, errichte die Normale 

EF, ziel» m irt £yA» Ter- 
langte. 

55) Zbt Verzelclinnng einea A ier g^ 
geben die Summe s zweier Seikan, die 
dritte a und die Differenz d der beiden 
dieser Seite anliegenden Winkel. 

Zeichne AB = a, errichte in A auf -4B 
ein Loth AC, zeichne CADz^d, balbire 


Fig. 372. 



Z. CAD durch .4E, schneide AE in F 
ans B mit BF = m, ziehe BF, errichte in 
der Mitte Ton >4F auf dieser eine Nor- 
male GH bis in die Richtung BF, ziehe 
AH, so ist i^ABH das Terlangte. 
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Denn AB = Fll, folglich AH + BH = BF= i 
Ferner ist Z.HAB+ z.HAF= R + iZ.CAD 

ü HAR + <i/^HAF=2R+ ^CAD 
i^HAF = ^AHB 

‘2^HAB+ ^AHR = 2R+ ^CAD 


daher 
Es ist aber 
daher 
Nun ist 
folglich 


Z.HAB+ Z.AIIB + Z. ABH = 2R 
^ HAB - ZABH = ZCA0 = 6 


56. Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
geben die Summe i zweier Seiten und 
die liehen H, H’ auf beide Seiten. 

Nimm in einer graden Linie dß^der 
einen Höhe // und ß/>-der anderen /!', 
errichte in einem der Endpunkte z. B. 
A das Loth .lAI, schneide dieses .aus 0 
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mit der gegebenen Summe < in F, ziehe 
DF, errichte in B auf AD das Loth BG 
bis in DF, mache von />' nach A hin FJ 
— DG, ziehe JG so ist A FGJ das yer- 
langte. 

Denn FJ + FG ist = der gegebenen 
Summe i, AB = H die Höhe auf FJ, und 
wenn man die Normale JK auf DF lallt, 
so ist A FJK SS A GDB, also JK = BD 
= der Höhe H ' auf die Seite FG. 

57. Zur Verzeichnung eines A sind ge- 
geben die Snnime s zweier Seiten, der 
Ton beiden eingeschlossene Z '• nnd die 
Differenz d der beiden Abschnitte, welche 
die Höhe auf der dritten Seite bildet. 

Fig. 374. 


Boran BF, ziehe F.F so ist A F.AF das 
verlangte. 

Denn 1. da EF= EB = ED 
so ist AE -1 EF = AD = t 

2. Fällt man das Loth EG anf AF, 
so ist AG = BG + AB = BG + d 

und FG = BG 

daher AG — FG = AB = d 

3. Z DEF (als Centriwinkel) = 2 X 
Z DBF (Peripheriewinkel) 

oder z DEF= 2 («0'’ + -^) = 180° - n 

folglich ist Z AEF = n. 

58. Zur Verzeichnung eines A ist ge- 

§ ehen die Differenz d zweier Seiten, die 
ritte a und der dieser .Seite gegenüber- 
liegende Winkel. 

Nimm AB-d, verlängere y4ß um ein 
beliebiges BD, zeichne ^ BDE = dem ge- 
gebenen Zt nimm DE = DB, ziehe BE, 

Fig. 375. 




schneide BE aus mit der gegebenen 
dritten Seite AF= a in F, siehe AF und 
FG^ DE bis in die Richtung AD, so ist 
A AFG das verlangte. 

59. Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
gegeben die Differenz d zweier Seiten, 
der der gröfseren von beiden gegenüber- 
liegende Z und die dritte Seite a. • 

Fig. 37f. 


Zeichne AB = d, verlängere AB nach 
F, zeichne zDBF=Aem halben Neben- 
winkel von II = 90° — e, schneide BD aus 
A mit s in D, ziehe AB, zeichne Z DBE 
=z z BDE, beschreibe aus E mit Eß einen 
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Nimm BD = a, teichne ^DBi4 = dem 
g;egebenen Zi verlingere AB dnrch B 
am BE = d, liehe DE, errichte in der 
Mitte auf DE eine Normale EG bia in 
die Richtung BA, ziehe GD, ao iat A BDG 
daa Terlangte. 

60. Zur V'erzeicbnnng eines A ist ge- 
hen die Differenz d zweier Seiten , der 
der kleineren von beiden gegenüberlie- 
gende ^ und die dritte Seite a. 

Zeichne ^ .4fi0=dem gegebenen, nimm 
BD = a, BE = d, ziehe DE, errichte in 


Fig. 377. 



der Mitte auf DE die Normale EG bis 
in die Richtung Ton AB, ziehe DG, so 
iat A BDG da.s Terlangte. 

61. Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
geben ein tVinkel, die Differenz der üin 
einschliersenden .Seiten und die Höhe h 
auf einer dieser Seiten. 

Zeichne z -dCfi = dem gegebenen, er- 
richte in dem Scheitelpunkt C auf einem 


Fig. 378. 



der Schenkel z. R. CB das I.oth CD = h, 
ziehe DE 4^ CB bis in den zweiten Schen- 
kel, nimm den ersten Schenkel CE=CE. 
Soll nun die Höhe auf der gröfseren der 
beiden cinschlicfsenden Seiten sein, ao 
nimm EG nach B hin = der gegebenen 
Differenz, ao ist ECG das Terlangte. 
Soll die Höhe auf der kleineren Seite 
stehen so nimm EG’ = der Differenz nach 
C hin und es ist A ECG' das Terlangte. 

62. Zur Verzeichnung eines Vierecks 
sind gegeben 2 Seiten AB, AD und der 
Ton ihnen eingrsrhloaaeue z BAD, ferner 
die beiden ^ , welche durch die Diagonale 
ans A mit den beiden anderen Seiten 
des Vierecks gebildet werden. 


Zeichne z ADE ~ dem einen, Z 
= dem anderen der gegebenen Z »n der 
Diagonale, errichte in Ä auf BE in der 
Mitte auf AB Lothe, aus deren Durch- 
schnittspnnkt H zeichne den Kreis durch 
A und B, so ist BE eine Tangente; eben 


Fig. 379. 



so errichte in D auf DE und in der Mitte 
auf AD Lothe, aus deren Durchscbiiitta- 
piinkt J zeichne den Kreis durch I, D, 
so ist DE ciue Tangente. Nach dom 
Durchschnittspunkt G lieider KndK ziehe 
die Linie AG, so ist AG die Diagonale 
und ABGO das Terlangte Viereck: denn 
z AGB ist = Z ABE und Z AGD ist 

= z ade. 

63. Um einen gegebenen Kreis ein 
Viereck zu zeichnen, um welches wieder 
ein Kreis sich beschreiben läfst. 

I. Zeichne in dem Kreis beliebig 2 recht- 
winklig sich schneidende Sehnen AB 
und DE, zeichne an den Tier End- 
punkten Tangenten, so bilden diese 
mit ihren Dnrchsihnittspunkten das 
Terlangte Viereck FGHJ. 


Fig. 380. 



Denn wenn C der Mittelpunkt des Krei- 
ses ist, so hat man 

Z CEJ = ^CBJ = R 
folglich z BCE+Z. BJE = 2Ä 
eben so Z.DCA+ AGD =2A 
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dl non AB und DF. normal sind, so ist 
(s. Chorde No. 7) 

ACD + ^ BVK ~ 2« 
foiglioh UJE + ZAG D = 2H 
eben so Z GHJ + z Gh'J — 2W 
mithin liegen die 4 Punkte />', G, H, J 
in einem Krei.ie. 

Errichtet man daher auf zweien Seiten 
des Vierecks in deren Mitten Normalen, 
au erhält man in deren Purchschnittspunkt 
den Mittelpunkt zu dem um das Viereck 
punktirt gezeichiieteu Kreis. 

II. Zeichne in dem gegebenen Kreise ein 
beliebiges Viereck, falle vom Mittel- 
punkt C des Kreises Norinaleu auf die 
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Seiten, verlängere diese bis zur Peri- 
pherie und zeichne an diese Ualbmesser 
Tangenten, so bilden die.se mit ihren 
Durchschnitts -Punkten das verlangte 
Viereck. 

64. In einem gegebenen Kreise ein 
Viereck zu beschreiben, in dem wieder 
ein Kreis zu beschreiben ist. 

Zeichne um einen beliebigen Kreis das 
Viereck No. 63. (iesetzt es sei dies das 
\ iereck .l/t/t/f, so liegt dies also in und 
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um einen KreLs, construire nun den Mit- 
telpunkt C, so dafa CA = CB = CD = CE-, 
beschreibe um C mit dem gegebenen Ualb- 

U 


meaier den Kreil; fUlt dieser innerhalb 
des Vierecks, so erhält man aus der Ver- 
bindung der Durehschnittipunkte der Ra- 
dien mit der Peripherie das verlangte 
Viereck aide; fällt er insserhitb des VUr- 
ecks, so verlängere die Radien bis zur 
Peripherie und man erhält das verlangte 
Viereck a' b' d' e'. 

6.'i. Ein Quadrat zu einem regulären 
.\chteck abzustumpfen. Zeichne in dem 
ljuadrat ABDE beide Diagonalen und 
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beschreibe aus jeder Ecke mit der halben' 
Diagonale Quadranten, so schneiden diese 
die .Seiten in Punkten, die mit einander 
durch gerade Linien verbunden das re- 
guläre Achteck geben. 

Denn aus .tC = BC ^ BF= Bll 
uud .tr* + BC> = AB' 

folgt BP ^ BH'=AB> 

woraus Eli = AB 

Nun ist Fll : BF= GJ : BG 

oder AB-.BF=GJ-.BG 

oder FG + 2BC : FG ^ BG-GJ -.BG 
woraus BG : FG BG ^ GJ — BG i BG 
oder ßC* = (FG BG) {GJ - BG) 
noch ist BP = GJ' - BJ' = GJ* - BP 
={GJ + BG)IGJ- BG) 

hieraus 

{FGi BG)(GJ - BG) = {GJ ^ BG)(fiJ-BG) 
oder FG + BG — GJ -f BG 
woraus FG — GJ 

ilasseihe gilt von allen übrigen abge- 
stumpften Seiten. 

66. in ein gleichseitiges CAB ein 
Quadrat zu zeichnen, welches mit 3 Ecken 
die 3 Seiten und eine derselben in der 
Mitte berührt. 


Kig. 384. 
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Fäll« XU* «iuer Edce x. IS. C des A <U« 
Hübe CD, balliire beide rechte Winkel 
CDA und CDU durch DE und DF und 
vullende das Quadrat DEFU. 

67. In eia gleichseitiges A C.4Ä ein 
Quadrat xu zeichnen, «elches mit einer 
Seite iu eine Seite des A »■ H- >'•_ 
fällt und mit den gegenübcriiegen Ecken 
die beiden anderen Seiten des A berührt. 


Fig. 385. 



Fälle die Höhe CD, nimm beliebig Dl, 
errichte iu / ein Loth lE = 2Dt auf AU, 
siehe KD so ist der Durchachnittsimnkt 
H derselben mit CU die eine Ecke des 
Quadrats, ziehe also HG + AU, falle die 
Lothe GF und HE, so ist EFGH das 
verlangte Quadrat. 

Denn da DE : EH = Dl ■. IK =\ -.2 
so ist 2DE = EP = GH = EH = FG. 

68. Von einem beliebigen in einer Seite 
AC des gleichseitigen A ABC liegenden 
Punkt D in das A ein Quadrat lu zeich- 
nen, welches mit noch zweien Ecken die 
beiden anderen Seiten des A berührt. 


Fig. 386. 



Fälle das Loth DE, beschreibe aus £ 
den Bogen DF, errichte das Loth FG 
auf AB, halbire den fl Z fH’H ™ 
so ist DH die Diagonale des verlangten 
Quadrats; demnach fälle da* Loth Hl, 
nimm EK = Hl, ziehe DK, Ä« und + mit 
denselben HO und DG, so ist DGHK 
das verlangte Quadrat. 

Denn es ist DE - EF 

HI=FI 

daher DF. 4 HI = EFAFI = EK+ Kl 


Da nun Hl — EK 

so ist DE = Kl 

folglich A DEK A FIH 
folglich DK = HK 

ferner Z DKE = Z FHI 
aber ^ KH! A- HK! - R 
folglich z DKE -e ^ HKI — R 
folglich Z Dhll = fl. 

69. In ein Quadrat .ABCD ein gleich- 
seitiges A an zeichnen, welches mit einer 
Ecke eine Ecke C des Quadrats und mit 
den anderen beiden Ecken die ihr gegen- 
überliegenden Seiten berührt. 


Fig. 387; 



Zeichne über einer der Ecke C gegen- 
überliegenden Seiten z. B. AB das gleich- 
seitige A AF.B, ziehe aus C durch E die 
Linie CF, nimm CG— CF, ziehe FG, so 
ist A CFG das verlangte. 

Denn da Z « = ? Ä 


so ist 

Z1» = 1Ä 

also 

i + n = \R 

da nun 

AE = AB= AC 

so ist 

i) = j'-t-d = lÄ 

also 

t = lR 

Nun ist 

CA = CD 


CG = CF 


Z CAG = Z CDF 

folglich 

l^CAGmACDF 

uml hiermit Z>' = Z» = 1® 

daher 


hiermit 

z»+zl={« 

also 



70. Id einem Halbkreis ein Quadrat 
zu zeichnen, dessen eine Seite aait dem 
Durchmesser zusammenfällt. 

Nimm vom Mittelpunkt C auf dMu Halb- 
messer eine beliebige Länn CD, errichte 
in D ein Loth auf dem DurchmessM', nimm 
dasselbe OE = 2CD, xielM CS. so ist der 
Durchschnittspunkt F in der Peripherie 
eine Ecke des Quadrats, ziehe dahbr 
FG AB, falle die Lothe Fl, GH, so ist 
FQU! das verlangte Quadrat. 
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71. Dasselbe Quadrat im Halbkreise in ein 
Rectangel im Halbkreise zu Tenraniielii. 

Halbire eine lothrerbte Seite in fl, ziehe 
durch den Theilpunkt fl die Parallele KL 
mit dem Dnrchmesser, falle die Lothe KN, 
LO so ist Rechteck KL ON das verlaiiete. 
Nämlich die beiden Quadrate Ftl, Hfl 
sind nach Kll, IL rerlegt worden. 

Hit dieser Construction ist lugleicli die 
Aufgabe gelöst, in den Halbkreis 6 gleiche 
Quadrats oder in den Kreis 12 gleiche 
Quadrate zu beschreiben. 

72. In einen Kreis ein Reclangel zu 
beschreiben, dessen anliegende Seiten wie 
n ; m sich verhalten. 

Theile den Halbuie.s.ser .IC in n gleiche 
Theile, errichte in A die Tangente, nimm 


Fig. 380. 



in derselben Alt = m der gleichen Theile 
ziehe BC, ans dem Durchschnittspunkt II 
in der Peripherie ziehe DE AC, fälle 
die Lothe DF, EG, ziehe FG, so ist DEFG 
das verlangte Rectangel. 

73. In einen Quadrant ein Quadrat zu 
zeichnen, welches mit einer Ecke in dem 
Mittelpunkt und mit beiden anliegenden 
Seiten in den Halbmessern liegt. 

Halbire den Quadrant durch den Halb- 
messer CD, ziehe DK + AC, DF BC, 
to ist CEDF das verlangte Quadrat. 


Fig. 390. 



74. In einen Halbkreis ein gleichseitiges 
A zu zeichnen, dessen eine ficke in dem 
Mittelpunkt liegt. 

Halbire den Halbmesser BC in E, er- 
richte die Ordinate EF, ziehe FG A AB, 
CF und ec, so ist A CFG das verlangte. 

Aus dieser Construction entspringt un- 
mittelbar die dos regulären Rechsecks im 
Kreise; Man halbirt 2 in einem Durch- 


Fig. 391. 



messet liegende llallnnesser in E und II 
und zieht durch diese Punkte normal auf 
AB die Sehnen, welche anfser A und B 
die übrigen 4 Punkte bestimmen. 

75. In einem Quadrant ein gleichsei- 
tige.e A zu zeichnen, dessen eine F.cke 
den Hegen halbirt. 

Nimm vom Mittelpunkt C aus kwei lie- 
liebig gleiche Stücke CD, CE auf beiden 


Fig. 392. 



Halbmessern, zeichne über DE das gleich- 
seitige A GDE, ziehe von F, dem Hal- 
birungspunkt des Quadrant Parallelen FH, 
Fl mit GD und GE, verbinde III, so ist 
A FHI das verlangte A. 

5* 
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76. In einen Quadrant ein gleichaettige« 
A in zeichnen, dessen eine Seite mit einem 
Halbmesser^ läuft. 

Theile den anderen Halbmesser BC in 
7 gleiche Theile, beschreibe über BC den 
Halbkreis, errichte in dem 3ten Theil- 
punkt D Tom Mittelpunkt C aus auf BC 

Fig. 393. 



die rechtwiuklige Urdinate DE, zeichne 
aus C den Bogen EE, so ist E(1 -(i AC 
die eine Seite des rerlangten Dreiecks; 
halbire nun EG in H, errichte das Luth 
Hl bis in AC, ziehe Gl, E’l, so ist A EGI 
das Terlangte A. 

Denn es ist 

CP-CE‘ = CD- BC = IBC ■BC = l BC* 
EG* = BE(,BC + CI') 

= (.BC - CF) (BC + CE) = BC* - CF 
= BC*-*,BC*= \BC* 

Nun ist Gl* = EI* = EH* + Hl* 

= CF* = ; äc» + ; «c* = j ßc« 

folglich EG = Gl = El. 

77. In einen Quadrant ein Quadrat zu 
zeichnen, welches mit 2 Ecken die Halb- 
messer und mit den beiden anderen den 
Bogen berührt. 


so ist GH — EG 

Hl* EG auch = £fi 
und El ^ nnd ~ GH 

Setzt man 4 Qnadranten an einem Kreise 
zusammen, so bat man die Aufjgabe ge- 
löst; in einen Kreis 5 gleiche Quadrate 
zu zeichnen, von dem mittleren 5ten ist 
GH die eine Seite, HC nnd GC sind des- 
sen halbe Diagonalen. 

78. Das Quadrat im Quadrant in ein 
gleichschenkliges A im Quadrant zn ver- 
wandeln. 

Halbire beide Seilen EG, Hl in E, L, 
ziehe KL, aus C durch K, I. die Halb- 
messer CN, CM, ziehe .Mf, so ist AC4IIV 
das verlangte. 

Denn halbirt man den Quadrant durch 
CO so ist 
da CE = HP = HL 
auch LQ - *C(J 
ebenso MH = iC7t 

Nun ist CM*(- r») = MR* + CH* = JCH> 
mithin Cli‘-ir* 

aber A C.« A = MR • CR = iCR* = Jr» 
Nun ist CE*(- r*) = EF‘ CE* 

= E:F + (iEE)* = 5AF* 
mithin EE*rzlr* 

Da nun EIE = EF + EG* = 2Eh^ 
so ist EG* d. h. □ EG Hl = Jr* 
und □ E67// = A C,WiV. 

79. In einen Quadrant ABC den be- 
rührenden Kreis zu zeichnen. 

Ziehe die Sehne AB, halbire den Qua- 
drant in G, zeichne aus B den Bogen 
CH, aus A den Bogen HK, endlich aus 
C den Bogen KD, so ist D der Mittelpunkt 

Fig. 395. 


Fig. 394. 



Errichte in A eine Tangente AD = lAC, 
ziehe CD, fälle ans dem Durchschnitts- 
punkt E in der Peripherie das I.oth EE, 
nimm EG — EE, ziehe EG, nimm CH 
- CG, ziehe GH, ziehe El + GH, III* EG, 
so ist EGHI das verlangte Quadrat. 

Denn da AD= )AC 
IO ist auch EE = J/'X.' = EG = GC 
und da HC = GC = EG = EE 



des verlangten Kreises. Fällt man näm- 
lich die l.oihe DE, DE auf AC, BC, so 
itl DE = DE = DG. 

Denn es ist in Folge der Construction i 
AR* = AC*+ BC* = 2.iC* 
nu.l AB* = RH* + '2BH x AH 

= .\C* f ,4 h* J_ iAC X AK 

hieraus -MC* = .iF + .4 A» + 2.4C x AK 
oder AC* -Ah* t JAC x AK 
oder AF- i.iCuAK f Ah* = iAK* 
öder (AC- AK)* = CF = CD*=:‘iAK* 
Nun ist auch CD* = DF * DF = 2DE* 


1 
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folgUcb AK c DE = DF 
znglfich anrh 

AK= AC -CK=CG-CD=DG 
folglich DE = DF= DG 

80. In einen Qnn'lrant 3 gleiche ein- 
ander lierühremle Kreise zu zeichnen. 

Theile den Quadrant in 4 gleiche Theile, 
ziehe durch die lieideu äufseren Theil- 
punkte /), E die ll.allinie.'iser fV>, CE, 
lalle das l.«th EF auf .11', Terlängere 
CE, M) dafs EG = EF, ziehe AG und 


l'ig. 3*10. 



EU .10', zeichne iliirch II den Qiiadniiit 
IIK V\, so .sind A, <V die Mittel|iunkte der 
Terlangten Kreise. 

Denn es i.st CE: ('11= F.GxH.l 
CE : CK = EF : KL 

Nun ist CH — CK und EG = EF 

folglich ~AÜ = F.K=KL ~ 

Der Kreis aus K berührt also den Uo- 

g en in E und den Halbmesser in L, der 
reis aus H desgleichen berührt den Bo- 
gen in D, den Halbmesser in O, beide 
Kreise berühren einander in dem mittle- 
ren Halbmesser CK. 

81. In einem Halbkreise 3 gleiche ein- 
ander berührende Kreise zu zeichnen. 

Zeichne mit \ des lialbraes.sers AC=CH 
den Halbkreis HEF'GI, so liegen in die- 
sem die Mittelpunkte der verlangten Kreise 


Fig. 3!)7. 



nnd zwar der milblste A' in dein loth- 
rechten Halbmesser CI) und die zur Seite 
E und G in Entfernung fc'A'= f«'A' = CA'. 

Denn fällt man die I.othe EK, GL, 
zeichnet die C’entra'cn EIF = E'G so mnfs 
sein 


AH = EL = DF= GM = 1B=SK=GL 
=\EF=\FG 
Es sind also ofleubar Eh' und FG die 
ganzen, EK und GL die halben .Seiten 
des regulären Sechsecks im Kreise vom 
Halbmesser CH. 

Also CE= EF=2EIL 

CL = CE+ e:l = 3e:l 
folglich EL = {CL und CK=}Ct. 

Da CF = 20F, so ist OF=CO=Cy, 
mithin wird ans C mit CS noch ein tan- 
girender Halbkreis beschrieben, und es ist 
mit der vorstehenden Construction auch 
die Aufgabe gelüst, in einen Kreis 7 gleiche 
einander berührende Kreise zu zeiebuen 

82. Durch Kreisluigen die Punkte x 
und y finden, welche mit den l’iink- 
ten >1 und b ein Quadrat bilden. 


Fig. 308 



Beschreibe aus a und 4 mit ab Kreis- 
bogen. Ans deren Durchschnittspunkt e 
trage die Längen ab auf beiden Bogen 
noch zweimal ab, ef = fg = th= hk= ab\ 
zeichne aus g den Bogen ef, aus k den 
Bogen cm, schneide diese aus 4 mit b( 
in n und aus a mit ak in o, zeichne nun 
aus a mit an den Bogen ng und aus 4 
mit 4o den Bugen ox, so sind x und y 
die verlangten Punkte. 

Denn es ist zuerst gabk eine gerade 
Linie. 


Ferner ga = $n = bf = bn 
folglich nag = ,/ nab = R 
Nun ist 4f* = 4j* — fj* = 4o4’ - o4* = 3«4* 


folglich auch 
hieraus 
da nun 
so ist auch 
nun ist 
folglich 


gn* = 4«’ = 3n4’ 
an* - bn* — ab* = 2ab* 
aij — an 
ag* = 2ab* 
bg = ab 
ay* = ab* + bg* 


mithin Z abg = R 
Eben an folgt _ 4nx = R 
also abxg ist ein Quadrat. 

83. Auf dem Durchmesser AB eines 
Halbkreises au dessen einem Endpunkt 
B ist ein Loth errichtet; man soll in 
demselben den Punkt finden, dafs von 
diesem aus nach dem anderen Endpunkt 
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A de.s Dtirclimos.'^er!* eine perado Linie in einem Endpunkt z. H. R dae \,Mh RD 
pezopen . der aufserhalb des Kreises lie- — der Seite des gepebenon Quadrats, riebe 
pende Theil dersellien einer pepebeneii aus dem Mittelpunkt C die peraile Linie 
peradcn Linie a pleieh wertle. 


Kip. tot . 


Fip. ;19'J 




Nimm auf dem Loth III) = a, liesi-hreibe 
um III) den Kreis, ziehe aus A durch 
dc.ssen Mittelpunkt C die gerade Linie .IE, 
zeichne aus A mit AH den Bugen EE 
bis in die Richtung des Loths, so ist E 
der »erlangte Punkt und in AF das Stick 
FG=BD = a. 

Denn es ist AB* = AP.'X. AE 
RI-* = AFy.F(i 

daher /IE’ = .1«» + Bf’ 

= ,tEx ,IH + .lEx Et; 
hiiinus AF* — AF X F(l = AEx AH 
oder AF(,AF - FG)= AExAII 

AFx AG - AEx All 

oder da d— ~ 

All = All 

al.so auch ,IE— .tf?“ AE All 
,„lcr EC=//E = ßßro 

84. Eine pepebcne gerade Linie All su 
zu theilen, dafs das Kwhteck zwischen 
den beiden Theilen einem gepebeneu Qua- 
drat gleich werde. 

Fig. 400. 


CI), cnichte in deren Durchschnittspiinkt 
E mit der l’eripherie auf CU die Nor- 
male EE bis in die Kichtiing »on AB, 
so ist BF die »erlangte Verlängerung, 
nämlich AFx BF => BüA 
Denn A UCB Jw A Et'E 
daher BO = EF 
und AFxBF=EF‘=BO* 

86. Eine gegebene gerade Linie AB in 
zwei Tbeile zu theilen, so dafs das Qua- 
drat des einen Theils = wird dem Rectan- 
gel zwischen dem anderen Theil und einer 
zweiten gepeheneii geraden l.inie Bl). 

Fip. 40'. 




Zeichne über .4« den Halbkreis, errichte 
in einem i'uiikt, z. B. .1 auf AB das Loth 
.4 1) = der .Seite des gegebenen Quadrats, 
ziehe DE bis zur Peri^erio #- AB, fälle 
das Loth EE auf AB, so ist E der »er- 
langte Theilpunkt, nämlich -4Ex BF=A />’. 

86. Eine gegebene gerade Linie AB um 
ein Stück zu »erlängern, dafs das Rechteck 
zwischen der ganzen verlängerten Linie 
nnd dem Verlängerungsstück einem ge- 
gebenen Quadrat pleicn werde. 

Zeichne über /4E den Halbkreis, errichte 


.ScUe lieide gerade Linieu tu eiuer AD 
zusammen, beschreibe über .4/> und über 
Bl) llalbkrei.se, errichte in II die loth- 
rechte Ordinate HE, ziehe aus der Mitte 
C von Dl) die gerade Linie CE, in deren 
Durchschnitt.spunkt E mit der Peripherie, 
errichte auf CE die Normale EC bis in 
die Richtung AB, su ist C der Theilpunkt, 
nämlich 

AGxBD = BG* 

Denn es ist 

BI^ = ABxBt) 

Eli* = OB X GO 
Nun ist A BEC äS A 

daher DE = FG 

folglich"^« X BO='gBxGD 

oder ( 4G 4- BG) X BO = GB X (CE t BO) 

also AGxBO=GB* 

87. Eine gerade Linie AB so zn schnei- 
den, dafs das unter der Ganzen nnd einem 
der beiden Abschnitte enthaltene Rect- 
a'ngel dem Quadrat des übrigen Abschnitts 
gleich sei (Euklid II, 11). 


I 
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Halbire AR in C, errichte in A naf AB 
das Loth AD = AC, verlängere DA bis E, 
so dals DE = DR, nimm AP= AE, so ist 
F der verlangte Theilpunkt und zwar 
ABxRF-UAF 


Fig. 403. 



Denn es ist 

BD^ = AR* + AD*= AB* + 
auch BD* = (/I D -f- AE)* = 

= AE* ^ ABxAE 

folglich AB* + 

oder AB* = AB AE ^ AR* 
oder AB{AB - AF:) = AF:* 
oder AB^BF=AF* 


Fig. -104. 



ttS. Ein gleichschenkliges A zu zeich- 
nen, in welchem jeder der Winkel an der 
(trundliuie das Doppelte des Winkels an 
der Spitze ist. Schneide eine beliebige 
gerade Linie AB in C, so dafs ARy.RC 
= AC* (No 87), zeichne aus A mit AR 
einen Kreisbogen, nimm BD als Sehne 
— AC, ziehe AD, so ist das ver- 

langte und Z ^BD = ^ ADB = 2 Z RAD. 

Denn zieht man CD, beschreibt um die 
Funkte A, C, D einen Kreis, so ist 
da AC* = BD* = ABxBC 


BD die Tangente des Kreises ACD in 'D 
folglich ZBDC= ^CAD 
hierzu ^ADC = ^ADC 

^ADR = ^CAD + ^ADC = Z BCD 
also auch Z. ARD =:^ BCD 
daraus RD = CD 

also auch AC^CD 

rlaraus ZCAD = CDA • 
und ZADR = zARD = 2ZBAD. 

_ 88. ln und um einen Kreis das regu- 
läre Sechseck zu zeichnen. Trage aeii 
Halbmes.ser in der Peripherie 6 Mal herum. 
Für den ersten Fall verbinde die Theil- 
punkte durch Sehnen, für den zweiten 
Fall ziehe an denselben Tangenten bis zu 
ihren gegenseitigen Durchschpittspunkten. 

89. In nnd um einen Kreis das regu- 
läre Dreieck zu zeichnen. Von den Theil- 
punkten des Sechsecks verbinde für den 
ersten Fall den ersten mit dem dritten, 
diesen mit dem fünften, diesen mit dem 
ersten durch Sehnen; für den zweiten 
Fall ziehe an den genannten Theilpnnkten 
Tangenten bis zu Ihren Durchschnitts- 
punkten. 

90. In und um einen Kreis das regu- 

läre Zwölfeck zu zeichnen. Ilalbire jeden 
der 6 Bogen, die dem regulären Sechseck 
angehören und verfahre mit den 12 Theil- 
punkteu wie beim Sechseck. ^ 

_ 91. In und um einen Kreis das regu- 
läre Viereck zu zeichnen. Zeichne swei 
normal auf einander befindliche Durch- 
messer und verfahre mit den 4 Theil- 
uuiikten in der Peripherie wie beim 
Sech.seck. 

92. ln nnd um einen Kreis das regu- 
läre Achteck zu zeichnen. Halbire die 
Quadranten des Kreises und verfahre mit 
den 8 Theilpnnkten wie vorher. 

93. In einen Kreis ein reguläres Fünf- 
eck zu zeichnen. (Euklid IV, 11.) 


Fig. 405. 



Zeichne ein gleichschenkliges A ^lo 
No. 88, trage in den gegebenen Kreis nach 
No. 39 das diesem ähnliche t^ABD, in 
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d*m tl*o ABD — /C. ADB — Iz. BAD, xachne aiu H den Bogen Gl bis in die 
halbire die beiden ^ and d/>fi durch Verlängemng ron BA, Beschreibe nun 
BE nnd EF, verbinde die Pankte A, F, aus t und B mit AB und mit Bl Bo- 
B, D, E, A, so entsteht das verlangte gen, »eiche sich in D und F schneiden 
reguläre Fünfeck. Denn da die Peripherie- 


winkel der Bogen BD, BF, AF, AE, DB 


einander gleich sind, so sind auch diese 
Bogen selbst nnd deren Sehnen einander 


Fig. 401’., 



lären Fünfecks zu balbiren um das regu- 
läre Schneck zu erhalten. Allein man 
wendet die Euklidische Construction ein- 
facher sogleich auf das Kehncck an, in- 
dem man den z BAD, Fig. 40ä, als Cen- 
triwinkel statt als Peripheriewinkel con- 
stmirt: 

Man constniirt nämlich einen Qnadrant 
ACB, halbirt einen Halbmesser in 0, zieht 
BD, zeichnet aus O den Bogen CE, aus 
B den Bogen EF, so ist Sehne BF die 
Seite des regulären Zehnecks. 

Denn es ist hier BD' = BC* -) CO* 


oder (ä£ -I- C fl)* = Bf-« + 
oder + + 


oder da BF-=BE 

BF* + BC ■ BF= BC' 
oder BF*=BC% (BC - BF) 
wie in Fig. 403 (zu No 87), wo 
AF*=AB(AB- AF) 
folglich wenn man CF zieht, nach No, 88 
Z CBF= z BFC = i z BCF 


Fig. 407. 


gleich. 

9t. In einen Kreis ein reguläres Zehn- 
eck zu zeichnen. 

Nach der Construction des Euklid No. 93 
hat man nur noch die Bogen des legn- 



und 2 Punkte für die Ecken des Fünf- 
ecks sind. Die 5te Ecke E erhält man 
dnreh Bogen aus D und F mit AB. 

Diese Construction gründet sich auf 
die Eigenschaft des Fünfecks, dafs 2 Dia- 
gonalen, wie AF, Bl), sich so schneiden, 
dafs .jeder gröfsere Abschnitt CD nnd CF 
= iler Seite .Ul und zugleich die mittlere 
geooietrische Proportionale zwischen der 
ganzen Diagonale und dem kleineren Ab- 
schnitt BC nnd .4C wird, dafs also 
BD : ÜC = DC : BC 
oder BD:AB = AB.BC 
Nun ist construirt: 


HP= HG' = AG' i AH' = AB' + 
hieraus IIP — ( = -tß* 

oder (///-pl^)(///_^^) = .4ßa 


oder Bl x ,4/= AIP 
Da nun Bl = .\B -b .4/ 
so ist AI — dem kleineren .Abschnitt der 
Diagonale und Bf = der ganzen Diagonale. 

97. Auf einer geraden I.inie ,4B als 
Seite das reguläre Zehneck zu constmiren. 


Fig. 408. 


95. Cm einen Kreis ein reguläres Fünf- 
eck zu zeichnen ist im Euklid der fol- 


gende Satz 12. Man construirt die 5 Punkte 
in der Peripherie für das reguläre Fünfeck 
im Kreise und zieht an denselben 5 Tan- 
genten. Eben so verfährt man für das 
reguläre Zehneck um den Kreis. 


90. L'eber einer geraden I.inie .4ß als 
Seile das regniäre Fünfeck zu beschreiben. 


Errichte in beiden Endpunkten /I, ß 
ilbir 


Lothe , wie AG = AB, halbire AB in H, 
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Halbir« AB io D, Terlingere AB, nimm 
BB= jAB = DB , errichte in E »nf AE 
das Lnth EF = BE, zeichne aus D den 
Bogen Ffi, errichte in /> ein I.oth anf 
AB nnd schneide dieses ans .1 mit AG 
in r, so ist C der Mittelpunkt des Krei- 
ses, in welchem AB die .Seite des regn- 
lären Zehnecks ist 

Denn wie in Fig. 40:i zu Nu. 87 ist hier 
( DP - Ehy = {DE- BG) DE 
oder BG* = DF? - DEy. BG 
oder (OK + Oß) x «« = DE* 
oder AGyBG = AB* 
oder AG (AG- I«) = AB* 
oder AC'AC- IB) = AB* 
mithin AB die Seite des Zehnecks ini 
Kreise rnm llallinie.sser .If’. 

98. ln einen Kreis ein reguläres Funf- 
zehneek zu he.schreil>en. 

Kesrhreihe an einem beliebigen Punkt 
der Peripherie die Seite des regulären 
Dreiecks nnd an demselben Punkt nach 
dersellwn Kicbtnng die Seite des regulä- 
ren Fünfecks, der Bogen zwischen beiden 
Seiten } — j = ,‘j — ,j = ,\ der Periphe- 
rie halbirt, gieÜ der Peripherie und 
die Sehne desselben die Seite des regu- 
lären Fnn&ehnecks. 

99. Ein # ABV.D in ein Rechteck zu 
rerwandeln. 

Verlängere eine Seite z. B. f'O des # 
da wo die Verlängerung mit der anlie- 
genden Seite einen spitzen z bildet, fälle 
Ton den Ecken der gegenüber liegenden 

Fig. 409. 


Verlängere eine Seite DB bis E, so 
dafs BE = a. Tollende das 4^ ABEF, ziehe 
die Diagonale FB bis in die Richtung 
Ton CD, ziehe GH 4= DE, Tollende die 
44 0/ und BH, so ist 44 verlangte. 

10t) Ein 44 ABCD in ein A au ver- 
wandeln. 

Verlängere eine Seite z. B. AB um eine 
gfeiche Länge OK = AB, ziehe von E 
nach D, so ist A AED das verlangte. 


Fig. 411. 



Errichtet man in B das Loth BF, zieht 
AF nnd KK, so erhält man ein verlang 
le.«. gleichschenklige.s A AKK. Ehen so 
kann man ein 44 >'• '>u A mit gegebe- 
nem Winkel, und ein A in ein 44 ver- 
wandeln. 

102) Ein Rechteck CB in ein Qnadrat 
zu verwandeln. 

Beschreibe über einer der beiden län- 
geren Seiten z. B. AB den Halbkreis, aus 



Seite A und B Lothe AE, BF auf die 
verlängerte, so ist ABFIF' das verlangte 
Rechteck. 

100) Ein 44 CB in ein anderes 44 n>H 
denselben Winkeln und einer gegebenen 
Seite a zu verwandeln. 

Fig. 410. 




Fig. 412. 


.4 den Quadrant CE, errichte in E die 
Ishrechte Ordinate EK, zeichne ans A 
njk AF den Quadrant GF'H, vollende 
das Qnadrat AGIH, so ist dieses das ver- 
langte. Hiernach ist mit Hülfe von No. 99 
jedes 44 i und mit Hülfe von No. 101 je- 
des A in ein Quadrat zu verwandeln. 

103. Ein A ABC in ein anderes A mit 
gegebener (irundlinie a zu verwandeln. 

Nimm auf einer Seite z. B. AB die 
Länge AD = n, ziehe CD und ans B die 


Fig. 113. 
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Linie BE:\--CD^ ziehe DEy so ist ADE 
das verlangte A- 

Denn es ist A CDU - A fDE 
hierin A — a AC !) 

giebt A ACD^ A CDlt - A ACÜ^/^CDE 
oder A AliC = A ADE 


Fig. 414. 



104) Kill £^ABC iu ein anderes mit 
gegebener Höhe h zu verwandeln. 

Trage anf einer Seite z. B. AB des A 
die Höhe AD = k auf, ziehe aus D eine 


Fig. 415. 



Parallele DE mit AB bis zu einer Seite 
z. B. AC oder in deren Richtung, ziehe 
FJi und aus C die Parallele CF damit 
bis in die Richtung von AB, ziehe EF, 
so ist A EAF das verlangte. Beweis wie 
^o. 103. 


Fig. 416. 



106) Ein Viereck ABCD in ein Dreieek 
zu verwandeln. 

Zeichne eine beliebige Diagonale z. B. 
AD, aus einer der anderen beiden Ecken, 
z. B. C die Parallele CE damit bis in die 
Richtung der gegenüber liegenden Seite 
AB, ziene Dk, so ist £a^DEB das ver- 
lange. Beweis wie No. 108. 


Fig. 417. 



IOC) Ein Fünfeck ABC DE in ein Dreieck 
zu verwandeln. 

Ziehe von einer Erke z. B. D die bei- 
den Diagonalen DA, DB. Verlängere AB 
zu beiden Seiten, ziehe von den benach- 
barten Ecken C, E Parallelen Cü, Et 
mit der nächsten Diagonale bis in die 
Richtung von AB, ziene die Linien DF 

Fig. 418. 



und DG, so ist A DFG das verlangte. 
Es ist hienuit jede beliebige geradlinig 
vielseitige Figur in ein A und nach No. 
101 in ein Quadrat zu verwandeln. 

107) Eine gegebene vielseitige Figur 
in ein Dreieck zu verwandeln, dessen 
Grundlinie in eine deren Seiten und des- 
sen Spitze in einen gegebenen Punkt fällt, 
der in einer Seite oder innerhalb oder 
aufserhalb der Figur liegen mag. 

Verwandle die Figur nach No. 106 in 
ein Dreieck, dessen Spitze in einer Ecke 
der F'igur liegt, dieses dann nach No. 104 
in ein A von derjenigen Höhe, die den 
Abstand der gegebenen Spitze von der 
Grundlinie FG angiebt, und von diesem 
verlege dann die Spitze an den gegebe- 
nen ürt wie No. 101 D nach F oder C. 

108) Ein A ABD iu ein gleichseitiges 
Dreieck zu verwandeln. 

Beschreibe über AB das gleichseitige 
A EAB. Ist die Höhe EL desselben gröfser 
als die Höhe des gegebenen A. bes^reibe 
über EL den Halbkreis, errichte auf EL 
durch D die rechtwinklige Ordinate GF, be- 
schreibe aus L mit FL den Bogen Fit 
bis in EL, zeichne durch /I die Linien 
HI A^AE und HK 4^ BE, so ist A I//K 
das verlangte. 

Ist die Hoho II L kleiner als die des gege- 
benen Dreiecks, so verlängere dieselbe, fUIe 



Constroctionen, genm, 75 


Constrnrtionen, geotn. 


Fiff. 419. 



Ton Ü cUh Lulb IKl auf EL, beschreibe 
über GL den llalbkrei.», errichte in E auf 
EL die rechtwinklige Ordinate, zeichne 
ans L mit EL den Bogen FH, ziehe 
Hl 4^ AE, HK+BE, so ist C^HIK das 
Terlaogte. Denn es ist in beiden Fällen 
t\ABD\l^ABEz:GL -.EL 
ABE.C^ HIE = EL’: HL’ 
hierans £^ABD :'a HIE = GL ~EL : HL’ 
oder FL’ 

mithin A iBO = A HIE 


Fig. 420. 



109) Ein gegebenes in ein einem 

zweiten gegebenen A-c ähnliches Oreieck 
an Terwanoeln. 

Lege (wie in Fig. 419 u. 420 das gleich- 
seitige ^AEB) über eine Seite AB das 
Dreieck X, und zeichne durch Parallelen 
mit dessen über AB befindlichen Seiten 
das ihm ähnliche A AEB, dessen Grund- 
linie .dfi ist, fälle aus E die Höhe EL, 
nnd construire weiter , wie No. 108, so 
erhält man A HIE O) A ABD und oo A». 

110) Jedes beliebige Vieleck in ein A 
zn Terwandeln, das einem gegebenen A* 
CO ist. 

Verwandle das Vieleck nach No. 106 in 
ein Al und verfahre daun nach No. 109. 

111) Ein gegebenes Vieleck in ein Viel- 
eck tu Terwnndeln, welches einem ande- 
ren gegebenen Vieleck N ähnlich ist. 


Verwandle ilas gegebene Vieleck in ein 
Quadrat, dessen Seite sei a, verwandle 
ebenso das Vieleck JV in ein Quadrat, 
dessen Seite sei ä; nun nimm eine be- 
liebige Seite c des Vielecks JV, so 6ndet 
man die derselben homologe Seite t, wenn 
man zn den Längen 4, o, e die vierte 
geometr. Pro|>ortionale construirt. (No. 22). 

Denn bezeichnet man den Inhalt des 
zn verwandelnden Vielecks mit F, so 
hat man 

F:.V = n>:4« 

.“toll nun das Vieleck von der Seite 
x = F werden, so hat man ebenfalls 

hieraus «‘"x c> = 4' x x* 
oder a Xe =b X * 

oder 4 I a r: 0 • ar 

112) Ein A ABC in ein Trapez zu ver- 
wandeln, welches zu einer der parallelen 
Grundlinie)! eine der Dreiecksseiten AB 
hat, und von deren anliegenden Winkeln 


Fig. 421. 



der eine der ABC des A, der andere 
aber gleich einem gegebenen Z. * ist. 

Zeichne Z. ABD = t, ziehe CD + AB, 
zeichne über Cfl den Halbkreis, AE^ BD, 
errichte in E die lothrechte Ordinate EF, 
zeichne ans D mit DF den Bogen FG, 
ziehe GH =1 AE, Hl + AB, so ist Trapez 
ABHI das verlangte. 

Es ist zu zeigen, dafs 

A BEI = A CKH 
oder dafs A BHI i= A HBC 
Nun ist 

A BH/ : A HAB = Hl : AB 
d:CHB:C^HABezCH:AH 
= CG : GE 

= CD- DG: DG- DE 

Da nun 

CD :DG= DG : DE 

so ist 

CD-DG : DG- DE = DG : DE 
= H! : AB 

oder A CHB : t.HAB = H! . AB 
folglich A BHI = A CHB 

113) Ein Trapez in ein anderes Trapez zu 


\ 
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verhandeln, welches mit ihm eine pa- 
rallele Gmndlinie und einen daran lie- 
genden ^ geraein.fchaltlich hat, dessen 
zweiter anliegender aber einem gege- 
benen ^ X ^eich ist. 

Verwandle das Trapez in ein Dreieck 
mit der beizubehalten Grundlinie und dem 
heizuhehaltenden z> »nd dieses nach 
No. 112 in das verlangte Trapez. 

114) Zwei oder mehrere gegebene Qua- 
drate A, B, C deren Seiten a, 6, c..., 
ai.so ebenfalls gegeben sind in ein einzi- 
ges Quadrat zu verwandeln. 

Fig. 422. 



Verlängere eine Seite des einen Qua- 
drats .1 um die Seite b des zweiten Qua 
drats, ziehe die llypothenuse x, so ist 
das Quadrat über x = A B; setzt man 
an X unter einem Bz. die Seite c des 
dritten Quadrats, .so erhält man in der 
Hypothenuso y die Seite des Quadrats 
= >1 -}■ 5 + r u. s w. 

llä) Ein Quadrat zu zeichnen, welches 
gleich dem Quadrat A weniger dem Qua- 
drat B. 


Fig. 423. 
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Beschreibe über einer Seite des Qua- 
drats A einen Halbkreis, trage die Seite 
des Quadrats B als .Sehne ah ein, so ist 
die andre Sehne bd die Seite des verlang- 
ten Quadrats; zeichnet man also aus d 
mit db den Bogen, .so ist das über de 
beschriebene Quadrat V das verlangte 
A- B. 

116) Ein Quadrat zu zeichnen, welches 
nmal einem gegebenan Quadrat A = ist. 

Die Seite ab des gegebenen Quadrats 
verlängere bis d, so ual's ad — n>aby be- 


Fig. 424. 



schreiire über ad den Halbkreis, verlän- 
gere hy bis zur Peripherie in /", zeichne 
aus a den Bogen fe, so ist ae die Seite 
des verl.mgten Quadrats eh. 

Denn 

A :0eA = «/»* : oe* = a&* ; af* = ab* zab-ad 

= a6 : oi/= I : it 

117) Ein Quadrat zu zeichnen, welches 

— eines gegebenen Quadrats B = ist. 

Es sei nd die Seite des gegebenen Qua- 
drats, .so be.'^chreibe über ad den Halb- 
kreis, nimm ab = — ad, errichte die 

n 

rechtwinklige Ordinate bf, beschreibe aus 
a den Bogen fe, so i.st ae die Seite des 
verlangten Quadrats. Denn es ist 
[Jarf:C]rte = rtd* : ae* — aJ* zaf* = ad*zab • ad 
= ad z ab = n z \ . 

118) Ein Quadrat zu zeichnen, welches 

— eines gegebenen Quadrats A = ist. 

Ist in > n, so sei ab die Seite des gege- 
benen Quadrats, theile ab in n gleite 
Theile, verlängere ab bis d, so dafs ad 
= m solchen Theilen ist, die übrigen 
Constructionen wie No. 117; dann ist ae 
die Seite des verlangen Quadrats. Deun 
□ a6 : Qae = ab* : ae*-= abl* z af* 

— ab* z ad*ab = ab z ad = H z m 

woraus Dac = — Oflo 
n 

Ist m < n ; ad die Seite des gegebenen 
Quadrats, so theile ad in n gleiche Theile, 
nimm ab = m derselben , construire wie 
vorher, so ist ae die Seite des verlangten 
Quadrats. Denn 

□ «d : = ad* z ae* = ad z ab = n z tn 

woraus Dne = — □od 
n 

119) Aehnliche Figuren und Kreise 
werden summirt, subtrahirt, vervielfacht 
und getheilt, wenn man mit ähnlich lie- 
genden Seiten oder Diagonalen und mit 
Halbmessern oder Durchmessern so opc- 
rirt, wie in den vorigen 5 Constructionen 
No. 1 14 bis No. 118 mit den Quadratseiten. 

120) Ein Quadrat zu zeichnen, welches 
313 nFufs enthält 

Da 313 ciue Primzahl ist, so dividire 
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mit 10, und man erhält 313 = 31,3x10. 
Nimm nnn ad = 31,3 Fuia, aä= 10 Fufa, 
ronatrnire wie vorher, so bat man nt als 
die Seite des verlangten Quadrats Denn 

es ist 

ae‘ = aixad = 10’x3,l3' = 313 DFufs. 

121) Von einem A -iBb ein A abiu- 
srhneiden, welches sich su dem ganzen 
A verhalt wie zwei gegebene Xiihlen m, n. 


Fig. 425. 



Beschreibe über einer .Seite z. B. UB 
den Halbkreis, theile DB in h gleiche 
Theile, errichte in dem mten Theilpunkt 
von D ab, in K die rechtwinklige Ordi- 
nate Eh', beschreibe aus D mit DE den 
Bogen EG, ziehe G II -4: AB, so ist 
A DGII : A DAB = m : n. Denn es ist 
A DGII : DAß = Oß’ : Dß» = «/■•» : «ß* 
= OK.ßÄ:Üß>= DE:DB = m-.H 

122) Auf dieselbe Weise theilt mau 
auch andere gradlinige Figuren. Z. B. 
Von dem Fünfeck ABCDE ein ähnliches 
abzuschneiden, welches die Hälfte des 
Uanzen beträgt. 


Fig. 426. 



Zeichne über einer Seite z B. AE den 
Halbkreis, halhire AE in E, errichte die 
rechtwinklige Ordinate EG auf AE, be- 
echreilie ans .4 mit AG den Bogen At, 
aiehe aus A dis Diagonalen Au, AC, 
ed + ED, dc+ DC, cl b CB, so i.st das 
Fünfeck Ahrdt das verlangte. 

123) Ein A lu zeichnen, welches dem 
gegebenen A ABD <vi ist und ein beliebig 

Vielfaches, z. B. das-^ fache desselben 

m 

beträgt. 

Theile eine beliebige Seite z. B. AD 


Fig. 427. 



in Bl gleiche Theile, verlängere sie und 
trage noch (n- m) derselben Theile hinzu, 
so dafs die Länge AE n gleiche Theile 
enthält, beschreibe über AE den Halb- 
kreis, errichte in D auf AE die recht- 
winklige Ordinate DG, zeichne aus A den 
Bogen GE, ziehe EU 4 BD bis in die 
Kicntung von AB, so ist A -4 EU das 
verlangte. 

124) Ein Dreieck, Viereck, Vieleck kann 
in eine beliebige Anz-ahl (n) gleicher Theile 
getheilt werden , so dafs die homologen 
Seiten mit einander -4^ laufen, wenn mau 
nach No. 121 und 122 verfährt, indem 
die Seite, über welcher man den Halb- 
kreis zeichnet, in n gleiche Theile theilt, 
in den Theiipnnkten rechtwinklige ()rdi> 
naten errichtet und für die Paralleien 
aus der gemeinschaftlichen Spitze (A Fig, 
426) die Bogen beschreibt. 

125) Innerhalb eines A den Punkt zu 
bestimmen, von dem aus 3 gerade Linien, 
eine nach einer Ecke, die beiden anderen 
4^ den der Ecke anliegenden Seiten das 
A in drei gleiche Theile theilen. 


Fig. 423. 



Theile eine Seile z. B. .4ß in 3 gleiche 
Theile BE, EE, EA, beschreibe über AD 
den Halbkreis, errichte in einem Theil- 
punkt E die rechtwinklige Ordinate EG, 
zeichne aus D den Bogen GH, ziehe 
III I BD, halbirc III in E, ziehe AE, 
EL 4 AB und EM p AD, so sind die 
Trapeze ABLE, ADME und das C^LEM 
die 3 gleichen Theile. 

Denn es ist 

ME» DH* = DG* = DExAD= {Ab* 


I 
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daher A LKM = i A ABD 
und Trapez 

y|ß£,/if = Trap. ADMK=\^ABD 
126} Es isteiii Dreieck/lßl>gegebeii,man 
soll den innerhalb desselben liegenden 
Punkt V durch Coustruction finden, von 
welchem aus nach den 3 Ecken gerade 
Linien gezogen das A i« 3 Dreiecke ge- 
theilt wird, die sich wie gegebene Zahlen 
a:b:c z. ß. 4:5:7 verhalten. 


Fig. 429. 



Theile eine Seite des Dreiecks in dem 
Verhältnifs der gegebenen Zahlen, ziehe 
aus den Theilpunkten mit den ihnen zu- 
nächst liegenden Seiten Parallelen, so 

K 'ebt deren Durchschnittspunkt den ver- 
ngten Punkt. 

Ist nämlich 

AE . EF : FB = a I b : c = i :b .7 
EG + AD, FH + BD, und man zieht von 
deren Durchschnittspunkt C die Linien 
CA, CB, CD so ist auch 
A ACD : A ACB : A BCP ~n:b:r 

-4:5:7 

Es erhellt dies sogleich, wenn man DE 
und DF zieht, denn man bat {^,ADE 
= ACD u. s. w. 

Ferner ^ADE : A EDF •. l^FDB = a\ h \r 

=4:6:7 

127) Ein i\ABC von einem in einer 
Seite z. ß. AB belegenen Punkt U aus 
iu 2 gleiche Theile zu (heilen. 


Fig. 430. 



Ziehe DC nach der gegenüberliegenden 
Ecke, halbire AB iu E, ziehe EF + DC 
und DF, so ist A^ DF = Viereck BCDF 
= {£^ABC. 

Denn zieht man EC so ist 
A EFC = A ßP'D 
hierzu A EFA ~ A ^P'A 

giebt A AEC = A ADF 


Da nun /!^AEC— IC^ABC 
so ist t^ADF= )^£:^ABC, folglich Viereck 
BCDF ebenfalls 

128) Das iS ABC von demselben Punkt 
D aus in 3 gleiche Theile zu theilen. 

4 


Fig. 431. 



^ - V*’ - - t 

Ziehe DC, theile AB in 3 gleiche Theile, 
ziehe aus den Theilpunkten E, F Paral- 
lelen EG, FH mit DC, ziehe DG, DH 
so i.st MDG = A BDH = Fünfeck EGCHD 
= jA/lßC. Beweis wie No. 127. 

129) Jedes ABC ist von demselben 
Punkt D aus in eine beliebige Anzahl n 
gleicher Theile zu theilen. Man zieht 
DC, theilt AB in n gleiche Theile, zieht 
aus sämmtlichen Theilpunkten Parallelen 
mit DC und von D aus nach den iu ylC 
und BC erhaltenen DurcLschnittspunkten 
gerade Linien. 

130) Ein t^ABC von einem innerhalb 
des.selben beliebig gelegenen Punkt D iu 
zwei gleiche Theile zu theilen. 


Fig. 432. 



Ziehe durch eine beliebige Ecke z. ß. 
A durch D die gerade Linie AE bis zur 
gegenüberliegenden Seite BC, halbire BC 
in F, ziehe FG + AC bis in AE, ziehe 
DC und aus G die GH + DC, ziehe DH, 
so ist Viereck ACHD = Figur ADHB.l 
= {/SABC. 

Denn wenn man noch CG zieht, so ist 
L/^ABC = MFC=C:^ACG 

A ACD + A DCG = A ACD -|- A DCH 
= ViArprlc ACDH 


131) Ein A ABC von dem Punlrt D 
innerhalb in 3 gleiche Theile zu tbeileu. 
Ziehe von A durch D die AE, ferner 
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DB und DC\ th«ile ItC durch f' und K 
in 3 gleiche Theile, ziehe (wie Fig. 439) 
t'G ^ ACt F'G'^^AB, aus G die I.inie 
GH + DC^ aus G* die G^H'^ DB^ ziehe 
DH und DH', ao ist Viereck AD HC 
= Viereck ADH'B = A DHH' = J C^ABC. 

132) Jedes A ^BC läfst sich von einem 
innerhalb beliebig gelegenen Punkt D aus 
iu eine beliebige Anzahl (n) gleiehe Theile 
tbeilen, wenn man wiederholend construirt 
wie No. 131. 

133) Eiu Parallelogramm gleich der 
nällle einM gegebenen Vierecks AB DK 
zu zeicbnea. 


Fig. 434. 



Halbire die 4 Seiten in h\ G, H, l, 
verbinde die Halbirungspunkte, so erhält 
man das verlangte #. 

Denn denkt man sieh die Diagonalen, 
so hat man 

1) aus BF-.FA = BG t GD 

FG 4^ .40 

aus F.l I /.4 = EH: HD 

J'l* 

also ~FG^HI 
ebenso Fl GH] 

2) C^DGH = [C^DBF. 

A AFI ~ ^ ^ABE 

hieraus 

A 0 GH + A ^Fl = j Viereck ABDE 
ebenso 

A BFG 4 A F.H! = i Viereck ABDE 
# FC«/ = i Viereck ABDE 

134) Ein Quadrat durch 4 gerade Li- 
nien so zu zerschaeiden, dafs die .Stücke 
geeignet zusammengesetzt. & gleiche Qua- 
drate geben. 


Fig. 43b. 



Ualbire die 4 Seiten uud ziehe von deu 
Ecken nach den Halbirungspnnkteu , so 
dals je 2 und 2 mit einander werden, 
M ist die mittlere Figur ein Quadrat und 
J^es der kleinen Dreiecke wie EIN setzt 
sich mit dem nebenliegenden Trapez wie 
EHO mit EHMN zu einemQuadrat EVHN 
zusammen. 

Denn äABGSB^DAH 

daher Z ABG = ^ ÜAH 

und ^ AGB = ^ DHA 

hieraus A AGK cc A AHD 

folglich ^ AEG - ADH = R 

so sind auch Z. B, >1, N rechte z- ‘ 

Aus A AGh «j A ABU 

und .4C = i AD 

folgt AK = i AH : KH = KL 

- LN = MN 

so dals KI.MN ein Quadrat ist. 

Dafs bei Verlängerung von MH bis U, 
wo die Normale E<) aus E trifft, A EIN 
CU A EHO fol^ leicht und eben so dafs 
NU ein dem mittleren gleiches Quadr.nt ist. 

13.')) Einen Kreis in eine beliebige An- 
zahl gleicher Theile der Art zn tbeilen, 
dafs der Umfang jedes Theils dem l'ni- 
fang des Kreises gleich ist. 


Fig. 43P. 



Soll der Kreis in n gleiche Theile ge- 
theilt werden, so theile einen Durchmes- 
ser AB in n gleiche Theile, hier bei- 
spielsweise in 3 Theile AB = BD = DE, 
Beschreibe über AB, AD oberhalb, über 
ED, EB unterhalb Halbkreise, so ent- 
stehen C Flächenräume, von denen ^e 2 
und 2 einander A sind; a mit a, ( mit i. 


• t 
1 


i 

1 
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c mit c. Die drei gleichen Theile sind 
in den beiden äubereu (a -t- c) in dem 
mittleren 2k. Dab diese einander gleich 
sind, erhellt ans dem Knlgendeii. 

Bezeichnet man den Inhalt des KreUes 
mit 21, den des Halbkreues also mit /, 
so ut jeder Ilalbkreb über .tfi und DE 
= o = (()•/ = 1 1 i jeder Ilalbkreb über AD 
nnd fifi = a + 4 = (!)•/ = }/: »l«» «• 

Mithin sind die Theile a + c = (} + j) / 
= 5/ und der mittlere Theil 2‘4 = 2-J/ 
r:}/; die 3 Flächcnräume also einander 
gleich. 

Die Umfange der Tlalbkrebe verhalten 
sich aber wie deren Durchmesser, der 


gante Halbkreis, abo der um e=P ge- 
setzt, bt der Halbkreis um a=J/'; der 
um 4 = } P. 


Der Kaum a c hat also den Umfang 
P + IF \ i P = 2P-, der mittlere Kaum 
24 hat den Umfang 2 x{P+ 2 xJP = 2P 
= dem Umfang des ganzen Kreises. 
Thoilt man den Kreis allgemein in h 

Theile, so bt der erste Theil ; der 

d — 1 T 9 — 4 

Kweite = a" ^ “ t ^ ~ i ^ 

— I; der letzte = ^ 

Von diesen setzt sich der obere erste mit 
dem unteren letzten, der obere zweite mit 
dem unteren vorletzten u. s. w. zusam- 
men ; die it Theile sind also 

2 , 

= — f u. a. w. 


von AC auch DE, AG u. s. w. nfach so 
grofs werden. Für den Fall, dab AC = 1 
ist, heifst DE der Sinns (lia) von a, DF 
der Uoeinus (cos) von a, .AG die Tangente 
(/j) von a, BH die Cotangente {cot) von 
a, CG die Secante (sec) von a, CH die 
Cosecante (rosce) von a, nnd die Linien 
DE, DF u. s. w. mit der Linie AC ver- 
glichen, geben bildlich Verhiltnibzahlen 
zu der Zahl 1. Setzt man /tt’ = r so ist 
offenbar WK = r-siw n; DF = r • cot a 
u. s. w. d. h. sie sind wirkliche Längen, 
die mit der Länge r in gewbsen Verhält- 
nissen stehen, und diese zunächst sollen 
hier für die vier Figuren, welche sämmt- 
liche Fälle enthalten, construirt werden. 

1. Fälle von dem Kndnnukt D des be- 
weglichen Schenkels CD ein Loth DE 
auf den festen Schenkel .tC, so ist DE 


= r -si« a. 


Fig. t37. 



II. Fälle von dem Endpunkt D de« 
beweglichen Schenkels CD auf den festen 
Schenkel BC des (Implements- Winkels 
BCD ein Loth DF, so ist DF = r • cot a. 

Für DF kann auch die ihr gleiche Linie 
CE gesetzt werden. 


n 

und man ersieht , dab die Construction 
allgemein gültig ist, da auch die Umßnge 
sich als gleich grob und gleich dem Kreis- 
nmfang sich ergeben. 

Constractionen, trlgonometrliche. In 

den Fig. 437 bis 440 sind die Krebc mit 
gleichem Halbmesser .46’ beschrieben, in 
4 (Quadranten getheilt, die wie Fig. 437 
mit I. dem ersten bis IV. dem 4teu (Qua 
ilrant bezeichnet sind. Es bt also /i ACB 
= 90'^. Der z ACD = a winl von dem 
festen Schenkel .4C aus construirt; 
der bewegliche Schenkel CD liegt 
Fig. 437 im ersten, Fig. 43» im zweiten, 
Fig. 439 im dritten nnd Fig. 440 im 
vierten Quadrant. Der Complemenbwin- 
kel zu o bt in Fig. 437 — f . ' BCD in Hg 
438, 439 und 440 = - Z HCD. 

Allo Linien wie DE, AG u. s. w. ste- 
hen mit dem Halbmesser AC in geradem 
Verhällnib, so dafs mit dem n fachen 


Fig. 438. 



III. Errichte auf dem festen .Schenkel 
AC in dessen Endpunkt A ein Loth AG 
bis in die Kichtnng dc.s lieweglichen Schen- 
kels CD, so ist .AG = r lg ii. 

IV. Errichte auf dem festen Schenkel 
BC den (’ompleiuentswinkel BCD indes- 
sen Endpunkt B ein Loth BH bis in die 
Richtung des beweglichen Schenkels CD, 
so bt BH — r • cot «. 


Digitiz.«j-biiXioogle 
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Fi(f. 439. 



\ . Die I.änge CO des UcwessHchen 
.Schenkel.« CI) zwi.sclieu dem Scheitel- 
punkt C des Winkels rt und dem End- 
punkt G der Tangente von n i.«t r-trra 


Kig. 440. 



VI. Die Länge CH des heweglichen 
Schenkels CD zwischen dem Sebeitmpunkt 
C des Winkels n nnd dem Endpunkt H 
der Cotangente von n ist r • cotee ri 

2) Die Figuren sind absichtlich so ge- 
zeichnet, dafs die Linien AC und CD 
einerlei Neigung haben , also denselben 
spitzen Winkel (n) mit einander bilden, 
so dafs wenn die Winkel in den 4 Qua- 
dranten mit n,; oj ; n, bezeichnet 
werden ; 

ft, = 180° - ft, 

n, = 180° -i- n, 
ft, - 360° - n, 

Sämmtliche gleichnamige trigonome - 
trische Linien sind einander gleich, und 
da nun zu jedesmal vier verschiedenen 
Winkeln dieselben trigonometrischen Li- 
nien gehören, so hat man auf deren Lage 
zu achten, und diese mit positiv 
nnd negativ zu bezeichnen. Han setzt 
fest, dafs sämmtliche trigonometrische 
Linien für alle Winkel im Isten Quadrant 
positiv sind. 

Die Lage des .Sinus ( DE) kann nur 
entweder über dem Schenkel AC oder 
unter demselben sich befinden, folglich 
ist <in R in Fig. 437 und 438 positiv, in 
Fig. 439 und 440 negativ. 

Die Lage des Cosinus (DF) kann nur 
entweder links von HC oder rechts 
von BC sein, folglich ist cos tt in Fig. 

II 
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437 und 440 positiv, in Fig. 438 u. 439 
negativ. 

Die Lage der Tangente (AG) kann nur 
entweder über dem Schenkel .4C' oder 
unter demselben sein, folglich ist tg a 
in Fig. 437 u. 439 positiv, in Fig. 438 
u. 440 negativ. 

Die Lage der Cotangente (BH) kann 
nur entweder links von BC oder rechts 
von BC sein , folglich ist cst r in Fig. 

437 11 . 439 positiv, in Fig. 438 u. 440 
negativ. 

Die Secante (CG) kann nur entweder 
der .Schenkel de« Winkels r oder des- 
sen Verlängerung sein, folglich ist 
«fc R in Fig. 437 u. 440 positiv, in Fig. 

438 lind 439 negativ. 

Die Cesecante (CH) kann nur entweder 
der Schenkel des Winkels r oder des- 
sen Verlängerung sein, folglich ist 
cotec R in Fig. 437 und 438 positiv, in 
Fig. 439 und 440 negativ. 

Man hat also 



3. Ans dem Vorstehenden ist klar, dafs 
man nur nöthig bat, fernere trigonome- 
trische C. für Winkel des ersten Qua- 
dranten (für spitze Winkel) zu zeigen. 

Eben so können 0. für Winkel von 
90° -r; 90° -Fr; 270°-r; 270° -f - r 
übergangen werden, r gehöre gleichviel 
welchem Quadranten an. Denn 
•in , lg, lec von (90° — n) sind cos , eol, 
cotec von r 

cof, eol, cotec von (90° -n) sind lin, lg, 
tee von r 

«in, lg, lec von (90° +r) sind -f cot, — eol, 

— cotec von r 

cot, eol, cotec von (90° + o) sind — «i«, 

— lg, -F tec von r 

sin, lg, tee von (270°— n) sind — coi, 
-F eol, — cotec von R 
cot, eol, cotec von (270° — a) sind - sin, 
-F lg, — tec von r 

6 
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(in, ly, lec von (2T0® + n) «ind - cot, 

— col, + coiec von n 

eoSf cotj co$€c von (270° -i n) sind -f rin a 

— fl, — see von er 

4 ) Soll man die in trigonometrischen 
T.inien gehörenden Arens auftragen , so 
hat man für diese, da sie als abstracto 
Zahlen erscheinen, immer in der Form 

+ wenn a und l> Linien sind. 

O 



Fig. 441. 


1. Are ^lin = ± xu finden. 

Zeichne den rechten ^ A RC, nimm 
einen Schenkel AR = dem Zähler A, 
schneide von A aus den anderen Schen- 
kel mit dem Nenner AC — n in C\ tiehe 
AC\ beschreibe aus (' mit dem llalbmes- 
ser C7>=1 einen Kreis .so ist 
Bojfen DE und Hogen EF ^ 

= Arc (.in = + -) 


Ko^en EDGF und Bogen DDFE 


= Are 




II. ilrc ( CO» = ± ^ zu linden. 

Zeichne den rechten z j 41SC, nimm 
einen Schenkel UC = dem Zähler c und 
schneide von (•' aus den andren Schenkel 
mit dem Nenner = ('.4 = o in A, ziehe 
CA, beschreibe ans C mit dom Halbmes- 
ser CD= 1 einen Kreis, an ist 
Bogen DK und Bogen DOFE 

= Are ( co. = + 
Bogen EF und Bogen EÜiSF 



III. Arc^^tg = J zu finden. 

Zeichne <Icn rechten . ' AR(\ nimm 
einen Schenkel den anderen RC 

= c, ziehe t' I : in r, dem Kndpunkt des 
Nenners, bescbreit>e den Kreis vom Bulb- 
messer = 1 , so ist 


Bogen DE und Bogen EDGF 

Arc = ^ig ~ + 

Bogen KF und Bogen DGFE 

= .4rc (ly = - 


IV. Are (col = ) zu 


Bnden. 


4 ) 

4 ) 


Man verfahre wie ad III, nur ilafa mau 
den Kreis aus dem Kndpnukt des Zäh- 
lers r lieschreibt; dann ist 
Bogen DE und Bogen EDGF 

= Are ( col = -t ^ ^ 
Bogen EF und Bogen DGFE 

= .4rc ( rot ^ — 

V. i4rc (sec = ± zu finden. 

Zeichne den rechten ^ ABC, nimm 
einen Schenkel ßC = dem Nenner c und 
schneide ans C mit dem Zähler = n den 
anderen Schenkel in A, ziehe AC, be- 
schreibe aus dem Dnrchschnittspunkt C 
von Zähler und Nenner den Kreis mit 
ilem Halbmesser = I so ist 


-I) 


Bogen DE und Bogen DGFE 

Are ( sec = -t " ) 
Bogen EF und Bogen EDGF 

- Are (sec = - 7 ) 

VI. ytre ^coscr = + zu finden. 


Zeichne den rechten ^^ARC, nimm 
einen Schenkel w^^^dem Nenner A und 
schneide aus A mit dem Zähler = n den 
anderen Schenkel in C, aus diesem Punkt 
C beschreibe den Krei.s mit dem Halb- 
messer = 1, ziehe AC so ist 
Bogen DE und Bogeo KF 

rr y4rc Icoiec = + 


Bogen EDGF und Bogen DGFE 


zz Are ^cosec = — 


5) Die Linien r «in * 0 , r cos *<i, r 
r cot *ff, r sec *fi, r cosec zu zeichnen. 

I. Nimm Fig. 442 den einen Schenkel 
von fl, z. B. ACzsCf fälle das Loth AR 
von A auf den zweiten Schenkel CR, aus 
R wie<ler das Loth RD uuf «len ersten 
Schenkel CA, so ist AD = r sin *ic 

Denn es ist 

AD = AR*sin ARD^AR.sinct 

Da nun AR AC.sin nrt r,sin a 
so ist ilD = r.siii a-stN arzr.sin 

II. Verfahre wie ud 1 so ist 
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CD = r . CM *11 
d^no CD = BC . co$ n 

BC = AC • cos n = r. cos n 
folglich CD zzr.cos u*cos a =r.cos 


Fig. 442. 



in. Trage auf einen Schenkel von n 
t. H. auf CA das Stuck CÜ=.r^ falle in 
/> auf CA das Loth DB Ins in die Rich- 
tung des anderen Schenkels Cß^ errichte 
in B auf diesem zweiten Schenkel CB 
das Loth BA bis in die Richtung des 
ersten Schenkels CA^ so ist AD = r tg *« 
Denn es ist 

AD:=ßD>tg ABD:s BD.ig a 
ferner BD — DC ■ tg a ^ r » lg n 
daher AD =r>lg tt »lg a r. lg *n 

IV. Verfahre wie ad 3, so ist 

AC = r.icc *ff| 
denn es ist AC= BC,sec n 

BC = CD. sec n = r.fcc n 
daher AC = r»see n»sec n=r sec*tt 

V. Errichte Fig. 443 im Scheitelpunkt 
C von n auf einem Schenkel z. H. CB 
ein Loth CF, nimm auf demselben CK 
= r, ziehe ED =P CB bis in die Kiebtung 
CA des zweiten Schenkels, ßlle das Loth 
DB auf den ersten Schenkel CB, zeichne 
ans C den t^uadrnnt BF, ziehe aus F bis 
in die Richtung CA die Idnie FA + CB 
so ist AF^ r cot *« 


Fig. 443. 



Denn es ist AF= CF.col CAF 

= CF cot tt = CB -cot n ~ DE »cot a 
da nun DE ~ CE • co/ CDE — CE • cot a 
= r cot n 

80 ist AF = r.col a»cot a = r^cot *«c 


VI. Errichte Fig. 444 in C auf einem 
Schenkel CB von n ein Loth CF, nimm 
auf demselben das Stück CD = r, ziehe 
au.H D bis in die Richtung CA dee zwei- 
ten Schenkels von rr DE^CB, zeichne 
aus C den Bogen EF, ziehe F^4 + CÄ, 
so ist CA = r evsee *<c 


Fig. 444. 



Denn es ist 

CA = CF‘COtec CAF= CF.cosec n 

= CE cosec a 

aber CK^CD cosec CED = CD.cosec tt 
= r.eosec o 

folglich CA^r. cosec a • coicc n = r. cosec *« 
6) Die Bogen: y<rc ; Are 

Arc^itc^ =^^-, Arc^cotre^ = zeich- 
nen. (Vergl. No. 4.) 

I. Für i4rc zeichne Fig. 44h 

über AU — dem (rröfiieren Nenner b den 
Halbkreis, nimm toii einem Knilpunkt A 
aus auf dem Durchmesser den kleineren 
Zähler y4C'=o, errichte in C das hoüi 
CD bis in die Peripherie, ziehe von U 
nach dem anderen Endpunkt B des Durch- 
messers DB, so ist der aus B mit dem 
Halbmesser = 1 zu beschreibende Ro|;en 

zu dem Z ^BD = (o) = arclsin*= j 


Fip. 445. 



Denn es ist, wenn man AD zieht, 
a = AC = AD.M» ADC = AD . $ina 
und AD = AB.tin b.sin tt 


6 
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(laber a = &.t«N a>iin a = & rin V 
woraus tiH *o = -^ 

II. Für Are («n’= construire wie 

ad 1, so ist der Bogeu zu dem Z BAD 

= (J = are ^coi’= 

Denn es ist 

a = AC — AD • CO« ft 
aber AD = AB. cot ft= b cot ft 
daher « = b.coi ft-cot ft = b.coi V 

und CO« V = y 

III. Für i4rc j setze eine grade 

Idnie .iB aus AC = a und BC = b zu- 
sammen « beschreibe über AB den Halb- 
kreis, errichte in C die Ordinate CD und 
zeichne die über ÄC = dom Nenner b lie- 
gende Sehne BD, so ist der Bogen zu dem 

Z. DBA = n = are ) 

Denn es ist, wenn man noch AD zieht, 
a= AC^CD.Ig ADC = CD.tga 
und CD = BC tg n = b.lg a 
daher a = b.tg a-tg a=b-lg*n 

• <* 

woraus tg^tt = -g 

IV. Für iirc ^col’ = construire wie 

ad 3, ziehe die über AC = dem Zähler o 
liegende Sehne AD, so ist der Bogen zu 

dem zDAB = ft = are ^co(’ = -^^ 

Denn es ist, wenn man noch BD zieht, 
a = AC — DC eol ft 

DC=BC eolCDB = b eol CDB = b.cotft 
woraus a = b. eol ft- eot ft = b eol ‘ft 

nnd cot V = y 

V. Für ilrc ^icc’= ^ nimm ,4fl=dem 

grülseren Zähler o, trage auf demselben 
ein Stück vlC = dem kleineren Nenner 6 
ab, errichte in C die Ordinate CD, ziehe 
die über dem Nenner 4 liegende Sehne 
AD, so ist der Bogen zu Z BAD =ft 

= “rc(.cc*=-“-) 

Denn es ist 

a = AB = AD tee ft 
AD= AC tee ft = b tee ft 
daher a = b.tte ft .tee ft = b.ttc ‘ft 

woraus tee ‘ft = 

VI. Für /Irc^coiec* = ^ ) construire wie 
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ad 5, ziehe die Sehne BD, so ist der Bo- 
gen zu ^ .4BD = n = arr ^co«cc* = ^ 

Denn es ist 

a = AB — AD.cosec n 
AD = j4C • eotee ADC = AC.cosee n 

zz b coioe a 

woraus 0 = 4 eotee n •eotee n = b. eotee *« 
also cosec ’ii = 

Q 

7) Die Linien r «in r cot ‘a, r tg ‘a, 
r eol ‘it, r tee *o, r eotee ‘tt zu zeichnen. 

1. Für r sin zeichne Z ACB = n, 
nimm den einen Schenkel BC = r, fälle 
das I.oth BA auf ilen anderen Schenkel, 
von A das I.oth AD auf den ersten Schen- 
kel und endlich das Loth DE auf das 
Lotb AB, so ist BE = r tin *<e 


Fig. 446. 



Denn es ist 

DE+ AC, daher zBDB = a 
also BE = BD.tin u 
aber auch Z BAD = n 
daher BD = AB «in n 
folglich BE= AB • tin a'tina = ABtin‘a 
Nun ist AB= BC.tin a = r*«in n 
also BE = r «in n . «in ‘a = r.«in ‘n 

II. Für r-co« ‘ii construire wie ad 1, 
nur fälle (statt DE) das Loth DF auf den 
zweiten Schenkel AC, so ist CF= r.co» •« 

Denn es ist 

AC= BC.eot n zz T‘COt a 
CD= AC-cot tt — r-co« n.co« n 
= r eot *n 

endlich CF= CD eot n = r-cot *n.co« r 
= r cot ‘tt 

III. Für r tg ‘a zeichne Z ACD = r, 
nimm den einen Schenkel CD = r, errichte 
in D auf demselben das Loth DA bis in 
die Richtung dos anderen .Schenkels CA, 
in A auf demselben Schenkel C.4 das 
Loth AB bis in die Richtung des ersten 
Schenkels CD, in B ein Loth BG auf 
dem Loth AB, verlängere AD bis in die 
Richtung dieses Loths, so ist 

DG zz r-tg *o 

Denn es ist 

AD = CD.tg tt = r.tg et 
BD = AD tg BAD = AD tg a 
folgt BD = r.tg tftg n =rlg‘a 
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Fig. 447. 


ferner DG= RD tg GBD^ BD tg n 
also DG = r tg *tt • tg a = r tg *« 

IV. Für r cot hat man (Fie443) 
AF=r»cot *rr. Fälle nun das Lotn -4(7, 
aeichno den Quadrant GH, ziehe HJ^.CB 
bis in die Kichtung von CA^ so ist 

li J ^ r cot 

Denn es ist 

HJ = CU rot #< = CG -cot AF cot tt 

— r cot • cot f< = r cot **t 

V. Für r $ec nimm (Fig. 446) das 
Stock CF cinc.H Schenkels von « = r, er- 
richte in F auf diesen Schenkel das Loth 
FD bis in die Hirhtung de.s anderen Schen- 
kels CB; errichte in D auf demselben 
.Schenkel das Loth DA bis in die Richtung 
des ersten .Schenkels CF und errichte in A 
auf diesem Schenkel das Loth AB bis in 
die Richtung des 2tcu Schenkels, so ist 

BC = r ICC *« 

Denn es ist 

BC s AC • ICC fr 
AC= DC'icc rt 

folglich BC — DC.iec n*iec « = DC icc*a 
DC = CF sec rt 
daher BC=CF-sec n»sec 

= CF sec = r.iec 

VI. Für r cosee *n hat man (Fig. 444) 
C>4 = r cosec , zeichnet man nnn ans 
C den Bogen AG bis in die Richtung Ton 
CFf zieht GH + BC bis in die Richtung 
▼on CAj so ist CH = r. cosec *i< 

Denn es ist 

CH = CG cosec n = CA cosec n 

— r cosec *« • cosec « = r cosec *tt 
8) Die Linien r iin a • li« ^4 
r lin a • cos (t 
r fin tt * tg ß 
r iin n • cot ß 
r lin H • sec ß 
r itn f< . cosec ß 

zn zeichnen. 

I. Für r litt it . iim ß zeichne an der 
Linie AC als gemeinschaftlichem Schen- 
kel ^ ACB = ß und Z /ICD = n nach 
einerlei Richtung, errichte im Scheitel C 
auf AC ein Loth CF.y nimm den zweiten 
Schenkel CD des / n = r, falle das Loth 
DE auf C£, »cichne aus C den Bogen 
EB bis in die Richtung des zweiten Schen- 
kels CB von ß und lalle das Loth BA 
anf den Schenkel AC so Ut 
AB = r lin n . lin ß 

Denn denkt man sich von D ein Loth auf y4C 
so ist dies = CD lin « = r»sin n = CE 
daher auch BC = r . itn a 

aber AB ^BCsinß 

folglich AB =r»sinasinß 

„ lin f« 

Hiermit ist zugleich die Linie r. — • 

® rosfc ß 

coDstrnirt. 



cos ß 

Itn a 
sec ß 


II. Für r sin a ‘ cos ß construire 
ad 1, so ist AC — r . lin rr . coi ß. 

Denn cs Ist BCaCR^r»sin n 
folglich AC = BC • cos /t = r . sin n 

Hiermit ist zugleich die Linie r 

coDstruirt. 

III. Für r.sinn.tgß construire wie 
ad 1 und 2, aber zeichne statt des Bo- 
gens EB den Quadrant EBF, errichte 
nun das Loth FG bis in die Richtung CB 
des zweiten Schenkels von so ist 

FG — r . lin a . tg ß 

Denn C£, also auch CF ist = r lin « 
folglich FG = CF»tg ß = r sin a lg fl 

Hiermit bt zugleich die Linie 

eot p 

coDBtruirt. 

IV. Für r-»in n eot fl nimm wieder 
CD = r und ziehe aus D die Linie 
DU 4= AC bis in die Richtnuf? des zwei- 
ten Schenkels CD Ton fl-, fälle das Loth 
HJ auf den (.emcinschaftlichen Schenkel 
CA so ist JC=r- »in n- cot fl 

Denn es ist HJ = CDtina = r-iiHa 
folglich JC = HJ cot fl = r • tin a-eot fl 


>9 ß 


Hiermit ist zugleich die Linie 

construirt. 

V. Für r . 11 . a ■ $ee ß construire wie 
ad 3, so ist CG = r sin n. sec fl 

Denn es ist 

CK = CE — CD sin tt - r.jin n 
und CG = CF sec ß = r ii» n • sec fl 

. . ... ... .1" « 

Hiermit ist zugleich die Linie r- 

“ cos fl 

construirt. 

VI. Für r »in n.roscc^ construire wte 
ad 4 , so ist CH = r • »in n • cosec fl 

Denn es ist 

HJ = r.sina und CH = HJ -cosec ft 
folglich ist CH = r-sin tt-cosec fl 


Hiermit ist zugleich die Linie r 
constmirt. 

9} Die Linien r>ros ti-eos ß 
r-cos tt'tg ß 
r-eos a cot fl 


»in fl 
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r-eot a.tie ß 
r-eoi a-coMC ß 

in zeichnen. 

I. Für r-co» n.eot ß zeichne Z. 

— tt, ACB - ß, nimm den zweiten Schen- 
kel CD Ton a = r, ßlle dae Loth DE 
anf den gemeinschaftlichen Schenkel AC, 
zeichne ans C den Bogen EB bis in die 
Richtnng CB des zweiten Schenkels von 
ß, fälle das Loth BE anf den gemein- 
schaftlichen Schenkel AC, so ist 
CF = r*coj «»rof ß 


rig. 44S. 



Denn es ist CE = CD co$ a = r-c« te 
daher BC = CE = r.cos a 
Da nun CF = BC coi ß 
so ist auch CF = r-coi n.co$ ß 

Hiermit ist zugleich die Linie 

" sec ß 

construirt. 

II. Für r-coi a.lg ß zeichne die beiden 
u und ß, nimm CD = r, fälle auf den 
(remeinscbaftlichen Schenkel -4r das Loth 
DE, so ist das zwischen beiden Schen- 
keln von ß liegende Stück desselben = 
r.c«> n igß 

Denn es ist CE = CD'Cos n = r.cot a 
also EG = CE lgß = r-roia-lgß 

Hiermit ist zugleich die Linie r-***^" 

cot ß 

construirt. 


III. Für r-coin.colß coii.stmire wie 
ad 2, errichte im Scheitel (' auf dem ge- 
mein.«chaft liehen Schenkel .4r das Leih 
CD, zeichne aus C den yuiidrant EBU, 
ziehe ans II die Parallele HJ mit .IC his 
in die Richtung des zweiten Schenkels CB 
von ß, fälle aus J das Loth JA anf AC, 
so ist i4C = r.cot n.eot ß 
Denn es ist 

CH — CE = CD. cot II — r.cot n 
Nun ist .4C — HJ - CH cot ß 
woraus AC — r cot n • cot ß 


Hiermit ist zugleich die Linie r- 


•sß 


construirt. 

IV. Für r • cot a. ttc ß constmire »de 
ad 2, so ist der durch das Loth DE auf 


dem zweiten Schenkel von ß abgeschnit- 
tene Theil CG = r cot n . tsc ß 

Denn es ist CE = CD cot n = r.cot n 
und CG ~ CE tec ß — r.cot tt*tec ß 

Hiermit ist zugleich die Linie 

cot ß 

construirt. 

V. Für r.cot n • cotce ;} constmire wie 
ad 3, so ist das von der Parallele HJ auf 
dem zweiten Schenkel von ß abgeschnit- 
tene Stück CJ = r cot n- cotec ß 
Denn es ist 

CJ = CH cotec II JC = CH cotec ß 
CH — CE — CD. cot rt = r.cot a 
folglich CJ = r.cot n ■ cotec ß 

Hiermit ist zugleich die Linie r--~" 

*’ iia ß 

construirt. 

10) Die Linien r lg n-/j ß 
r lg ii'col ß 
r.lg it-tee ß 
r . lg ifcotec ß 

ZU zeichnen. 

I. Für r-lg n-lg ß zeichne ^ ACD = n, 
.ICB = ß, nimm auf dem gemeinschaft- 
lichen Schenkel AC das Stück CE — r, 
errichte in E auf AC das Loth ED bis 
in die Richtung des zweiten Schenkels 

Fig. 449. 



Ton n, errichte in C auf AC das Loth 
CF, ziehe DF bis in die Richtung von 
CF die mit .If larallele DF, zeichne 
ans C den Quadrant FA, errichte in A 
anf AC ein Loth .\B bis in die Richtung 
des zweiten Schenkels von ß, .so ist 
ab — r.lg n.lg ß 

Denn es ist AB = .iC.igß 
AC = CF — DE ~ CE lg n = r lg a 
folglich AB — r.lg a.lg ß 

Hiermit Ist zugleich die Linie r--*®" 
'' coi ß 

construirt. 

II. Für r.lg a .eol ß nimm wieder CE 
= r, errichte anf AC das Loth ED bis in 
den 2ten Schenkel von n, ziehe DG + AC 
bis in die Richtnng des zweiten Schen- 
kels Ton ß, fälle das Loth GH anf AC, 
so ist CH — r.cot R.cot ß 
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‘sß 


Denn es ist CH = GH>eat fl 

GH - DE — CE- lg a = r -lg a 
folglich CH = r-lg a-col fl 

Hiermit ist zugleich die Linie r 

construirt. 

III. Für r-lg n ■ sec fl coustruire wie 
ad 1 , so ist das von dem Loth AB anf 
dem zweiten Schenkel von fl abgeschnit- 
tenc Stück CB — r.lg n. sec fl. 

Denn es ist BCscAC-sec fl 
AC=CF= DE = CK.Ig n = r lg a 
folglich BC = r lg n- sec fl 

tg n 

Hiermit ist zugleich die Linie r<- — 

COS (S 

construirt. 

IV. Für r-lg n cosec fl construire wie 
ad 2, so ist das von der Parallelen DG auf 
dem zweiten Schenkel von fl abgeschnit- 
tene Stück CG = r.lg a cosec fl. 

Denn es ist CG = GH -cosec fl 
GH = DE = CE lg tt = r-lg n 
folglich CG = r lg n cosec fl 

Hiermit ist zngleich die Linie r 

sm fl 

cunstniirt. 

II) Die Linien l■.co( n-col fl . 

r cot n-sec fl 
r col a-cosec fl 

zu zeichnen. 

I. Für r.col a-col fl errichte im Schei- 
tel C auf dem gemeinschaftlichen Schen- 
kel .If ein Loth CF, nimm CF= r, ziehe 
FD L -t<- bis in die Kichlung des zwei- 
ten Schenkels von «, fälle das Loth DE 
auf ,ir, zeichne aus C den (Quadrant EJ, 
ziehe JE 4" AC bis in die Uicbtung des 
zweiten Schenkels von fl, fälle das Loth 
KL auf AC, so ist das von AC dadurch 
abgeschnittene Stück CL = r-col it.colfl 
Denn es ist 

CL = KL. cot fl = CJ.col fl = VE. col fl 
aber CE — DF.-cot o = CF col « = r cot tt 
folglich CL = r-cot «.col fl 

... ... cot n 

Hiermit ist zugleich die Lime r- - - 

•9 fl 

construirt. 


II. Für r=: Cola -sec fl uiimu wieder 
CF=r, ziehe FDA--AC bis in die Rich- 
tnng des zweiten Schenkels von a, fälle 
das Loth DE auf AC, so ist das dadurch 
von dem zweiten Schenkel BC von fl ab- 
geschnittene Stück CM s: r.col a-sec fl 
Denn es ist CM = CE-tec fl 
CE = DE cot a = CF-col n^r .cot a 
folglich CM = r cot a-sec fl 

Hiermit ist zugleich die Linie r-” " 

cot fl 

construirt. 

Ul. Für r-cot u-coue fl construire wie 


ad 1, so ist das von JE anf dem zweiten 
Schenkel BC von fl abgeschnittene Stück 
CK = r-cot n cosec fl 

Denn es ist CK = KL cosec fl 
KL — CJ = CE = DE. cot a = CF. cot « 

= r.col o 


folglich CK = r-cot n- cosec fl. 

Hiermit ist zngleich die Linie r • 

“ sm fl 

construirt 


12) Die Linien r.iec n-iec fl 
r-sec a'Cosec fl 
r-cotec a-cosec fl 

zu zeichnen. 

I. Für r seca-tecfl zeichne ^ ACD 
= a, ACB — fl, nimm auf dem gemein- 
schaftlichen Schenkel AC ein Stuck CF. 
— r, errichte in E auf AC ein Loth ED 


Fig. 450. 



bis in die Hichtiing des zweiten .Schen- 
kels von II, zeichne aus V den Bogen 
H.l, errichte in -I anf .tf das Loth .4Ä 
bis in die Richtung des zweiten Schen- 
kels von fl, so ist das von demselben ab- 
geschnittene Stück CB dieses Schenkels 
= r-sec o - jcc fl 

Denn cs ist CB=C.\.ter fl 
CA = CU — CE-sec n = r tec n 
folglich CB=.r.tec a-tec fl 

Hiermit ist zugleich die Linie r-*” ” 

cot fl 

construirt. 

II. Für r-iec « •cosec /I nimm wieder 
CE = r, errichte das Loth ED bis in die 
Richtung des zweiten Hclionkels von n, 
errichte ferner im Scheitel C anf dem- 
selben Schenkel AC ein Loth CF, zeichne 
aus C den Bogen DF unil ziehe ans F 
die mit AC parallele Linie FG bis in die 
Richtung des zweiten Schenkels von fl, 
so ist das dadurch anf dem Schenkel ab- 
geschnittene Stück CG = r sec a cosec fl. 

Denn es ist 

CG = CF cosec CGF=: CF cosec fl 
CF = CD CE ICC a — r.tec a 
folglich CG ^r- sec tt. cosec fl. 
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Hiermit ist rngleich die Linie r 

** fifi (i 

construirt. 

111. Für r»coiee n*cotec ß errichte im 
Scheitel C auf dem {^emeinschafllichen 
Schenkel AC ein Lotb Vh\ nimm auf 
demselben Tom Scheitel aus ein Stück 
CU = r, ziehe aus // eine mit .4(* paral- 
lele uh bis in die Richtung des zweiten 
Schenkels von zeichne aus C den Uo- 
^en UFy ziehe aus F eine mit AC pa- 
rallele FG bis in die Richtung des zwei- 
ten Schenkels von /t, so ist das von 
demselben abj^eschnittene Stück CG = 
r.cotec tt.coiec ß 
Denn es ist 


CG = CF cotee CGF^ CF.eosee ß 
CF — CD= DE cos ec a = CH^eosec a 
= r cesec a 

folglich CG “r coiec n»cotec ß 

Hiermit ist zugleich die Linie r* - 

stn ß 

coDstrnirt. 

13) In D und F werden die Bogen 
construirt, wenn deren trigonometrische 
Functionen durch den (Quotient zweier 
Linien gegeben wcnlen. Aus G und L 
entspringen Aufgaben für die Constructio- 
nen von Hogen, deren trigonometrische 
Functionen durch trigonom. Functionen 
zweier bekannten Winkel gegeben sind. 
Als zu zeichnen: 


u. s. w. bis 


/ . . ^ *m « 

arclim = sifi a»im ß = ~ 1 = 

\ cosec ß 

arc(coi = «tn et* sin ß= u. s. w.) 
arc {tg = sin n • $in ß = u. 8. w.) 


1 

cosec a • cosec 


i) 


cosec rt l ' 

cosec = cosec a • cosec a = — . — = — : . — i 

iin ß stM fl • stn ßi 


Im Gänsen 6x21 = 126 Aufgaben. 

Von diesen sollen hier beispielsweise 
einige gelöst werden. 

I. Zu zeichnen arc = 

\ stmtf 

Die Auflösung ist möglich wenn d<<f» 
weil sin immer ein achter Bruch ist. 
Zeichne ^ ACB^ß^ ^ACD^ttj nimm 
den gemeinschaftlichen Schenkel AC bei- 
der = dem Radius = 1 , lalle das Lotb 
AD auf den zweiten Schenkel von n, 
zeichne aus A den Bogen DD bis In die 
Richtung des zweiten Schenkels von ß^ 


ylE sowohl = AC sifi ß ^ sin ß 
als auch 

= i4D.rifi X = lin n*fin x = sin o •sin x* 
daher ist 

Stil ß^sin n*sin x = sin n*stfi x' 

folglich sin X und sin x = ^ 

sin ff 

II. Zu zeichnen nre (ros = 

\ sin ff/ 

Auch hier mufs wie in 1, ,4<fr sein. 
Nimm rr, ß und AC wie in 1 , falle die 
Lothe AD, AE, beschreibe aus A den 
Bogen DGy ziehe GA, so sind die ^ GAE 


= y lind dessen Ergänzung zu 4 Rechten 
die Centriwinkel der verlangten Bogen. 
Denn cs ist 

AD = AC sin a = sin n 
also auch AG = sin a 
ferner AE - AC sin ß- sin ß 
und zugleich 

AE = AG •cos y ^ sin a*cos y 
, , , sin ß 

folglich cos y = 

” ' sin a 

III. Zu zeichnen nrr^tj = 

Nimm die gerade Linie AC= dem Ra- 
dius = 1, zeichne an C den ^ ACB = «, 
und von AC aus nach der anderen Rieh- 
ziehe AD, so sind die / ABC (x) und tung den sACB^ß^ zeichne die Sinusse 
ADE(x') die z. der verlangten Bogen. AB = sin o und Ah = sin ß^ aus A die 
Denn es ist AD, also auch AD = Linie AE 4= dem zweiten Schenkel des 
AC sina = sinn Winkeis ß im Zähler, aus A den Bogen 

Ferner ist das von A auf den zweiten DE, ziehe DE, so ist z AED^% der 
Schenkel von ß zu denkende Loth Centriwinkel des verlangten Bogens. 


rig. 451. 
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Denn es ist AK = 
AR.tg s = 

folglich lg i = 


sin u 


Aß = sin n 
AD = sin ß 


IV. Zu zeichnen arc 



sin 


sin n 


Bei derselben Construction (Fig. 452) 
ist Z. = u der verlangte Centri- 

winkel. 


V. 


Zu zeichnen arc 



sin R/ 


Nimm CA = \y zeichne an C von CA 
ab zu beiden Seiten die Z ACB = a und 
ACD = ßy falle die Sinus AB = sin r nnd 
AD = sin ß, zeichne aus A den Bugen 
DE bis in die Richtung von CB, ziehe 
AE so ist Z BAE = v der verlangte Cen- 
tri Winkel. • 


Fig. 453. 



Denn es ist 

AB'sec v = AE=AD = sin ß 
AB = sin R 

folglich sec v = 

sin R 

Wenn AD < AB so schneidet der Bo- 
gen DE innerhalb AB nnd die Aufgabe 
ist unmöglich, denn secc ist immer > 1. 

VI. Zu zeichnen arc (cosec = *!” 

\ sin R/ 

Bei derselben (Construction (Fig. 453) 
ist Z AEB = %o der verlangte Centri- 
winkel. 


14) Die Construction folgender Bogen 
führt zu interessanten nnd für die ganze 
Trigonometrie höchst wichtigen Gesetzen, 
nämlich die Construction von 

I. arc(sin = sin a-cos ß + cos R.sin ß) 
II. arc (cos = cos n.cos ß — sin R.sin ß) 
Man findet für alle möglichen Werthe 
von R und ß, dafs der verlangte Bogen 
für beide Aufgaben derselbe ist, und zwar 
= arc (rt + ß), wie nachgewiesen werden 
soll. 

I. Wenn die Schenkel von ß beide im 
ersten Quadrant liegen. 


Fig. 454. 



Zeichne ^ ACB = r und z BCD = ß, 
beschreibe mit ^IC = 1 den Bogen ABD, 
so ist dieser Bogen, also arc (n -f ß) der 
verlangte. 

Denn fallt man die Lothe DE auf BC, 
EG und DH auf ylC, EF auf DH, so ist 
erstens : Z EDF = r 

FH — EG = CE sin r = cot ß>tin n 
DF = DE • cos EDF = sin ß • cot a 
DH = sin (r -f- ß) = FH + DF 

oder I. sin(R -|- /9) =sin a>cot ß + cot R>siii ß 
Zweitens ist: 

CG — CE • cot R = cos ß’cot a 

GH = EF = DE’sin EDF= sin ß>tin a 

CH — cos (n ß) = CG — GH 

oder II. cos (r -|- /9) = cos ß — sin R*sin ß 
II. Wenn der eine Schenkel von fl im 
ersten, der andere im zweiten Quadrant 
liegt. 


Fig. 455. 
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Es ist wieder der Bogen zn dem Cen- oder I. li» (o + Ä) = - (FI! + DP) 


(a + fi) der Terlangte. Denn 
bei dersen)en Construction wie in Fig. 454, 
wobei die Lothe KG und fCF auf 

die Verlängerungen ton ÄC, .4C und D/I 
fallen, hat man: 

Erstens ^EÜF=,y DEG- '_EVa-a 
FH — EG = CE • sin KCG ~ CE»sin a 
CE = cos f)CE = cos (ISO"' — ß) 

= — cot ,4 

folglich FH = — SIN n • cos {i 
Noch ist HF= DF*cot EDF= DE^cos a 
DE — sin f)CE — sin — ^ — stn ß 
folglich DF — sin ß-cos i< 

Xun ui Bin(n-hß) ^DJ! =^FH + DF 
folglich 

I. siw (o + ^) = *•« «*ros ß + cot « »siw ß 
Zweitens ist 

CG = CE • cof ECG — — cot ß • cos u 
und GU = EF= DE^tin EDF~ tinß*sin n 
nnd CH = — cot (n + /J) = CG + GH 
oder — cot (c 4- ß) 

= — cot ft • cos ß + StR n • tin ß 
oder ILcos(« + /i) 

= rot a»cot ß — sin fe»sin ß 

III. Wenn der eine Schenkel von ß im 
ersten, der andere im dritten Quadrant 
liecl. 

Der Bogen zu dem Ceiitriwinkol =(«+/?) 
ist der verlangte. Denn bei derselben 
Construction wie in Fig. 456 hat man 
Erstens: DH = sin DCH 

— sin (k 4 ,4 — ISO’) = — sin (« + /O 
oder sin (« + ,■?) = — DH = — (DF -f FH) 
Nun ist FH = EG=CE-sin ECG 

— cot DCF.^sin ECG 
oder FH = cos (4 — ISO'"’) sin n 

= — cot ß-sin n 
ferner ist DF = DEtos EDF 
= sin(ß 180'^‘cos £DF = — sin ß,cos EDF 
aber ^ EDF = ^ ECG = « 
also DF — — sin ^*ros rr 
folglich 

FH 4 DF = — cot fl > itn a — sih ß • cos a 


Fig. 460. 



= SIR R • cos ß cot tt» SIR ß 

Zweitens ist CU - cot DCH 

= cot (a-i- ß — 1 80°) = — cot (a 4 ß) 
oder cos (a 4 ^) = - Cff = - (CG - GH) 
aber CGziCE-cot ECG 

— cot (ß — ISO'^ cos fl = — cos ß>COt tt 

ferner ist GH = KF= OE tin EDF 

— tin (ß — 180°). SIR ri = — sir ß^sin n 

folglich 

CG — GH = — cos /S • cos «4 ß*sin n 
und II. cot (ß 4 /f) = - (CG — GH 

= cos o*cos ß — tin a*siR ß 

IV. Wenn ein Schenkel von ß im er- 
sten, der andere im vierten Quadrant liegt, 
arc(«4^) ist der verlangte Rogen. 

Denn construirt man wie in Fig. 456, 
so hat man 


Fig. 457, 



Erstens DH t= sin DCH 

= sin [360° — (n 4 “ **** (« + ß) 

Nun ist DH ^ DF FH 
ferner ist FH = EG -CE tin ECG 

= cos 0 ?- 180°) • sin « = - cos ß*tin a 
und DE*= DE-cos EDF 
= nn(ß~\^0^)»cos EDG = ^sinß’Cot EDF 
= — sin ß»coi ECG = — sin ß*cos ic 
folglich I- — DH — sin (« 4 /t) 

— tin n» cos ß-^cot a*stR ß 
Zweitens ist CH = — CG -{ HG 
aber CG = CE ■ cot ECG 

= cos (,4 — 180°) ’cos ß* cot R 
und HG = EF-DE^tin EDF 

= sin — 180°) • sin r = ~ sin ^»lin n 
folglich 

II. CH— cot (n‘\-ß) — cot a*cos ß —sin R*iin ß 

V. Wenn beide Schenkel von ß im 
zweiten Quadrant liegen. Construirt man 
wie in Fig. 464, so ist wieder arc (a 4 /J) 
der verlangte Bogen; denn man hat 
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Erstens DU = FH -DF 
aber FU = EG = CE.tin ECG 
= CE- sin (180°— n) = cos /?•*»«( 180°—«) 
= cos ß.sin ct 

und DF = DE.cos EDF = sin ß - cos EDF 
= sin ß-cos ECG =■ sin ß-cos{\iKP—tt) 
— — iin ß-cos n 

folglich 

I. DU=sin{a + ß) =jin n-cosß + cosa-sinß 
Zweitens ist CH = cos DCH 

= cos [180° -(« + /?)] = — cos (,n + ß) 
und zugleich CU = CG + GU 
aber CG = CE - cos ECG 

= cos ß - cos (180°—«) = — cos tt-cos ß 
und GH= EF= DE-sin EDF 

= sin ß • (in (180° — «) = it» ß - sin n 

folglich 

II. —CU = cos{it-\-ff)=cosa-cosß—sina-sinß 
VI. Wenn ein Schenke) von ß im zwei- 
ten, der andere im dritten Quadrant liegt. 
«rr(« -f- ^) i.st der verlangte Bogen; denn 
constrnirt man wie in Fig. 458, so hat man 


Fig. 450. 



Erstens DH = sin DCH-sin{a^ß- 180°) 

= - Jirt (« + ß) 

zugleich DH= DF- FH=- FU + DF 
aber FH = EG = CE sin ECG 

= cos ß - sin (180° — «) = cos ß • sin « 
und DF = DE -cos EDF = sin ß-cos EDF 
= sin,“! • cos ECG = sin ß • cos (1 80°— n) 
= — sin ß-cos a 


also DH — — sin « • cos ß — cos o • sin ß 
folglich 

I. — fl#f=sin(rt-f/?) = sin «TOs/J-l-cosn'sin/! 
Zweitens ist CU = cos DCH 

= cos («-}-/!— 1 80°) = — cos (rt -f ß) 
zugleich CU = CG GU 
aber CG = CE cos ECG 

= cos ß-cos (180°—«)= — cos ß • cos « 
und GU = EF= DE. sin EDF 

= sin ß’Sin (180°— «) = sin fl -sin « 
daher CH = sin « • sin ß — cos a • cos ß 
folglich II. — CH =^cos(a + ß) 

= cos « • cos ß — sin a • sin ß 

VII. Wenn ein Schenkel von ß im 
zweiten nnd der' andere im vierten Qua- 
drant liegt, arc (« -f ß) ist der verlangte 
Bogen, denn constrnirt man wie Fig._459, 
so nat man 

Erstens DU = sin DCU = [360° — (« + /!)] 
= - sin (rt -f ß) 
zugleich ist DH = DF + FH 
aber FU = EG = CE. sin GCE 

= cos (180° - ß) - sin (180° - «) 

= — cos ß - sin rt 
und DF= DE. cos EDF 

= sin (180° — ß) - cos GCE 
= sin ß - cos (180° — «) = — sin ß - cos n 

al.'so DU = — (sin « • cos ß | cos a - sin ß) 
folglich 1. — DU = sin (« + ß) 

= sinn -cos ß -{• cos a-sin ß 


Fig. 4t50. 



Zweitens ist CU = cos ACD 

= cos [360° — (« -F ß)] = cos (« -F ß) 
zugleich ist CU = CG — GU 
aber CG = CE. cos ECG 

= cos (1 80° - /?)• cos ( 1 80° - «) 

= (- cos ß) (— cos rt) = cos « • cos ß 
nnd GU - EF= DE. sin EDF 
= sin (180° -/J) sin (180°- «) 

= sin fl-tin n 

fblglich II. C// = cos(«-F/l) ^ 

= cos « -cos ß — sin « • sin ß 
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VIII. Wenn beide Schenkel von ß im 
dritten Quadrant Heiden. are{tt\ß) ist 
der verlani^te Bogen; denn construiri man 
wie in Fig. 460, so hat ra.*in 


Fig. 40 1. 



Erstens DH = lin DCH = lin {a-^ß— 180°) 
= — «in (a -f ß) 
zngleich ist DH ^ DF FH 
aber FH = EG = CE* tin ECG 

= CE* sin (« — 180°) = — C£«*in a 
= — CO« ß* «in ft 

und DF= DE.cos EDF=^ DE*cos ECG 
= DE*cos (n- 180°) = - DE*cos o 
= — «in ß*cos tt 

folglich 1. — DH = «in (« + ^ 

= «in a ■ cos ß cos a* «in ß 
Zweitens ist CH = cos DCH 

= cos (n + /? — 1 80°) = — cos (a + /5) 
zugleich ist CH = CG — GH 
aber CG — CE * cos ECG 

= cos ß* cos (ft - 180°) = ^cosa*cos ß 
und GH= EF= DE*sin EOF 

= «in ß * «in («— 180°) = — «in ft • «in ß 
idso CH = — cos a * cos ß -f «in a • «in ß 
folglich U. - CH ■= cos {tt + ß) 

= cos a • cos ß — «in a • «in ß 

IX. Wenn ein Schenkel von ß im drit- 
ten, der andere im vierten Quadrant liegt, 
rtrc(u-h<‘9) ist der verlangte Bogen, denn 
construiri man wio in Fig. 461, so hat man 


Fig. 402. 



Erstens />ff = «in i4C/) = «in[360°- (n+/9)] 
= - sin {n + ß) 
zugleich ist DH = DF + FH 
aber FH = EG = CE «in ECG 

— cos ß‘sin (ft — 180*^ = — fo« ß* sin tt 
und DF =: DE ‘COS EDF^ DEtos ECG 
= DE* cos ( r — 180°) ~ — DE * cos ft 
= — - «in ß • cos n 

folgt I. - DH = «i« (rt + ß) 

= «in ft • cos ß -f cos n »«in ß 
Zweitens ist CH ^ cos ACD 

= cos [360° — (n + ^)] = cos (n + ß) 
zugleich ist CH = — Cf? + GH 
aber CG = CE*eos ECG= CE cos (a— 180°) 
= CE • cos fl = — cot ß * cos a 
und GH = E:F = DE.sin EDF 

= DE* sin (a — 180°) = — DE* sin tt 
= — «in /?*«in ft 
folglich II. CH = cos (n + ß) 

= cos a*cos ß — sin n*sin ß 

X. Wenn beide Schenkel von ß im 
vierten Quadrant liegen. arc{a-\- ß) ist 
der verlangte Bogen ; denn construiii man 
wie in Fig. 462, so hat man 


Fig. 463. 



Erstens DH ^ sin ACD 

= «in [360° — (ff + ,^)] = — «in (ff 4 ß) 
zugleich ist DH = FH — DF 
aber FH = EG — CE «in ECG 

= CE* sin (360° — n) = — CE-sin a 
s= — «in n • cos ß 

und DF = DE - cot EDF = DE cos ECG 
— DE ■ cos (360°— tt) — DE cos tt 
= «in ß cos ft 

folglich I. - /!// = «i» («4^) 

= «in ff cos ^ 4 coi n «in ß 
Zweitens ist CH = cot ACD 

“ cos [360° — (ft 4^)] — cot (fl 4 ß) 
zngleich ist CH = CG 4 GH 
aber CC=Cß co« KCG = CK co* (360° -er) 
= CF. cos tt = cos ß ■ cos o 
und GH =EF= DE.sin KDF 

= «in ß - «in (360° — ff) = — «in ß • «in n 
folglich II. eil = cos (ft 4 ß) 

= cos u .cot /9 - «in n . «in ß 
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Mit den vorstehenden 10 Constmctionen 
ist mithin die Allf^emeingültigkeit der bei* 
den Sätze 

I. = »in a-cos ß -f cos n.iin ß 

II. cos{a + ß) = cos n.cos 3 — »in «.»in ß 
nachgewiesen. 

15. Die Construction folgender Bogen 
sind für die Trigonometrie von eben sol- 
cher Wichtigkeit, wie die in No. 14. 

III. arc (»in = »in n.cos ß — cos «.»in ß) 

IV. arc {cos — cos n ros ß + sin n »in ß) 
zu zeichnen. Man findet, für alle mög- 
lichen Wertho von a und ,9, dafs der ver- 
langte Bogen für beide Aufgal)en derselbe 
ist und zwar = arc (« — ß) wie naebgewie- 
sen werden soll. 

I. Wenn die Schenkel von ß beide im 
ersten Quadrant liegen. 

Zeichne Z = rt, z_BCD = ß und 
mit dem Halbmesser AC = 1 aus C den 
Bogen AH, so ist dieser Bogen, also 
arc (rt — ß) der verlangte. 

Denn fallt man die Lothe HF auf CD, 
FG nnd HH auf AC, HJ auf FG und FE 
auf die verlängerte HH, so hat man 
Erstens HH = RH — HK 
aber EH = FG = CF. sin « = cos ß.si» n 
und BE = HF- cos EHF = »in ß.cos EBF 
= sin ß • cos a 

folglich III. EH - BE- BH = »in (« - ß) 
— »in n.cos ß — cos n . »in ß 

Fig. 464. 



Dannn /:EBF=ZFCG = nO°-n 
so ist cos EBF= cos (180° — n) = — cos « 
d.aher ist BE = - »in ß cos n 

folglich I. HH = »in (« — ß) 

= »in tt . cos ß — cos n . »in ß 

Fig. 465. 



Zweitens ist CH = CG + GH 
aber CG = CF cos n = cos ß • cos n 
und GH = BJ = BF- sin BFJ = BF. sin « 
= sin ß- sin « 

folglich IV. CW = CO» (« — /?) 

r= cos n . cos ß -f »in n • »in ß 
II. Wenn ein Schenkel von ß im ersten, 
der andere im zweiten Quadrant liegt, ist 
arc{a — ß) der verlangte Bogen. Denn bei 
der Construction wie in Fig. 464 hat man 
Erstens BH = BE + EH 
aber EH =FG- CF. sin FCG 

— cos ß . sin (180° — «) = cos ß . sin a 

ferner BE = BF.cos EBF = sin ß.cos EBF 


Zweitens ist CH = CG -f- GH 
aber CG = CF. cos FCG 

= cos ß - cos (1 80° — «) = — cos ß.cos n 
und GH = EF — BF sin EBF 

= »ift ß •»!«(! 80°—«) = »in ß - sin « 

folglich il. C7/ = cos (« — ß)^ 

= cos n • cos ß + *i« « • *»»» ß 

VI. Wenn der eine Schenkel von ,'?1m 
ersten, der andere im dritten Quadrant 
liegt, arc {a — ß) ist wieder der verlangte, 
denn man hat bei der Constrnctiou wie 
Fig. 465 

Erstens BH=EH+BE 
aber EH = FG = CF.sin FCG 
= cos (180°— /9)« »in («— 180°) 

= (— cos ß) (- »in «) = cos ß . sin « 
ferner BR = BF cos EBF 

=sin(lSO°-ß)-cos RBF=sinß.cos EBF 
da nun Z EBF=^ FCG = « - 180° 
so ist BE = sin ß - cos (a — 1^0°) 

= — »in ß.cos tt 

folglich III. BH = »in («-/?) 

= »in tt.cos ß — cos «.»in ß 

Fig. 466. 
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Zweitens ist CH = CG- GH 
aber CG = CF. cot FCG 

= cot - ß) . cot (n-180'^ 

= (— cot ß) (— cot fl) = CO« a ■ cot ß 
nnd GH= FF= HF «in EHF 

= «in (180”-/J) «i.i (ft- 180“) 

= sin ß (“ sin i») = — sin n sin ß 
fuljflich iV. Clt = cos{tt~ß) 

= cot ft. cot ß sin n • sin ß 

IV. Wenn der eine Schenkel Ton ß im 
ersten, der andere im rierteu i^undmnt 
liegt. orc(ff — /9) iet wieder der Terlangte 
Bügen; denn bei der CoDstmcti«>ii wie 
Fig. 460 hat man 
Krstens BH = EH + BE 
aber EHsEO^CF tin FCG^ CF.tin ACl) 
= ros 180°) . sin (360°- n) 

= (— cos fl) (— st« n) = tim n ■ cot fl 
und BE=BF C 0 $ EBF 

•= sin 0»- 180°). cos EBF 
= - sift ft. cot EBF=-^ tin fl. cos FCG 

= — sin fl. cot (360°— n)=— cota.tinfl 

folglich Üi. BH = siii (n - flj 

= sin a . cos fl — oos n • sin fl 


Fig. 467. 



Zweitens Ist CH = - CG 4 GH 
aber CG= CF. cos FCG 

- roM {ß -180°). cot (360° - n) 

=s (— cos fl) cot n = — cot u . cos fl 
und GH=EF=BF sinEBF 

= sin C,^ - 1 80° ) . sin (360° - n) 

= (— sin ß) (— sin rr) = sin n • sin ß 
folglich iV. CH ^ COM {n~ ß) 

= cos « • cos fl + sül rr . sin fl 


Fig. 468. 



V. Wenn beide Schenkel von fl im 
zweiten Quadrant liegen, areia — ß) ist 
der verlangte Bogen; denn construirt man 
wie Fig. 467, so hat man 

Erstens BH = BE -j- EH 
aber EH~FG = CF sinFCG 

= cos fl. sin (I80°— rr) = cos ft sin rr 
und BE ~ BF cos EBF -BF. cos FCG 
— sin fl ■ cot (180° — n) = — sin fl. cos rr 
folglich 111. BH — tin{n — ft) 

— sin n . cos fl — cos n . sin ß 
Zweitens i.st CH = cos BCÜ = — cot BCA 
= — rot (ir - fl) 

und zugleich f7/=Cß- GH 
aber CG — CF cos FCG 

^ ros fl . cos (180°— rr) = — cos fl cot a 
und GH = EF= BF sin EBF 

= sin fl sin (I80°— r») = sin ß sin rr 
daher CH = - cos (rr — /J) 

= — cos n-cot fl - sin rr.sin fl 
folglich IV. cot (n- ft) 

= cot rr . cos ß + sin rr . sin fl 

VI. Wenn ein Schenkel von ft im 
zweiten, der andere im dritten Quadrant 
Hegt. are(tt — fl) ist der verlangte Bogen; 
denn construirt man wie Fig. 468, so hat 
man 

Erstens BH = sin BCH = sin BCA 
= sin (rr—/?) = — EH -b BE 
aber EH = FG = CF sin FCG 

— CF. sin (« — 180°) = cos /J ( — sin o) 
— sin rr cot fl 

und BE - BF. rot EBF = BF. rot FCG 
= sin fl ros (rr — 180°) = — sin fl rot tt 
f.dglicli inTtf// = sin (a-Ä 

s tim a cot fl ~ rot u sin fl 


Fig. 469. 



Zweitens ist CH = ros BCH 

= rot [ 180° — (rr — ^)] = — rot (rr — fl) 
zugleich ist CH = (’C i GH 
aber CG — CF ros FCG 

= cot fl cos (n — 1 80°) SS ros fl (— cos r») 
= — ros rr . i*os fl 
und GH = /Cf’=r BF sin EBF 

= sin /I sin (rr — 180°) — — sin rr.sin fl 
folglich IV. — CW = ct« (n — j9) 

= cos a.cotflA- **ss u . sin fl 
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VII. Wenn ein Schenkel von ß im 
zweiten, und der andere im vierten Qua- 
drant liegt. arc{it — ß) ist der verlangte 
Bogen; denn construirt mau wio Fig. 4G9, 
so hat man 


Fig. 470. 



Erstens BH = .«n HCH = jin BCA 
= sin (ff — ß) 

zugleich ist BH = HR - BR 
aber HE=FG= CR.sin FC(i = CF.s\n ACD 
= cos (1 80° - ß) .sin (.360°- «) 

= (— cos ß) (— sin ff) = sin n.cos ß 
und BE = BF- cos EBF= BF . cos FÜG 

=sin (180°— , 1 ^) ros(360°— ft)=sin/l. ros ff 

folglich III. BH = sin (« — ß) 

= sin «.ros ß — cos « sin ß 

Zweitens ist CH = cos BCH = - cos BCA 
= — ros (ff — ß) 
zugleich ist CH = CG + GH 
aber CG= CF. cos FCG 

= cos (1 80° - ß) . cos (360° - «) 

= (— ros ß).cos ff = — cos i< • cos ß 
und 67/= RF= BF. sin RBF= BF. sin FCG 
= sin (180° - . sin (360°- r) 

= sin ß (- sin «) = — sin n.sin ß 

folglich IV. — CH = ros (ff — ß) 

= cos ff . ros ß -}- sin n . sin ß 

VIII. Wenn beide Schenkel von ß im 
dritten Quadrant liegen. arc(n — ß) ist 
der verlangte Bogen ; denn construirt man 
wie Fig. 470, so erhält man 


Fig. 471. 



Erstens BH = sin BCH 

- sin (n-ß-1 80°) = - sin (n - ß) 
zugleich ist BH = EH - RB 

aber EH = FG = CF. sin FCG 

= cos ß . sin (ff - 1 80°) = cos ß sin «) 
= — sin ff . ros ß 

und BE = BF cos RBF- BF. cos FCG 
= BF. cos (ff — 180°) = — BF. cos n 

— — cos ff . sin ß 

folglich III. BH = - sin (u-ß) 

— — sin n.cos fl -f ros n . sin ß 
und sin (n — ß) = sin n.cos ß — cos n.siii ß 
Zweitens i.«t CH := cos BCH 

= ros (ff _ /J - 1 80°) = - cos (ff ß) 
zugleich ist CH = CG + GH 
aber CG = ('F cos (« — 180°) 

= cos ß (— ros ff) = — cos n cos fl 
und GH - RF= BF sin RBF 

ß-iin (ff- 180°) = — sin ß sin n 
ai.so CH = — (cos ff ros ß + sin n.sin ß) 
folglich I V. - CH = ros (n - ß) 

— cos n.cos ß -f sin n.sin ß 
IX. Wenn ein Schenkel von ß im drit- 
ten, der andere im vierten Quadrant liegt. 
nrc(n — ß) ist der verlangte Bugen; denn 
construirt man wie Fig. 471, so erhält man 


Fig. 472. 



Erstens Ä// = sin («-,“?- 180") = - sin (« ß) 
zugleich ist BH = BR -f- EH 
aber EH = FG = CF .sin FCG 

= CF sin (360°- «) = - CF. sin « 

= — ros ß . sin n 

und BE -BF. cos EBF = BF cos /'X’G 
= BF . cos (360° — ft) = BF. cos n 
= sin ß . cos ff 

daher III —BH — sin(a — ß) 

= sin n.cos fl — cos a . sin ß 
Zweitens ist CH = ros BCH 

= ros (ff — ^ — 1 80°) = — ros (« — ß) 
zugleich CH = — CG -f- GH 
al»er CG = CF cos FCG = CF. cos (360° - «) 
= CF . cos ff = ros ß . cos n 
und GH = EF = BF sin EBF 

= BF. sin FCG = BF. sin (360° - u) 

= ÄF. (— sin ff) =— sin ß . sin « 

daher CH = — ros n . ros ß — sin n . sin ß 


\ 
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folglich IV. roi(«—ß) 

= C03 n ■ eet ß + ün n ■ tin ß 

X. 'Wenn beide SchenVel im vierten 
Quadrant liegen, orr (tt - ,t) ist der ver- 
langte Bogen; denn construirt man wie 
Fig. 472, so bat man 


Fig. 473. 



Erstens ÜH = «i« ACB • 

= »in [SGO” - (« - ^)] = - *i» (« ~ ß) 
zugleich ist ItU = HK+ EH 
aber EH = EG = CE tin E'CG 

= CE »i» (3G0® - n) = CE . (- sin o) 

=: — coi ß.sin n 

und BE=BE cot EBF BE cos FCG 
= BE. cot (360”-«)= BF. cot o 
= lin ß cos n 

folglich Ili. — BH = sin{n~‘ß) 

= fin n • cos ß — cos a • ß 
Zweitens ist CH = cos ACB 

= cot [360° - (n - ,3)] = cos (n - ß) 
zugleich ist CH = CG — GH 
aber CG = CE cot ACÜ=CE.cot (360°-nl 
= CFt cos n ^ cos ß . cos tt 
und GH=F.F=BE.fmEBE=BE tinFCG 
= BE.tin {360°- n) = - BE tin a 
= — sin ß ■ sin ft 

folglich l\. CH = cat(,n—ß) 

= cos fi-cos ß + sin «-sin ß 
Mit den vorstehenden 10 Constructio- 
nen ist mitÜn die Allgemeingültigkeit 
der beiden Sätze; 

III. sin(o-j3) = sin (i.cos/J-cosft sin/7 

IV. cot(n-ß) = cot tt.cot ß + tina.tin ß 

nachgewiesen. 

Die folgenden Constmetionen sollen wie 
in No. 14 u. 15 als synthetUebe Beweise 
der sonst analytisch entwickelten trigo- 
nometrischen Bauptformeln gelten; die- 
selben sind mit laufendon römischen Zah- 
len bezeichnet. 

16. arc(tin = 2sin ft cos ft) zu zeichnen. 
Mau erhält den Bogen (2tt); denn es 
sei Z ACB = Z BCE = n, also .^ACE 
= 2tt, so zeichne aus C mit dem H.nlb- 
messer AC ~ 1 den Kreisbogen ABE. 
ziehe die Sehne AK, welche CB normal 
in U schneidet, und falle dio Lothe DE 
und EG, 


so ist ^ ADF oo ^^DCEoo ^^AEG 
daher ^ ADF= ZDCF = ,/AEF= a 
und DE.EG = AD-.AE=U2 
folglich EC(=si»2ft) = 20F 
aber 

DE=AD-cot ADF=AB‘COt o=si« tt .cos n 
folglich EG = sin 2a = 2 sin n cot n V. 


Fig. 474. 



17. arc (cos=cos°a-sin*ff) zu zeichnen. 
Man erhält den Bown (2o); denn 

fällt man Fig. 474 noch das Loth DH 
auf EG 

so ist ADAffsA^OW 
daher AF= DH = EG 
und somit CG — CF — FG — CF — AF 
Es ist aber CF= CD.cot a 

= cos n.cot a = cos V 
und AE = AD*tin ADFtzAD.tina 

= sin a*sin n — sin V 
folglich CG = cos 2n = cos *a — sin *a VI. 

18. arc (cos = 1 — 2 sin ’o) zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen (2n), denn es ist 
CE=AC-AF 
also CF- AF = AC-2AF 
da nnn CE— AE = Ch'— EG = CG 
so ist CG = AC- 2AF 
oder nach 18, cos (2n) =1—2 sin ’a VII. 

19. orc (cos = 2 cos ’n- 1) ZU zeichnen. 
Man erhält den Bogen (2a), denn es ist 

AF= AC-CF 

daher 

CF- AF=CF-(AC-CF) = 2CF-AC 
also nach No. 17: CC = 2CF— AC 
oder cos (2n) = 2 cos *a — 1 VIII. 

20. orc zeichnen. 

Man erhält flen Bogen (2n); denn zeich- 
net man Z ECB = Z ACB = «, be- 
schreibt aus C mit dem Ualbmesser AC= 1 
den Bogen .iBE, errichtet in A auf AC 
das Loth AF bis in die Richtung CE, 
verlängert CB bis D in AF, errichtet in 
D auf CD das Loth GH bis in die Rich- 
tungen CE und CA, macht AK = AH, 
zieht GK und DK, 
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struirt, und man erhält die Allgemein* 
gültigkeit der Formel IX. wie in No. 14 
und 15 für die Formeln I. bia IV., und 
wie sie bei den noch einfacheren Fonnein 
V. bis VI II. No. Iß bis 19 noch leichter 
sich ergel»en. 

21. arc [cot = zu zeichnen. 

\ 2cot a ) 


so ist ^ ÜKA SS A t)HA 
also DK - DU 

da nun A CDG ^ A ('DU 
also auch DG =: Dtl 
.so i.st auch DK = DG 
folglich j; DhG = Z DOK 


Nun ist i^ADU «xj A ACD 

daher ADD ^ ACD z= n 

also auch FDG = « (2) 

und /^ADK = « 

daher z = 180® - 2it 

folglich Z dkg + Z DGK = 2.< 

und zDKG = Z.DOK = n (ans 1 ) 

folglich K(J + AF (ans 2) 

Fällt man nun das Loth DL auf GK 
so ist LG=LK=AD 
daher GK — 2AD 
Nun ist CK ; KG = CA : A F 

In dieser Proportion ist: 

CK= AC - AK = AC ~ AH 

= AL-AD>tg ADH 
= AC — lg a » tg a = l — lg 
KG=2AD = 2 tg tt 
AC=1 
AF= ta (2a) 
daher hat man 


oder 


tg (2a) 


_ 2 tg tt 

~ 1- tg*a 


Man erhält den Bogen (2a), denn 
zeichnet man Z KCß = Z ACB = « , be- 
schreibt ans C mit dem Halbmesser AC 
= 1 den Bogen ABE, vollejidet den Qua- 
drant A('D, errichtet das Loth DG auf 
CD bis in die Richtung CB, verlängert 
CE bis F in DG, fällt das Loth GK auf 
«lie verlängerte C'.-l, zeichnet aus C mit 
CK den Quadrant KL, zieht die mit DG 
parallele LH bis in die verlängerte CM, 
und fällt das Loth MH auf die verlän- 
gerte CK, so hat man 

Fig. 470. 


Aumerk. Für o > 45® fällt 2« in den 
zweiten Quadrant, und wird negativ, aber 
es wird auch tg n> 1 , also um so mehr 
tg*a> l, und der Ausdruck für lg (2a) 
gleichfalls negativ. lu der Zeichnung 
fallen dann E und K rechts von C, F 
fällt unterhalb in die Verlängerung von 
EC, CK wird=AÄ — AC, und für-H 19(20) 
2 io €t 

entsteht — v" r Auch für alle übri- 
tg^a-l 

f ;en Quadranten, in welche a'^ und 2a 
iegen, wird nach obiger Vorschrift cou- 

U 


Z «< = Z GCK = z FCG = Z FGC 
daher FG = FC 

Da nun Z CDF= B, also Z CFG stumpf ist 
CG* = FG* + FC* + 2FG-DF 
= 2FG* + 2FG-DF 
oder DG* + CD* = 2FO{FG -|- DF) 

= 2FO-DO (I) 
-2{DG-DF)DG = 2DG*-2DF>DG 
daher CD* = DG* - 2DF. DG 
oder DG* - CD* =2 DF- DG (2) 

Es ist aber 

CD : DG = CL ;LM 
und da CL = CK=DG 
auch CD : DG = DG .LM 
oder DG*-CD-LM 

Diesen Werth in Gl. 2 gesetzt 
giebt CD-LM - CD* = 2 DF- DG 
oder CD(LM - CD) = 2DF- DG 
ode^2DG: LM -CD - CD : DF (3) 

In dieser Proportion ist aber 
DG = cot n 

LM = CL »cot o = CK’COt a 

= DG’Cot n — cot tt . cot o = cot *a 
CD = AC=l 
DF = cot (2a) 


7 
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Diese Werthe in 3 snbstitairt, giebt 
die Proportion 

2 cot n : cot *0 — 1 = 1 : cot (2n) 

, cof *rt — 1 _ 

oder cot I2n) = — - — A. 

2 cot n 

A n m erk. Für a > 45” filK 2« in den 
tweitcn (Quadrant und oit (2«) wird ne- 
gativ, aber es wird auch corn<l, also 
lim so mehr cot *a < 1 und der Ausdmck 


hieraus 


CF = 


DG + Alf 


für + cot (2o) wird dann ■ 


• cot *rt 


denn 


22. ore 


• • 0-* 
^Cüi = - 


2 cot ff 

in der Zeichnung würde dann F links 
von CO, und der Punkt M innerhalb 
CG fallen. Vgl. Anmerk, zu No. 20. 

cot fl — lg ff ^ 

in zeichnen. 

Man erhält den Bogen (2ft), denn zeich- 
net man .1 F.C D — z. AC H — a , be- 
schreibt aus C mit dem ITalbmesser AC 
= 1 den Bogen ABF., vollendet den Qua- 
drant ACO, errichtet das I.oth DG auf 
CD bis iu die verlängerte CB, und das 
I.oth .liV auf AC bis in CG, verlängert 
CK bis f’in OG, und fällt das i.oth GK 
auf die verlängerte CA, so Iiat mau wie- 
der wie No. 21, Gl. 2: 

OG> - CO* = 2Ü^. 0G_ (1) 

Nun i,st CA : AK = CK : KG 
oder CO:Ay=DG:CO 

woraus CO ” = AN. O G (2) 

Diesen Werth in Gl. 1 snbstituirt, giebt 
ÜC* - A\-0G-20F-0G 
oder DG{OG - AX) = 2DF 0G 

oder DG - AN-2DF 

, OG-Afi 

also Dt = ^ (3) 

Nun ist DF = cot{2n) 

DG — cot tt 
Alf = tg a 

Diese Werthe in 3 snbstituirt, giebt 
cot (2f.) = XI- 

A'gl. Anmerk, zu No. 20 n. 21. 

„„ / rola4ljn\ 

23. arc I cotec = — j 

zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen (2«), denn in 
Kig. 47G hat man aus No. 21, Gl. 1 
»C* -b CD” = 2FG(FG + DF) 

= 2FG” + 2FG.DF 
= 2CF” + 2CF.DF 
Ferner ist nach No. 22, Gl. 2: 

CD” = AN.D G 

daher DG” + AN DG - iCF” + 2CF DF 
oder DG {DG + AN) - 2CF(CF f DF) 

= 2f/f-(Fß + DF) 
= 2CF. DG 


Nun ist CF = com {2a) 

DG — cot R 
AN= lg a 

Diese Werthe in den letzten Ausdruck 
snbstituirt, giebt 

, , colffi tgn 

cosec{n)= All. 

Vergl. Annierk. zu No. 20 n. 21. 

24. arc ^«i» = j/ ) 
zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen denn 

in Fig. 474 ist nach der in No, 16 ange- 
gebenen Conslruction : 

AK” = 2AC-AG = 2AC(AC- CG) 
oder 4AÜ* = 2/lt'»-2ACCC 
AC’-AC.CG 


oder 


AD> = ‘ 


folglich AD = J — 


2 

/ AC”-AC-CG 


Ist nun Z ACD = z DCK = also 
Z ACE = R, .4C = 1, BO ist 
AD = . in f 

AC = I 
CG = cos a 

Diese Werthe in ilie letzte Formel ge- 
setzt, giebt 

Xlll. 


R _ l/ 1 — cot a 

T“ * 2 


Anmerk. Da für joden Werth von 
n, cos n<l ist, so bleibt |/-^ — 

immer positiv. Es kann auch nie- 

mals negativ werden, weil nur den 

Werth von 0° bis 180® haben kann, in- 
dem R nur zwischen 0° and 360° liegt 


( .1/1-1- cot R \ 
cot — y ^ j 


25. arc 


zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen •I®“" 

in Fig. 474 ist 

CD” = f'K* - DE* = AC» - ■ AE» 

^ ,4c* - ^ [2AC- AG] 

= -j- [2AC - (AC - CG)] 


AC 


(AC4CG) 
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od« CD ■■ 


■■V- 


AC(AC+ CO) 
2 


Nun ist ZADF=^ACB = 


90° -o 


Ist DUii AC=1,ZACB = sBCE- 


AD = stit ACB = li» 


90° - n 
2 


2 


also 


CO = cot -j 


und CG = cot a 

so hat man, diese Werthc in den letzten 

Ausdruck substituict: 

- XIV. 


CG — cos ECG — sin ECK ji'r n 
Diese Werthe in Gl. 1 anbstituirt, riebt 
„ . 90^-« . 90^- fl . ® 

2 »m — - — . «1« - - ^ — - = 1 — fin CI 


woraus sm 


cos ~ — 


90^(1 
2 




— tt 


XV. 


Da cot — im 2ten Qua- 


2 r 2 

A n m e I k. 

drat negatir, “ aber für jeden 

Werth von re positiv bleibt, so gilt für re 
von 0° bis 180° die Formel: +1’’, für re 
von 180° bis 360° die Formel — Dies 
gebt .nich aus der Zeichnung hervor: CB 
und DF verbleiben im ersten Quadrant, 
wenn CE im ersten oder zweiten Quadrant 
liegt, also wenn re zwischen 0° und 
180° beträgt. Für n von 180° bis 360” 
fällt CE in den dritten oder vierten Qua- 
drant undC'Anud 0F fallen in den zweiten 

Quadrant, (.'Falso wird negativ = - co»-^ 
daher hat mau 

A. Für n = 0° bis 180° 

re 1 / 1 + cos « 

”*T = + K 2" 

B. Für n= 180° bis 360° 

re 1 / 1 -b CO» n 

rot — - - y ^ 

2G. «rc(.U = * |/— ■2"" -) 

SU zeichnen. 

Uan erhält den Bogen ^ " 

= are j denn zeichnet man Fig. 

474 den Quadrant ACK mit dem Halb- 
messer AC = 1 , macht Z ECK = n , hal- 
birt den Bogen AE in B, zieht CB, 
so ist 

Z ACE = 90° - re 
und 

ZACB = ^BCE=^^~ 

Zeichnet man nun die Sehne AE, und 
fällt die Lothe EG, DF auf AC, so bat 
man 

AF:AQ = AD-.AE=l-.i 
also iAF = AO 
oder 

HAD . tin ADF = AC - CG (1) 


An merk. Hier gilt das positive Vorzei- 
chen der Wurzel nur, wenn n zwischen 0° 
und 90° fällt; für alle anderen Werthe von 
re ist das negative Vorzeichen zu uebiueu. 
Denn es ist für Jeden Werth von «, 
I /I — »ire re , _ 

Y — ^ — eine positive Gröfse, mithin 

entsprechen die Vorzeichen der Wiirzel- 
gröfse dem jedesmaligen positiven oder 
negativen Werthe von 

■ 90°-« . / «\ 

"" “2~ = ”"l‘‘^ 2) 

Für y von 45® bis 180®, also für « 

von 90® bU 360® fallt sin (45®-- y ) in 

(Ho beulen let7.ton Quaitranteu, ist ne- 
gativ, und mithin niufs hierfür auch 

1 ^1— »in re 

— 2 negativ sein. 

Dies geht anchausderZeichminghervor; 
denn bei der Construction von Z (90°- «) 
ist AC , wie immer, der feste Schenkel, 
und der bewegliche geht durch den er- 
sten Quadrant durch B, E, K u. s. w. der 
constante Minuend ist 90° = z ACK 
und folglich mufs der veränderliche Sub- 
trahend re, von CK ab, nach AC bin ab- 
getragen werden, damit AC als Schenkel 
verbleibe. 

Für n = 90° fällt also CE mit CB in 
90° — re 

CA, — - — ist = 0, für re von 90° bis 

270° bis 360° fällt CE mit CB in den 
vierten Quadrant , für n = 270° bis 360° 
fällt CE in den zweiten, und CD in den 
dritten Quadrant. Für o von 90° bis 360° 
ist also der Lage nach 
. 90°-« 

nn — — negativ. 

Daher bat man 
A. Für re = 0° bis 90° 

90° 


»in 




■ stti a 

2 


B, 


Für « = 90® bis 360° 

90° — fl I ./ 1 - iin rt 
2 


stn 


=-v 
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90° + ir .y,., 

2 “=K— 2— ■ 

^ Anmerk. Für n = 0 bis 90° ßllt 
Man erhält den Bogen j„ ,,en ersten Quadrant; für « = 

(t + t)’ ‘'®"“ 90° bis 270° fällt in den iwei- 

477 mit dem Halbmesser = 1 den Halb- Quadrant, nämlich CE rechte ron 
kreis errichtet den lothrechten Halb- _ 90° -f-« 

inesser CB, trägt an denselben in dem C/f; für « = 270° bis 360° ßllt ^ 
zweiten Quadrant den ,cBCO = n, hal- 

birt ^ .4CC (= 90° -l- o) in E, so ist = 45° + — in den dritten Quadrant, 
4- ft . " 

^ .4Cß = * — — ; ßllt man nnn die I.otbe nämlich CE unterhalb CO; in beiden 
CB auf CO, EF auf BC und FK auf letzten Fällen ist ro* -“ö“ negativ. 


CE, zieht noch die Sehno DG, .so ist 
Fig. 477. 



2 

daher bat man: 

A. Für it = 0 bis 90° 

90° -b « I ' 1 — aiw « 

CO. — = -b ^ j- 

B. Für n = 00° bis 360° 

90° + « 

CO. - — — Z .. 

2 r 2 

■ /I + .IN n 


tes.-) 

90° + « 


Z. ACB = j gestreckter 

hienron zACE 

bleibt ~zBCE = kZ OCG 
Nnn ist 


.4CO 


28. are 
zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen 

-b -yj denn construirt man Fig. 


0) 477, so bat man narb No. 27 
EK = iOH 

ZDCG+ zCDGJr zCGD = \iOP also ist 


oder zCDG^2zCDG 
oder2Z BCE + 2Z DCG 


= 180° CE-EK=CD-\DB = \AD-\DH 
= 180° =i(AD-DH) 

■ = 90* oder CK-\AH 

AC+ CH 


= 90° 


oder 


CK = 


2 


Nun ist CK = CF.tinCFK 

= CF-tin FEK = .in FEK iin FEK 

= .w*ACfi = .in*?5^ 

AC= 1 

CH = nn n 


■Iso Z BCE + Z CDG 
Es ist aber auch 

Z BCE + ZCEF 

folglich Z CEF = Z CDG 
mithin A EFK c» A DGH 
und EF:EK = DG-.DH 

Aus Gl. 1 folgt aber 

EF=iDG 
daher ist auch EK = IDH 

Nun ist EK = EF*cos FEK 

-CE co$ FKK- cot FEK 

— COt^ FEK — COt^ ACE — COt^ ■ ■ . 1 t?“ n/\0 ^na ' /YD 

2 A n merk. Für ff = 90” nUU C£ IQ Ci?, 

CH = io. GCH = cot 90“ - « = .in n ° = '*0* **''• 

daher ist unter 45° in den zweiten Quadrant, für 

, 90° + n _ 1 - wn n « = 270° ßllt CE in CO-, für « = 360° 

2 ~ 2 


daher 

folglich 


. • 90° -b« 1 -bsin n 

••n — „ — = ;; 

2 2 


90°+ n 


= ]/l±JpJL XVII. 


cor 

folglich 


QaO 1 

wird - = 45° + 1 80° = 225°, CE ßllt 
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also nntar 45° in den dritten Quadrant. 
Daher hat man 
A. Für n von 0 bis 270° 

90°+_« _ 


A. Für « = 0 bis 270° 

90° — rt . 1 / 1 + Jifi « 


cos 


:^ = +K- 


stn 


B. 


2 ' r 2 

Für a von 270° bis 360° 
90° + « 1 /I + »*»• n 


2 ■ »' 2 
B. Für « = 270° bis 360° 


cos 


stn 


= -\/l 


90° - ft I / 1 + ttn ff 
2 ~~ r 2 


20. ftrc ^roi = ± y j 

zn zeichnen. 

Man erhält den Bogen 

90° — ff I rt ff \ 

2 “ It " T/ 

denn nimmt man (Fig. 474); ^ ECK 
= ft, so ist z. -tC'/? = Z BCE 

90° -ft 


Nun ist nach Xo. 26 : 

<2.1F= AG 
Da nun CF = .,16'— AF 
so ist auch 

2CF= 2. IC - 2AF= 2. IC - AG 

= AC 4- (,4C - AG') = .IC + CG 

. __ AC + CG 

oder CF = 

& 

Nun ist CF=CD. cos DCF = cos* DCF 


30. firc 


zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen 


/ I / 1 — »in ff \ 


90° — ff_ 

~1 ~ \T~‘2/ 


Denn zeichnet man Fig. 478 mit dem 
Halbmesser AC = D6’=1 den Halbkreis 

Fig. 478. 



90° 


■ ft 


= cos* 


CD = \ 

und CG = cos ACE — cos (90° — «) = sin a 
, 90° — rt _ 1 4- sin ff 

2 2 


folglich cos 
und 


cos 


90°-rt i/ 14 -sin« 


= 1 


XVIII. 


Anmerk. Hier gilt die Anmerk. No. 
26, dals ft für——” 
zutragen ist. Für tt = 90° fällt Cf? in 

go® — fV 

CA, cos ■ — ^ — arird = + 1 ; für « zwi- 
schen 90° und 180° fällt CE mit CB in 
, ^ 90°-rt 

den vierten Quadrant und cos — - — 

bleibt -b; für «=180° fällt CE in die 
Verlängerung von KC, CB unter 45° in 

qqO ^ 

den vierten Quadrant und coi — - — 

= cos (- 45°) bleibt -1-. Bei ft = 270° fällt 
CE in die Verlängerung von AC, CB in 

die Verlängerung von KC, cos — ^ 

= COI (— 90°) = 0. Für tt von 270° bis 
360° fällt CB in den dritten Quadrant, 

gQO ^ 

cot — - — •wird negativ. Daher hat man 


ABI), errichtet den lothrechteii llalbmes- 
.ser CB, trägt an denselben in den ersten 
Quadrant Z BCE = «, Isalbirt Z ACE 

9()0_« 

durch CJ, so ist Z ACJ = — ^ — • Er- 
richtet man nun das Loth AF auf AC 
bis in die verlängerte CJ, fällt das Loth 
EH auf AC, und zieht die Sehnen AE 
und DE 

ZAED = R 
Z AGC = R 
DE^CG 
Z ADE = ACF 


so ist 
aber auch 
daher 

daher wieder 
hieraus 
mithin 
also auch 
da nun 


A AED ~ A FAC 
DE .AE = AC :AF 
DE* : AE* = AC* : AF» 
DE* ; AE» = DH : AH 


so ist auch DH ; AH = AC* : AF* 
oder CD + CU.AC-CH = AC*.AF* 


woraus 


o<ler 




CD -CH 

AF - AC 1 / 

AF-AC y 

90° -n 


Nun ist AF= tg ACJ = tg 
AC = CD = 1 

und CH = sin ECB = sin a 
daher hat man 
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*9 


90° - 


-Vi 


— «n rt 


+ «fl a 


XIX. Für a von 0° bis 90° ist cot 


90° + « 


An merk. Für jeden Werth von « ist 
(1 — «in a) nnd (1 +«ifi «) positiv, also 
die Wurzelgröfse ist immer positiv. Das 
Yonteichen derselben entspricht also im- 

qqO ^ 

mer dem Vorzeichen von tg 


Für « von 0 bis 90° ist tg 


2 

90° -o 


von + 45° bis ± 0, 

also im Iten Quadrant und +. 

QfvO _ 

Für « von 90° bis 180° ist tg — 

von ± 0 bis — 45° 

also im 4ten Quadrant und -. 

Für « von 180° bis 270° ist tg 

'' 2 

von — 45° bis — 90° 

also im 4ten Quadrant und — . 

Für « von 270° bis 360° ist tg — 

von - 90° bis - 136° 

also im 3ten Quadrant nnd +. 

Man hat daher für o von incl. 0 bis 

90° und von 270° bis 360° 

^ 90°-« ^ /n a\ , i/l -«in« 

Für n von incl. 90° bis incl. 270° 

90°-« f 71 a\ i/l-sina 


von 45° bis 90° 

also im Iten Quadrant und +. 

I ^ 

Für « von 90° bis 180° ist cot — - — 

von 90° bis 135° 

also im 2ten Quadrant und — . 

Für a von 180° bis 270° ist cot — ^ 

von 135° bis 180° 

also im 2ten Quadrant und — . 

90° 4- R 

Für R von 270° bis 360° ist cot — — — 

von 180° bis 225° 

also im 3ten Quadrant nnd +. 
Man hat daher: 

für rt von incl. 0 bis 90°, und von incl. 
270° bis 360° 

. 90° + « , I / 1 - «in « 

2 1 + «1« « 
für « von incl. 90° bis incl. 270° 

90°+ « _ 1 / ^ ~ **** ® 

2 ' 1 + *i»» R 

/ 1 / 1 + »*" « \ 

32. «rc I cot = ± 1/ | 

\ 1 — «III R / 

zu zeichnen. 


cot 


2 

31. arc( cot = ± 

\ r 1 + «m R / 

zn zeichnen. 

90°+« 


Man erhält den Bogon — j. 

* 2 4^2 

denn bei der Construction ad 30 mit Fig. 
478 ist 


hierzu 


^ BCE = R 


giebt Z ECJ + Z BCE = z BCJ 


_90°-r . 2r 90°+r 


Man erhält den Bogen ~ — 

° 2 4 2 

Denn construirt man wie No. 30 nnd 
31, f^g. 478 und zeichnet noch die Nor- 
male BK auf BC bis in die Richtung CJ^ 
so ist, da, wie ad 30 gezeigt 
A AED oo A FäC 

ebenso A AED eo a CBK 
folgUch AE : DE=AC : BK 
oder AE» : DE^ = BC> : BK» 
und da AE* . DE» = AH . DH 
also AH : DH = BC* : BK* 

oder AC-CH‘.CD + CH = BC*‘.BK* 

CD + CH 

AC-CH 

90°-« 


woraus 


BK 




Nun ist 

AF — cot BCJ = cot 


2 

90° + « • 


2 


-Vi 


— *in « 


und nach No. 30 

AC-^H 

CD + Ch 1 -f. gin fl 

90°+ «_ _ 

+ 

An merk. Wie ad 30 gezeigt, kann 
das Vorzeichen der Wurzel nur dem der 
cot entsprechen. 


^F = ylC.| ' 

, 90°+« I / 1 — «i« « 

also cot — - — -V- XX. 

2 ' 1 + stn R 


Nun ist BK = cot ACJ = cot 

BC = CD = AC = 1 

und CH = sin « 

/ 1 r 1 . . 90° — « I / 1 + «in « 

tolghd. = 

Anmerk. Da co< — - — mit fg 

2 ^2 

immer gleiche Vorzeichen hat, so ist nach 
No. 30: 

für R von 0 bis 90° und von 270° bis 360° 
90° — R _ 1 / 1 + «in R 

' 1 — «in R 

für R von 90° bis 270° 


cot 
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90-« 

eoi — X — = ~V' ~r — • — 

2 ^ 1 — fin « 

/ 1 / 1 + « \ 
33. 

lu MichnoD. 

Man eibilt den Bo(fen “ “ 7 


/ 1 — Jtn n \ 

( eos = ) 

V COM ff / 


denn es ist Fig. 478 t 

Z BCJ = Z ACB - Z AOJ 

d.h. zßW = 9oo-?2^=?5^ 

Nun ist BK = lg BCJ = lg 
und nach No. 32 

BK = BC.y^^=\/\!^ 
’ AC — CH ' 1 — >in fl 

• « 90° + f» i/l+»«»ff 

daher lg — ^ = ]/ — : XVII 

’ 2 r 1 - »in a 

. , „ 90° + « 90°+« 

Anmerk. Dato — - — miteei — — 
»2 2 

immer gleiche Vorzeichen hat, so ist nach 
No. 31 

für « Ton 0 bis 90° nnd von 270° bis 360° 
90 + « 1 / 1 + »in « 

~r~ - + K i-»in« 

für n TOn 90° bis 270° 

90 + « _ 1 / 1 + »in « 

^ “2 ^ 1 - »in « 

-. / 1 - »in « \ 

34. arc ( lg = ) 

V CO» « / 


35. arc | cos 
zu zeicbneu. 

Man erhält den Bogen ~ 

denn bei der Constrnction Fig. 478 hat 
man 


z ACB = 90° 


daher ZACB - z ACJ 

2-90°-(90°-o) 90° + « 


oder 


Z BCJ = 


90° + o 


Nnn ist AF=col BCJ = col 


90° +o 


nach No. 34 ist aber AF 

90° + «_ 1 — »in o 
cos ß 


2 

1 — »in « 


folglich 


cot — - — = ■ 


cos « 

XXIV. 


Anmerk, liier gilt dieselbe Anmerk. 
No 34, nnd No. 31 zeigt die Ueberein- 

stimmung der Vorzeichen für co» 


mit 


1 — »in a 


1 + »in « 
cos 


n R \ 
n / 


90° - 


Man erhält den Bogen ^ ^ ^ 

denn bei der Constrnction und Bezeich- 
nung Fig. 478 stehen die Seiten des 
A CAF und des A EHA gegenseitig nor- 
mal anf einander, folglich ist 
A CAF CO A EHA 
also AF : AC = AH •. EH 

oder AF.AC= AC-CH.EH 

»r- »r, AC-CH 

«orana AF = AC • =r,; — 

hsH 

Nun ist AF= lg ACJ = ig 
AC= 1 

CH = cos ACE = »in BCE = »in « 

EH — »in ACE — cos BCE sc eos a 
,, . 90°-« 1 - »in « 

daher ig — = XXIII. 

2 CO» R 

Anmerk. Der Zähler 1— »in «ist im- 
mer positiv, der Nenner cos « ist für n 
Ton 0 bi» 90° und von 270° bi» 360° po- 
sitiv, nnd für « Ton 90° bi» 270° nega- 
Ut, was auch (s. No. 30) mit den Vor- 
zeichen Ton lg — - übereinstimmt. 


cos « 

36. arc^ Ig = 
zn zeichnen. 

Man erhält den Bogen ^ ~ ^ 

denn bei der Gonstruction Fig. 478 ist 
schon No. 30 gezeigt, ilafs 

AAä/Ico Af^AC 
also auch i^AEÜro^CBK 
da nnn auch A AED co (^RHD 
so ist ^EHD CO CBK 

mithin EH ■. DH = BC . BK 
oder EH:CD+CH= BC.BK 
woraus BK = BC 

hll 

Nun ist BK = lg BCJ = r, " 


ferner ÄC = CD = 1 

CH = fin BCE = itn a 
und EH^eot BCE^tota 
, , . . 90®+ rr 1 + fin a 

daher ist tg — - — ä 


2 


XXV. 


Hier gilt die Anmerk. No 35, und da 
90° + « , 90° + « . , . 

— - — mit cot — - — immer einerlei 


Vorzeichen hat, so stimmen für alle Werthe 
1 + »in R 
in 


, , 90°+« 
von « auch lg mit 


den Vorzeichen überein. 
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. 1 + »ti» o \ 

37. arcicot = 1 

\ ros « / 

lu leicbnen. 

Man erhält den Ko|;en — 

2 4 2 

denn es ist Fie. 478 

A^O _ _ 

BK = cot ACJ = col— 

2 

Nach No. 36 ist aber BK= 

cot a 

e 1 1- » • 1 . 96° — « 1 fttnn 

fulehrb ist r»( — „ — — — NX^ I. 

® 2 roi « 

38. arcfig = - — zu zeichnen. 

V sm K / 

Man erhält den Ilnf^eii j n 
Denn es sei Fip. 47U .4CK = it, so 
zeichne ans C mit dem Ilaihmesscr = 1 
den b«g;en AE, halhire denselben in B, 
ziehe CB, errichte das I.oth AD auf AC 
bis in die Terlängerle CB, ziehe die .Sehne 
AE, und lalle das I.oth E(S auf AC, 
so ist 


Fi? 47;i. 



Z UAC -B = Z i(JE 

ZEAG + aAE(! = B. = zHAV^ZACD 

daher Z ACD = Z GF-.i 

folglich A ACD «j z GEA 

hieraus AC : AD ■= EG •. AG 

oder AC :AD = EG : AC - CG 

An Af AC—CG 
woraus AD = AC • - — 

£.u 

Nun ist AD = lg 
AC=1 
CG — rot K 
EG = tin n 

daher O = iff 4 = ‘ ”■ " XXVII. 

2 »tn n 

39. arellg = — — ) an zeichnen. 
V 1 + coj « / 

Han erhält den Bogen \ « 

Denn zeichnet man Fig. 480 aus C mit 
dem Halbmesser = 1 den Halbkreis AED, 
nimmt Z ACE = u, halbirt denseiben 


durch CB, errichtet in A auf AC das 
I.oth AF bis in die Richtung CB, lallt 
das Loth EG auf AC, und zieht die Sehne 
ED, so ist 


Fig. 4 SO. 



PeriphcrieZ EDA = j Ceiilriz fX'.t 

= ^FCA 

daher DE + CF 

da nun zugleic h EG A^AF 
so ist ^DEGx/\CFA 

folglich DG : EG = AC : AF 
oder CD + CG.EG = ACiAF 


woraus 


AF=AC 


EG 

CDaCG 


Nun ist AF = lg 

EG = sin n 
CG = cot n 


und AC = CD — 1 


daher ylf'=/j4 = r7~~ — XXVill. 

2 1 f CO» « 


40 ure(tg = *l 

V " • I I CM O / 

zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen 
Denn zieht man Fig. 480 noch die Sehne 
AE, so hat man 

DE + CF 

ZAED=R = ^ FAC 

daher A AED FAC 

mithin DE -, AE = AC.AF 

also auch DE‘ ■. AE^ = AC*: AF* 

Nun ist auch 

_ DF* :AP= DG : AG 
daher DG:AG = AC*:AP* ~ 
oder DC+CG:AC-CG = AC*:AF* 

woraus AF=AC.y^^^ 

Nun ist AF= ig ACB = tg^ 
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AC = DCs\ 
nnd CO = co$ n 

folglich xic.x. 

An merk. Die Wunel ist für jeden 
Werth Ton n immer positiv, die Vonei- 
chen dersclhen richten sich also nach de- 
nen von (g Im ersten und dritten 

Quadrant ist die tg positiv, im zweiten 
und vierten negativ. Im dritten nnd vier- 
ten Quadrant kann >g ~ nicht Vorkom- 
men, demnach i.«t 
für i< von 0 his 180“ 




I / 1 — ros u 
L + cos « 
für K von 180“ liis 300“ 


‘9 


1 /1 — ros fl 
1 + ros n 


41. orc (sin + ros = * | 1 + sin o) 
so zeichnen. 

Man erhält den Bogen = 4" 

Denn ist Fig. 481 ^AÜE — n, so hal- 
bire denselben dtirch CJ , zeichne ans 
C mit dem Halbmesser = 1 den Bogen 
AJE, zeichne die Sehne AE, fälle die 
Lothe JG niut KA' auf AC, so hat man 



Fig. 4SI. 


C^ACE = !,AEy.CL=^\ACy.EK 
daher ist AEx CL= AC x EK 
oder 2 AL xCL= AC x EK 

oder 2JO xCG= AC x EK 

ferner ist JG» + CG* = CJ* = A(* 
addirt 

JG* + C(? + 2JG xCG = AC> + ACxEK 
also (JC + CG)* = AC*+AC’CK 

daher JG + CO = l/ ^C« + AC^E K 

= \/AC(AC+EK) 

Nun ist JG = sin 

3 

CG = cos — 

2 

AC = l 


EK ~ sin « 

folglich 

'’“T + "*T= »''r+ibTS XXX. 
Für die Untersuchnng über das jedes- 
mal richtige Vorzeichen hat man Folgen- 
des zu erwägen; 

Kür n = 0 hat man sin =sin0 = 0 

und ros ^ = cos 0 = -f- 1 
mithin auch 


l' + sin n = 1 1 t-sin 0=|/|+0= + H 
Kür alle übrigen Werthe von n im er- 
sten Quadrant bU incl. 90“ ist 

sin -p cos - — 

2 2 

positiv, fidglich auch | 1 sin u posi- 
tiv, und 

n n ; 

sin j- -b cos y = + 1 1 + sin ii 

Kür n = 90“ ist -y = 45° 

sin y -|- cos y = + I 1 + sin 90“ 

= -(- v’IT'i = + 1 2 

Liegt R im zweiten Quadrant, so liegt 
im ersten, also auch in diesem Kall 


ist sin y ■(- cos y = -t- p 1 -f sin a 
Kür 11 — 180“ ist = 90“ 
sin y = sin 90“ = + 1 ; 


ros y — cos 90“ = 0 

V'i d siin; = \/\ + $Th 180* = k'T+Ö = -1- l'l 

Liegt R im dritten Quadrant, so liegt 

y im zweiten, und zwar innerhalb 90“ 

und 135“. Wenngleich nun hier cos y 
negativ bt, so ist doch innerhalb der 
Grenzen sin 

mithin sin -^ + cos y 
eine positive Grösse, mithin 

»in y + cos y = -1- ( 1 -1- sin R 

Wenn n in den vierten Quadrant tritt, 
entsteht die Scheide für die Vorzeichen 
i der Wurzel. Denn für n = 270“ ist 

= 135“, mithin cos - sin nnd 

S S d 
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»•* + CO» -^ = 0 j aber auch 

K'l + «i« 270“ = j'l + (-I)=:0 
und in diesem Fall 

»m — + eo» — = ± 0 
2 2 

Wird n > 270°, tritt also n in den Tier- 
ten Quadrant, so fällt zsvischen 135° 

und 180°, es wird ro»-^>»i«-y und 

»ii* Y + negativ, mithin ist 

für n iwischen 270° und 360° nur 

»IB + CO» — = — ) 1 -I- »tu n 

Für 0 = 360°, also ßr = 180° gilt 

ebenfalls nur das negative Vorzeichen, 
denn es ist 

»i» Y = »iB 180° = 0 

eot — = CO» 180° = — 1 
2 

folglich 

V'! + »iiTö = l'l+»iB360° = vT+0 = VI 
negativ, d. h. für o = 360° ist 

»Sby + co» Y=-Vl 
daher hat man 

für o von incl. 0 bis incl. 270° 

»»* -y + CO» -^ = + i'l + »IB n 

für n von incl. 270° bis incl. 360° 

. o , n . r — 

»IB "^ + CO» Y = — F 1 + »IB o 

42. are (co» — »ib = ± ) 1 — iib o) 
zn zeichnen. 

Man erhält den Bogen jO 
Denn bei derselben Construction, Fig. 
4SI, hat man wie No. 41; 

2JCxrC= ACxEK 

jc« + rc« = CJ* = AC> 

snbtrahirt 

J(l^ + CG*-2JGxCG = AC*-ACyiEK 
oder (CG - JG)^ = AC {AC - EK) 
woraus CG -JG= \’AC {AC - EK) 
folglich nach No. 41 : 

CO» Y — »IB Y = i l-»iB n XXXI. 

An merk. | 1 — iib n ist für jeden 
Werth von n eine positive Gröfse. l)ie 
Vorzeichen derselben richten sich also 
nach denen von 

B R 


106 Conatructionen, trigonom. 

Für R = 0 entsteht 

CO» 0 — »IB 0 = F''l — »IB Ö 

d. i. + 1 - 0 = vT^o 

also + 1 = + VI 

Für « = 90° entsteht 
CO» 45’ - »IB 45° = Vl - »IB 90° 

d.i. +{V2-(+il'2) = Vl-(+l) 

also ± 0 = ± VO 

Für R zwischen 0 und 90° ist < 46° 

also c9»y>*'«-2 

folglich CO» y ~ positiv 

nnd = + )'l — »in r 

Für R = 180° entsteht 
CO» 90° - »in 90° = V1 -»«b 180° 
d. i. 0-(+l) = Vl-0 
also — 1 = — VI 

Für R zwischen 90° nnd 180° fällt y 

zwischen 45° nnd 90°, also *co».^ < stn — 
2 2 

folglich co» y ~ Y °*K***^ = 

- Vl-»!"^ 

Für R = 270° entsteht 
co» 135° - »in 136° = Vl - »«» 270° 
d i. - iV2 - (+ 4V2) = Vl - {- 1) 

- 1V2-4V2 = -V2 

Für R zwischen 180° nnd 270° fällt y 
zwischen 90° nnd 135°; co» Y “1 nega- 
tiv , »in positiv , also co» — »in — 

2 r 2 2 

eine negative Gröfse und = - p'l - »in o 
Für R zwischen 270° nnd 360° bleibt 

— im zweiten Quadrant, also vrie so eben 


— ( 1 — »in R 

Endlich für b = 360° vrird = 180“ 
nnd es entsteht 


co$ 

180° -»in 180° = 

»in 360° 

d. i. 


- 1 -0 = Vl- 

0 

also 


- 1 = - 11 


Demnach hat man 


for a 

Ton 

0 bis incl. 90° 



rdi 

n . a , 1 — 

— - «« y = + ^ 

— ttM a 

für R 

TOD 

incl. 90° bis incl. 

360° 


eos 


— tm a 

43. 

arc 

(»in — eo» = * Vl - 

•in r) 
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Man erhält den Bogen ) n 
Denn- acbieibt nun in No. 42 für 
JC* + CG* - IJG y.CG = AO -ACnEK 
{JG-CKf-AC{AC-EK) 
also JG-CK= yAC{AC - EK) 

BO hat man 

it» y - CM y = I' l - «in n XXXII. 

44. are (sin = ± { [l'l + sin 

Man erhält für jeden Werth Ton n den 

Uogen y , es sind nur die Vorzeichen in 

jedem einzelnen Fall zn bestimmen. 

A. für n Ton 0 bis incl. 90° hat man 

= 4[»'i + li« n — V^l — st« ( 1 J 

CMy = ifi 1 +ft« n + l'l-ttiTä] 

Denn man hat Fig. 481 
ans 41: 

CG + JC = eas + sin — = VI + sin n 
i i 

ans 42: 

CG - JG = cos ^ — sin y = }'l - sia « 
wo y < 45°, also CG >JG ist. 


Und wenn man die Anmerk. No. 42 
in derselben Reihenfolge dnrchnimmt, so 
findet man 

für « Ton incl. 0 bis incl. 90° 

ft a 

f I« y — cos y = — I 1 — sin n 
für a Ton incl. 90° bis incl. 360° 
si» - cos .^ = + Vl — st« o 

t * Vl-stn a]) zn zeichnen. 

sin y=^(Vl + sin n + ) 1 — sin n 

cosy=^(Vl + “ ~ V I “ **" " 

denn bei derselben Bezeichnung in Fig. 
482 ist: 

2AACJ! = ANxCt = ACxEK 
= iALxCL = ACxEK 
= 2JG-kCG = ACxEK 
Nun ist JG' + CG* = CJ» = AO 
daher 

JG» + CG« ± 2JG xCG = AC« ^ACxEK 
oder (JG ± CG^ = A C(AC*gäf) 
also JG + CG = \ fAC(AC + EK ) 
nnd JG- CG=|'AC(AC-£K) 

Nun ist JG — sin y 


Dnrcb Snbtraction entsteht 


2JG = 2sin y = | 'l +sin o - Vl - sin n 
Dnrch Addition entsteht 


CG = cm y 
AC=I 
EK = fifi a 


2CG = 2cosy = Vl + .i«„ + | I-sinn „„j / ACJ= y >45°,daherJG>CG 

hieraus für n tou 0 bis 90° so hat man 

^ ^ , tt a 

*"*T1 ./ r— , - r— siny + COS — = l 1+sino 


3 


B. für « Ton 90° bis 180° ist 
Fig. 482. 


XXXIII. 



si« y — cos y = J 1 — sin ft 

Durch Addition, Bubtraction nnd Re- 
dnction erhält man 

" i 

Sinyl 

„ / = 1 + »in O V'l-sino) 

”*t| 

XXXIV. 

C. für fl Ton 180° bis 270° ist (wie 
ad B.) 

si« y = jCl I + si« n + >1 - sin f») 
cos y = 4(|/1 + sin ff — l'I — >«n ft) 
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Dann bei derselben Beseiohnang in Fig. 

<83 hat man Z = Z ECJ = ” die 

Linie JC Terlängert, halbirt abo anch 
den hohlen Z ACE und z ACL = z ECL 
und da Z OCL der Scheitelwinkel Ton 
Z ACJ, so Ut auch 



= i(l I +»i» n (1 - si* a) 

XXXV. 


Fig. -184. 


Fig. 4.83. 



Z GCL = Z Ai'J - Z ECJ 

abgezogen Z ECG ~ z l'X'G 

bleibt 2TECC= ^ ACL = z JC(i~ 
und ^ ECL ^ACL \ ^JCO 
woraus EL = AL = J(i 
und CL = CO 

Hiernach gilt der ganze Beweis von H 
mit Pig. 482 auch für diesen Fall, bis: 
JG+CO = i/iiCidtM EK) 

JG - ca = \'Al\ÄC - EK) 

Für die Bezeichnung der Linien AC, 
Ja, ca und EK ist zu bedenken dafs 
die Gleichungen nur für positive l.änpn 
Gültigkeit haben, die sie aber zum Tneil 
_ nicht mehr sind, wenn sie als trigonome- 
trische Functionen ausgedrürkt wenlen. 
-t- AC ab Halbmesser bt und bleibt -f 1, 

+ JG ab Sinns bleibt + sin -j- 

-b CG ab Cosinus wird eiue negative 
Grübe; damit also die Gleichung 
Geltung behalte ist zu setzen 

+ CG =- COS — 

-b EK ab Sinus wird negativ , für die 
Gültigkeit der Gleichung bt abo zu 
setzen 

-b EK = - iiH B 

Daher entstehen die beiden Gleichungen 
»in - cos y = 1 1 - n 

sin y + «» Y =1 1 + liii K 

und da z -fCC = 180° - -y 
so hat man 



cos - l(| 1 + sin «4 1 1-n««) 
Denn bei derselben Bezeichnung in Fig. 
484 hat man ACJ = Z ECJ = y die 

Linie JC verlängert, halbirt zugleich den 
hohlen Z ACE = 3110° — n, z ACL = 

V ECL = Z JGG nnd A ACL « A ECL 
S A Jca. 

Abo auch hier gilt der Beweis ad B 
bis zu dem Satz 

JO* + CG' 3 iJG x.CG = AC? ± ACy<.EK 
Da aber ,f_JCG^\iO°— ^ j<45° 

so bt CG - JG. 

Daher fährt man also fort: 
mithin {CG ± JG^ = i4 C(4C ^ EK) 
ca + JG = \AC{AC+EK) 
CG- JG = ]/ÄÖ.AC- EK) 
Nun ist hier und ans denselben Grün- 
den wie ad C zu setzen 
für v4C der Werth -b 1 

für je der Werth + sfci-j 

fur CG der Werth -f«»y 

fSr EK der Werth — »in o 
daher entstehen die beiden Gleichungen; 

- coi y -b «n y = p 1 - »in R 

— CO» — — »in = b l + »m a 

m 3 - w 
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woraus durch Subtraetion, Addition und Rednction 


fllt 


rr 

ro,- 


• = — I [) l -f « T I I — »io o| 


zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen o 

Fig. 485, 



XXXVI. 


Denn es sei (Fig. 485) 

Z ACÜ = tu ^DCB = ß 
so nimm ^ DCE = Z. DCB, zeichne aus 
C mit dem Halbmesser = 1 den ßoiren 
AE ÜB, ziehe die Sehne BE, welche den 
Halbmesser CD in F schneidet, fälle die 
Lothe EH, FG, BK auf BC und das Loth 
EM auf BK, so hat man 

FLiBM = EF.EB 

Da nun 2EF = EB 

so ist auch 2FL = BlU 
auch ist 2GL = MK+ EH 
daher~2^+ GL)= BM + MK ^ EH 
oder 2FG = BK + EH 

oder FG-{ißK^RH) 

Nun ist FG — FC lin « = co$ ß-siu « 
BK = sin (f< + ß) 
und EH = siti(n~ß) 


folglich ist 
oder 


cos ß • siti n = i [»in (rt + ß) + »in (« - /?)] 
sin (n + ß) + sin (ft - ß) 


sin a = 


2 cos ß 


XXXVII. 


/ iim(«+ -»in(« -^)v 

4C, arc ( ros = - „ . I 

\ 2 »in ß / 

zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen n. 

Denn fällt man noch die Nonnale FN 
auf BK, 

so hat man BN : BM = BF : BE 

und da 2BF = BE 

8Fi7räüch“2fiW= BM = BK- EU 


also BK = i(BK-EH) 

Nun ist BF normal auf CF, BN nor- 
mal auf CG, und FN normal auf FG, 
daher Z FBN e» A FCG 
also Z FBN = Z FCG = « 

Aber BN = BF cos FBN = »in ß-cos a 
BK = »in (o -f ß) 

und 

EH — sin{tt—ß) 


folglich ist 
oder 


»in ß-cos a = 
cos a = 


^ [«in (n+ß) - sin (rt - ß) 
«in (ft + ß) — sin (<t — ß) 
2sin ß 


XXXVIIL 


47. = 

\ 2cos ß J 

zu zeichnen. 

Han erhält den Bogen n. 

Denn Kig. 485 hat man 

CK-\^HK= CH 

hierzu Cl( ^ CK 

giebt 2CK + HK = CH -f CK 

Nun ist 

BF : BE = FN : EM = GK : HK 


aber BE = 2BG 

daher auch HK = 2GK 

daher ist 

2CK + 2GK = 2(CA + GK) = CH+ CK 
oder 2CG = CH + CK 
voraus CG = 4 (CH + CK) 

Nuu ist CG = CF cos n = cos ß^cos a 
CH — cos {a-ß) 

CK = CO« (n -)- ß) 
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folglich 

oder 


cot ß’coi a = |[cM (s + eo< (o — Pi] 

cot a= ”* (« + ^) + eoi (g - ^ 
icoi ß 


XYTCnt 


48. «rc Lin = (fLt«) 

V 2 iih ß } 

zn zeichnen. 

Man erhält den Rogen rr. 

Denn Fig 485 hat man No. 46 und 47 
2FiV =KM-HK=CH- CK 
daher FN = i{CII-CK) 


Nun ist nach No. 46 

ZFBN = ^FCO=a 

daher 

FN = BF sin n = sin ß-tin n 
CH = cot (ir — fl) 

CK = cot (n + ß) 


daher 

oder 

49. 


sin ß • sin « = 4 [eos (n — ß) — cot («+«] 

cot (n — p)~- cos In + fl) 
sm n = i i — 

2 sin ß 

c ^sin = 2sin — ^ • cot — >*" ß J leiehnen. 


XL. 


Kig. 486. 



Mau erhält den Bogen r. 

Denn zeichnet man (Fig. 486) Z jICÄ 
= R, innerhalb desselben an einen Schen- 
kel, z. B. AC den z ^CD = ß, balbirt 
Z BCD durch CE, zeichnet aus C mit 
dem Halbmesser = 1 den Bogen AOF.B, 
zieht die Sohne HO, und fällt die Lothe 
BK, FH und DG auf AC, so hat mau 
BK+DO = 2FH 
Nun i.st BK - sin r 
DG - sin ß 

und FH = CFiinFCH-=cosBCE‘tinFCH 
Nun ist / BCE — If Z BCD = — fl) 

zFCH = z DCE + z ^f-'B 

= i(«-rt + /»={(« + ^) 

daher FH = cot " • lin — ^ ^ 


folglich 

oder 

50. 


t tt 3 

tin a fl- mt ß — 2sin • cot 
. a + ß 

sin R ~ 2 sin ^ • cot 

l ■ „ " + ß ■ n — ß 

arc I sin = 2cos — • sin 

V 2 2 


2 

a-ß 


-H sin ^ zu zeichnen. 


XLI. 


Man erhält den Bogen r. 

Denn zeichnet man (Fig. 487) Z ACB 
= R, an den einen Schenkel AC dessel- 
ben den Z ACD' = ß ausserhalb, und an 
den anderen Schenkel den Z BCD = ß 
inneihalb, balbirt zACD = (n—fl) durch 
C K .zeichnet aus C mit dem Halbmesser 
= Iden Bogen BED', zieht die Sehne 
BD', aus D" mit AC ^e Parallele D'K', 
fällt auf die und D'K' die Lothe AK -f KiC, 
FH + HH' und D'O, so hat man 


Bogen BD = Bogen A D' 

. DE= . AE 

daher Bogen BE = Bogen D'E 
und 

BF= D'F 

daher auch 

BD' = 2D'F 

folglich auch 

BK' = 2FW 
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oder 

also 

folglich 


BK+ KK' -3FH+2HH' 
BK=2FH-^HH' 


BK- HH' = iFfl 
Nun iit 

FH = CF-tin ACR = CF - lia 




-ß 


n + /S . a- p 
= eot — • im — 

2 2 

BK — fin R 

und ////'= // 6' = fin /> 



daher 

o<ler 

&I. 


fin n — fin /> = 2 cot . |i„ " 


2 ■ 2 
fin R = 2 cof - . ,in + fin ß 


? ^rof = 


2 rsf 


n + ,< a~ß 
„ • cof 


^ j zu zeichnen. 


XLII. 


Man erhält den Bogen r. oder 

Denn fällt man in Fig. 4S6 noch die 


CG + CK = iCH 


Knn ist 



DF= BF 


also 

BD = 2BF 

und eil = CF-n 

daher auch DM = 2FL 

a • 

o<ler 

GK = 2HK 

= COf — 

hierzu 

2CK=3CK 

tt~ß /l 

Riebt 

GK + aCK = 2HKf 2CK 


folglich 

ecs ß COS n = 

. it + ß a-ß 

2 cet — — • cot — 

2 2 

oder 

cos a = 

rt o + a — Ä 

2 cos — • COS i- 


CG = cot ß 
CK — cot R 


cot {FCÜ + ACD) 
f”~ß . ”-ß ”ß-ß 

(-r +/»)=«f-/»f— 


— cot ß 


XLUl. 


62. nrc^cof = cof /) - 2 fin — • ttn " zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen r. 

Denn auf Fig. 48C hat man nach No. 51 : 

OK=2FL 
also anch CG — OK = 2FL 



Nun ist 

CO = cos ß ' \ \ 

CK = cos a 


und 

Ft = BF', fin FBL 

= BF-tin FCH = fin fin 


folglich 

COS ß — COS 

„ . a + ß . n-ß 1 

R = 2fin-2~^.fin— ^ I 

I 

oder 

cos a 

= cot ß — 2 fin • fin j 

[ XLrv'. 
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53. arc(l3- 
XU xeichnen. 

Man erhält den Boffen (« 4 
Denn aetxt man Ki>;. 488 die ^ ACB^ 
= «, BCI> = ,i xH^ammen, xeirhuet aus (’ 
mit dem Halhme.««er = \ den Bogen ÄliDy 
errichtet in ii auf ßC das Loth Bh' + BR 
bis in die Kirbtiiu(fen von CA und C’D, 
ferner in A auf AC das Lolh Ad bU in 
die Kicbtung von CD^ und fallt das Loth 
EK auf ACj welches deu Halbmesser BC 
in ti schneidet, so ist 

Fi-^ 488. 


innerhalb tt an dem einen Schenkel ßC 
liegend xeichnet man nun mit dem 
Halbmesser = 1 den Bogen At)B, errich- 
tet in A auf .4t* das l.oth Ad bis in die 
verlängerte CD, in B auf BC das l*olh 
BF bis in die verlängerte f*/4, iselrhes 
die Cd in R schneidet, fallt von F auf 
die verlängerte Cd, das I.oth FK + hll 
bis in die verlängerte CÄ, so hat inan 

Fig. 489. 



/^\ 


- CKh'^^CAd = « 
^ ITh = _ ACü 


/ EFK + ^ FEE = n = zBHE + Z FEK 
iTaher /_EFK= ^BHE^t^CUK 
hierzu ^ EKF ^ ^ F.Hii — Z. ChH — H 
giebt A EhK oi ^ EH B ^ i H K 
und ^ BEH -- /_ AVB ~ n 
daher iat 

EF:EK=ClliCK 
oder umgestelU 

EF-.CH = EKiCK 
Ea iat aber auch 

AG t AC ~ Eh : CK 

daher iatilC : AC = : Cll 

oder AG-.AC=^ BF-FBE-.BC-BH 

also bC-BH 

Nun iat AG = /j(« + ß) 
AC=BC=\ 

BF= lg n 
BE = tgß 


und 

daher A ECK ^ A GÄC 
mithin 1. CK : FK = AC :AG 
Eemer iat 

. EFK + Z FEK = , BFH +^BHF=R 
alan Z EEK = ^ CHK 

hierzu Z EKE = /. CKH = B 

pellt A FFK tv A HCK 
mithin EF: FK — CH : CK 


und 


BH = BE lg BEH = BE lg a = lg ß- lg n 
folglich lg {« + ß) = 


54. arc^g 
zu zeichnen 


lg a - lg ß \ 

1 + ig tt-tg ß' 


Han erhält den Bogen (a-ß). 
Ea aei (Fig. 489) Z.ACB = a, 


oder amgeatellt 

II. CK -.FK -CH -.EF 

rückaicbtlich I. ist also 

CH EF = AC : AG 
oder CB BH : BF+ BE= AC AG 

.^bf-bk 

woraus AG=AC^^^ 

Nun ist i4 G = (j (o — ß) 

AC=CB=l 
BF= lg a 
BE = lg ß 

und 

BH = BF-Ig BFH = BF-Ig BCD= lg n-lg ß 

XLVl. 

a-tg ß 

/ col a*col — 1\ 
zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen (n 4- ß) 

Denn zeichnet man Fig. 490 Z .4CK 
Z BCD + FCE = n + ß, beschreibt aus C mit dem 


folglich lg(,n-ß)' 
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Halbmesser = 1 den Bogen AFE nnd Toll- 
endet den Halbkreis, erriehtet den loth- 
recbten Halbmesser CB, macht in dem 
xweiten Quadrant z. OCH = ß , errichtet 
in B auf CB das Loth BH 4- BG bis in 
die Richtungen CF und CM, fällt das 
Loth HL auf die verlängerte CA, zeich- 
net aus C den Qnadrant LB' , nnd zieht 
die mit BG parallele B‘ G' bis in die 
Ricbtnng CG, verlängert CK bis K in HG 

Fig. 490. 


BO = cot ß 

folglich 

cot (n-h /») = •'"* XLVII. 

' cotß + eota 


56 


6. arc ^eol 


^ cot n'C0tß-{- 1 ^ 



so hat man 

ZKHC 


Z GHC = a 
Z KCH = z CGH = ß 


daher 

mithin 


A KCH ~ A CGH 
HK -.00= HC -.HG 
HK-HG = HC* = BH* + BC* 


Nun ist 

HK-HG = (.HB- BK)- HG 

= HB-HG-BK-HG 
= HB(HB + BG)-BK-HG 
= HB*^ HB-BG - BK-HG 
BK -HG 


oder HK-HG = HB‘ k B‘C-BG 
woraus in Verbindung mit Gl. I. 

BH* + BC* = BH* + B’C-BG - BK - HG 
woraus BC* -f BK^ HG — B'C^G ^ II. 
"NiTn ist" ~B'C tB'G'~=BC BG 
daher B'C-RG= B'G'-BC 

folglich aus 11: 

BC* + BK- HG = B'G'-BC 
oder nmgestellt 

BK-HG = B'G'-BC- BC* 
oder BK-HG = BC-(B'G'- BC) 
oder BK(BG + BH) = BC(B'G' - BC) 
B'G'-BC 

woraus Bk = BC «ff 

Nun ist BK = col(it+ß) 

BC=l 

B'G' = B'C cot CG'B' = B'C cot fi 

= CL cot ß 

= BH-cot ß — cot a-cot ß 
BH — cot R 

U 


cot ß — cot a 

zn zeichnen. 

Man erhält den Bogen (r — jS) _ 

Denn zeichnet man Kig. 491 mit dem 
Ualbmessor= 1 ans C den Halbkreis 
ABO, errichtet den lothrechten 
Halbmesser CB, zeichnet an dem 
horizontalen Halbmesser AC des 
ersten Quadrant den Centriwinkel 
ACE = n, nnd an dessen zweiten 
Schenkel innerhalb r den Winkel 
KCF=fl, nnd construirt im llebri- 
gen wie in Fig. 490, so bat mart 
auch hier 

A HCK'-o A HGC 
daher Hh-.HC = HC-.HG 
nnd HK-HG = HC* 

= BH* 4 BC* 

endlich HK-HG — 

BH* + HB-BG ^BK-HG 

daher 

BH* + BC* = BH-BG - BK-HG 

oder _ 

BC* - BH-BG - BK(BH 4 BG) 

oder 

BC* =BH-BG-BH-BK-BG-BK 

oder 

BC* + BG-BK = BH-(BG - Bk') 
oder 

BC*^BG-CB' = BH(BG_- BK) ___ 
Nun ist 

CB' -.B'G' - BC -.BG 
daher 

BG-C^= B^' 

folglich 

BC* + BC-B'G' = BH-(BG-BK) ^ 

oder 

BC-(BC+B'a') = BH-(BG- BK) 
B'G'+J^ 

BG- BK 
Nun ist BH = cot (ct — ß) 

BC= 1 

B'G' = CB'-cot ß = BH-cot ß 

= cot a-cot ß 

BG = cot ß 

und BK = cot a , I 

folglich 

, cota-cotß+l wrvjiii’ 

cot (a-ß) = XLVUL 


woraus BH = BC- 


cot ß— cot R 


8 
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Fi(f. «I. 


S7. are [jia — cot n • cai ß (,1g a -t Ij ^ 
ta leicbiien. 

Han orbält den Bogen (n+A t>enu 
Micbnet man Fig. 492 /^ACB + 2. BCO = 
a + ß, aus C mit dem Halbmesser = 1 den 
Bosen ABI), errichtet in B auf B(- das 
i.ntn BE + BF bis in dis Richtungen CA 
und CI), siebt DL 4= FE, fällt die Lothe 
DO und IIE auf AC 

Fig. 492. 


M. 

arc[sin=css ifci»ß()ga—4gfl)'] 
zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen (it-ß) 
Denn zeichnet man Fig. 498 
^ .4t7i = n und an einem 
.Schenkel CD desselben in- 
nerhalb den Z. DCB = ß, be- 
schreibt aus C mit dem Halb- 
messer = 1 deu Bogen ABD, 
errichtet in D auf CD da.s 
I.oth DF bis in die Richtung 
C A , verlängert T B bis R 
in DF, zieht durch U die mit DF uaral- 
lele (iL, und fällt die Lothe Bn und 
OE auf AC, 

so hat man CB ; CF. = CG :CD 
ebenso CB : CE = BL : EF 
daher 
Nun ist 

daher 

hienu Ol 1. giebt 

CE:VD= BH-.KF 


CU:CD = BL:EF 
£^LBIIaiC\GCK 
CE : f’C = BH-.BL 



mithin CE-.CII = IIE: HL 


aber auch DG : DL ~ IIE: HL 

folglich CE :CH~^~G : DL 

ferner ist CH ■. CB = DL : EF 

folglich fl^CB^DG-.EF 
oder CK :CB= DG: BE + BF 

DG 

woraus BE + BF = CB • 

Nun ist BE = lg a 
BF = lg ß 
CB = l 


DG = liit (n + ß) 

CE — CH-cot a = cos ß-ros n 
_ sin (n-i-/») 

ros „.cos /» XMX. 


and 

folglich tg (X + lgfl = 
oder 

ss«(n+/») = nM a-roiß(lgaAlg ß) 


Nun ist DF = lg a 
DE = lg a 
• CD = 1 

BH = siM (o-jS) 

nnd CE = CG-cot a = co$ ßTot a 

folglich ist lg a~ lg ß= ^ 

® ’ "cos a»au ß 

oder 

nn(a-ß) = cos n-coi ß(lg it-lg ß) 

59. are [sin = sin a.sin ß(eol o-f cot 
zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen (« -t- ß) 

Heon zeichnet mau Fig. 494 aus C mit 
dem Halbmesser = 1 den iialbkreis ABD, 
errichtet deu lothrechten Halbmesser CB, 
zieht durch B die mit AD parallele UK, 
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Fk;. 494. 


BC (Im Loth BU, verliert 
die S(üienkel CD undCE bu 
n und K in Bll, fällt die 
l.olh« EF nnd KL auf .44', 
ilio l.otho EU und JF auf 
l'D, und licht aiia V elM 
Katallole mit CI) bis X iu 
die verlängerte EC, 
so hat man 
j:CEM + jiEMG 

a ti FCil + CMF = R 


markt ^ ACE im ersten Quadrant = 
/iOCO im zweiten Quadranten, ver- 
längert deren Schenkel CE und CO bis 
II und K in der parallelen HK, zeichnet 
im eisten Quadrant noch die / ACFn « 
und FCG = ß, fällt das Loth GJ auf Cf, 
die Lothe JX auf GM auf.lC, das Loth 
JL auf GM und zieht JM, 
so hat man .^CJL = ^ JCX = n 
anrh 

^ CJL -f- ^ LJG ~ JGL -h LJL — R 
daher ^ CJL oder ^ JCX = ^ JGL = n 
hierzu ^ CXJ = 2.CLJ = R 

daher ^ CXJ "v ^ Gt'j 

mithin CJ : XJ = GJ : L J 

oder umgeslellt CJ iCJ e: XJ : LJ 


oder 


CJxGJ^LMiU 


hieran ^ CJG = Z.JLM = R 

daher ^ CGJ <v> A ••/JL 


folgligbi y^LMJ JCG ^ ß 

auch war ^JGM = n 

Xun ist _ RIIC = jü JCII = ß 
und ^ BKC s ^ ÜCK = n 

folglich A CGJ ~ A DEC ^ 
daher | JL •. GM = CR ■■ HK 

od^l I JL : GM = BC -. Bll i BK 

«orans| Bll + BK = BC-~ 

Nun ist BH = eol ß 


BK = c«l n 
BC = l 


GM i= lin (o jf) 

und JL = GJ-tin JGL s CJ-Hn n 

ejin ß’Sin « 

folglich fof n -L r*l 4 = 

SIN n-sm ß 

oder 

»•»{rt+A) = «>» ß(e«l a + eotfi 
GO. nre [jiti = lin n-»in fl(col fl— cot n)] 
an seicbimu. 

Man erhält den Bogen (a—ß) 

Denn zeichnet man Pig. 495 mH dem 
UBlbmeaser= I den Quadrant ACH, macht 
^ ACE = n, z. ACD c ß, errichtet in B auf 



da nun EM C, = ,/ C MF 


seist ^GEM=FVM=fl 

zugleich ist EXF= ,^CJF=R 


daher 

A«)Vf~ AWf 


woher 
oder II 

EF:XF=XF.JF 
mges teilt 

JF:XF= CF-.F.F 

«IU 

II 

oder 

XG-.XFrzCF-.EF 

i iinb 

hieran 

gC ONF a ^ CFK 

iiiA 

gieht 

A GXF ~ A CFE ~ AliJth ' 

Ul 

mithin 

ZXGF= FCE = a 



Fijjv'lpi- 



Nun ist 

Jf +ßö 

1* . ■ 

daher 

\^JFM = ^GKM=fl 


aber 

^ (iFJ = ^ AGf’s K 

• «JX» 

daher 

JC ChV,- ^ JFM aa-fl 


oder 

SGFEn a-fl 

' juk 

auch war 

. Z.GEFrß 

i-'däii 

Da nun 

XI FCU * fr — ^ 

• Uim 

und . 1 

^KllCssfl 

'iM 

so ist 

AKIlCxt^GFE 

w..id 

folglich 

HK : KC a EG i GF 

tiIeI* 

aber auch 

KCl KL o GFiKF 

hiia 

mithin 

HKiKL xiBQ-. XF 


oder BH 

- BK : KL = EO i XF 


woraus 

BH - BK = KL -'^-^- 



XF 


Nun ist 

BH 3 cot ß . ,r , , 

i"dsb 


8 * 


Digitized by Google 





ConMrnctioMn. trl(^nMn. 116 ConstroetioMD, trigonomt 


BK = r»l I» ' 

KL = BC=\ ■ 
EG — lin (o —f() 


nnd 
Äf = 


LII. 


»in •« — fin 


jin(« + 


in *ß\ 

M) > 


■ EE-tin NEE=EF-ttHß = tin «•«in ß 

folglich col ß — cot n = . .1 

® ‘ nn «-«in ß\ 

oder I 

«in(n-/S)= »in «-«»^(coiiS — ro(o)| 

CI. orr ^«in : 

in leichnen. 

Han erhält den Bogen (» -I- ß) 

Denn leichnet man Fie. 496 Z ACE 
= ti, setit an den Schenkel CE innerhalb 
nnd aufaerhalli des Winkele die ^ ECB 
und ECO, jeder = , 4, so dafs also . ' ACB 
= (« + /») und Z .4r» = («-/J). Be- 
schreibt au« C mit dem Halbmesser = 1 
den Bogen AUEB, zieht dis .Sehne BD, 
fällt die f.othe Üll, EG, EO und BK 
anf AC, das Loth f'iV auf BK, und 
zieht EK 


Fig. 496. 



hierzu z. BEL = R = Z CKL 
daher A ~ A KLC ~ 

mithin LC ; LK — LB ; LE 

oder nmgestellt 

LC •. LB = LK ■ LE 
zugleich Z BLC = z ELK 

daher A A BLC 

mithin Z EKL = / BCL = ß 
folglich auch z KEO = ß = z BCE 

hierzu Z ^'OK = R = z C EB 

daher • A EKO <v A CBE 
and EKiED = CB:CE 

oder EK-.EO zzCE-.CE 

Nun ist auch 

EG-.EO = CE-.CE 
folglich EG = Ek 

daher auch EG* =s EK* 


oder 
hierron 


. EG* = EO* -h EN* 
BE*= BE* 


bleibt EG* - BE* = EO* -{■ EN* -Bf* 
= EO*-{BF*- EN*) 
= EO*-BN* 

oder EG* - BE* = (.EO + BN) (EO - BN) 
Fällt man nun das Loth DE auf EO, 
so ist A EDM Si A BEN, daher FM = BN 
folglich ist 

EG* - BE* = (EO + BN) (EO - FM) ' 
oder EG* - BF* = BK\DH 
Nun ist EG = $in a 
BF = tin ß 
BK = tin (n -|- ß) 
nnd DH — tin (« ~ 
daher hat man 

sin •« — »in’, 4 = «•«(«+ Ä'*'" (" " 
oder I 

sia ’n — «ta Llll. 

+ “.uDr:,-.) [ 

/ . eoi*ß — cot *a\ 

62. arc ( «la = — . — 1 

V «ia(o-fl / 

zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen (« + /!) , 

Denn es ist No. 61, Fig. 496 bewiesen, 
dafs EG*-BF* = BKy.DH 
Nun ist EG* - BE* CE* -CG*- BF* 
= CB*- BF* -ca* 
= CF*-CG* 

daher Ut auch CF* - CG* = BK-DH 
Nun ist CF = cot ß 
CG = CM « 

DK DH= tin (a -|- ß) tin (n - ß) 
folglich 

cot *ß — cot ’o = tin (a +ß)-iin (« — 
oder 


sia (o -I- /«) = 


cot *ß 


LIV. 


63. arc | cos = 


»»»(«-/*) 
cos *ß — I 


- sia'«\ 

7-ß) ) 


tot (a - 

zu zeichnen. 

Denn es ist in No. 61 mit Fig. 496 be- 
wiesen, dafs , . 

EG=FK ' 

daher ist anch 

EG* = FK*=OF* ß OK*^ 
dies abgezogen TOn 

CE* = CF* 

bleibt CF* - EG* = CF* -OE*- OK*'- 
r=CO*-OK* 

CE* - EG* = (CO-OK)(CO + OK) 


oder 
da nun 
so ist anch 
oder 


DF = BE 
DM=EN 
OH = OK 


Digitized by Coogle 



CoMlrnctionen, trigonom. 


117 CoostroclioDea V trigonom.' 


mithin ist CO + OK = CO + OH = CH 
nod da zngleirh 

CO-OK = CK 


M hat man CP-Bff = CK-CH 
Nun ist CF = cot fi 
EG = tin n 
CK = ro» (o + fl) 
und CH = cot («—/>) 
daher ist 

cot*fl-tin*a = cot (o + /J)- tos (« - 

oder I , 

, cot^fl-^tin^of "*• 

««(<«+«= „.(«-^) J 

. 64. = 

\ cot (a- fl) ) 

XU zeichnen. 

Man erhält den Bogen [a + fl) 

Uann in Fig. 496 hat man 

E<? = CE?~ CG* 
oder EG* = CB* - CG* 

dies abgezogen ron 

CF* = CF* 

bieiht CF* - EG* = CF*- (CB*- CGfl^ 


= CG*- (CB * - CF*) 


oder 

CF*- 

EG* = 

CG* - BF* 

Non 

ist nach No. S9: 


CP*- 

EG* = 

CKxCH 

folglich 

ist 



CG*- 

BF* = 

CK X CH 

Nun 

ist 

CG = 

eo» n 



BF = 

tin fl 


und 


CK X CH = CM (a+fl)‘C 0 t(n - fl) 


folglich ist 


cot*n- 

oder 


»in *fl = cot(a■^■fl)• cot(a — f 


cot (n+ fl) = 


cot*a-tim*fl> LVI 


6i. oce ^ = 

ZU zeichnen. 


cot (a — fl) 

tin a + si« fl\ 

cot a+ cot fl) 

n + /t 


da nun 
und auch 
so ist 
also 


"LC tc CK ^ LK 
LC=CH-LH 


2LC = CK + CH 
LC = i(CK + CH) 

Fig. 4H7. 



.al 


Daher verwandelt sich die obige Pro- 
portion in 

AG : AC = i(DH i BK'):', (CK 4 CH) 
oder 4C : .IC = OH 4 BK : CK -f CH 
AG OH + BK 
woraus aC~CKACH 
Nun ist DH = tin fl, HA = sin « 

CK = cot a, CH = cot fl 
AG = lg ACJ = I3(ACD+ DCJ) 

und .1C= 1 

folglich bat man 

n ^ »m rt + «in fl 
cc* . 1 « i- CO» ß 


ts 


LVII. 


66. üre 

zu zeichnen. 


( Ij s * ■ 

V coi a + CO» f) 

in ^ 

n-fl 


Man erhält den Bogen 

Denn zeichnet man Fig. 497 ^ ACB 
= H, an einen Schenkel AC den ACD 
= fl innerhalb n, so dafs z BCD = a—fl, 
haJbirt Z BCD durch CG, errichtet in A 
das Loth AG auf ylC, beschreibt mit dem 
Halbmesser =1 den Bogen ADJB, zieht 
die Sehne BD, und fällt die Lothe DH, 
FL und BK auf AC, so ist 

AG:A C = LF:LC 

Nun ist DF = BF ' 

folglich LF=i(DH+ BK) 

ebenso ist LH = LK 


Man erhält den Bogen 

Denn zeichnet man Fig. 497 noch die 
Tangente BE bis in die Richtung CG, 
fällt die Normalen FN nnd DM auf BK 
so hat man Z = Ä = Z 

hiervon z = Z KFC 

bleibt ACFL=/iBFK 
da nun zugleich 

Z BNF=R = ^CLF 


so ist Ä ÄA'A’«J A C/.F 
daher BF . B\= DF .CL 
oder nmgestellt 

BF:CF= bk -.CL 


Nun ist z BFC= Ä = z fiSC *''' 
/iBCF^^ECB AA »iftb 
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daher i' BCFaof^ECB 
hieraus BF'.CF=BE:BC 

daher auch BE ■. BC = BM : CL 

Nun ist BF=I^BD 
daher auch BN =\BB = {{BK — ülf) 
und nach No. 66 CL = {{CK + (7/) 
daher B^BC = {{BK- Off ) + CB) 


od« • . > . ^ • 

{BK+ DH) {BK - DH) 

= {CH + C.K) {CH - CK) 

woraus 

BK+ DH.CH ^CK-CH-CK-.BK- DH 
BK + DH CH - CK 
BK - DH 


oder 


BE 

BC^ 


BK -DH 
CK + eil 
Nun i|t BE = tg BCJ — lg “ 

BK = »im rr, DH — »in ß 
CK = eo» R, CH = a>» ß 
BC=\ 

n — ß jin n — »in ß ■ 


und 

folglich 


cei II CO» ß 


LYIII. 


l, cm ß — CO» a\ 

67. arci^ = j-, . — .1 

' II« IX "-f »in ß’ 

lu zeichnen. 

ff — *1 ' 

Man erhält den Bogen — ^ 

\>' 1 2 ,, 
Denn in F(g. 437 hat inan fF loth- 
recht mit BD, FL lollirccht mit D.n und 
CL lothrecht mit BM .. „ 

daher i.st A FCL cv A BDH 
mithin CL : FL = BM : DM 
oder umgestellt 

CL ; BM -- FL : DM 
ilaher auch 

2CL : BM = 2FL : HK 

oder 

CK+CH.BK- DHxzBK+ DH. CH CK 
, BK- DH CH -CK 

CK + CH ~ BK f OH 
Nan ist No 66 bewiesen, dafs 
BK -D H HE 
CK+CH ~ BC 
daher ist auch ' ) 

CH -CK BJE 
BK+ DH ~ BC 
Nun ist CU = eo» ß, CK=co» n 
i' DU = »in ß, BK =1 »in n 
'BB = lg-~^ undB{’=I 


CK + CH' 

Nun iit nach No. 65 

BK + DH AG « + 
CK+ CÜ ~ AC~'^ ~T~ 
daher ist auch 

■ • j BK -DH 
oder ' = 

2 li» ff — «tn ß 

69. firc (fin = 3 stn fi ~ 4<iit 
zeichnen. 

Man erhält den Bugen 3a 


LX. 
) zu 


Denn zeichnet man Fi>r. 498 ^ AtE 
3er, theilt ihn dnreh die geredeii Linien 



folglich 


fl cot jf“— coj a 
«tu a -{- im ß 

(,g = «Li» - " ] 

V «i» « — *ifi ß / 


r LL\. 


68. arc 
zn zeichnen. ^ 

a 4* ß 

Man erhält den Bogen 

Denn es ist Fig. 497 

BK'=-BC^-CK* 

imd DU' = OCß^CH' 

daher BK' - ÜU'c» CU' - i'K' 


BC und DC in 3 gleiche Tbeila, so dab 
Z.ACB = /_ BCD — ./ DCE^itf beschreibt 
ans r mit dem Halbmesser = 1 den Bo- 
gen ABDE, fällt die I/Otbe BN und EJ 
auf ,4C, zieht die Sehne BE, fällt die 
Lothe BH auf CE, BG auf FJ und EF 
auf BC, Terbindet F mit H und ff mit 

//, SO ist 

EM =BM ' • ‘ 

ferner . ,, '/ 

z efb = j:bhe = h = ^emc = z. bmc 

und 

ZEBF=^BEH = zMEC = ^MBC 
daher 

A EBF s A BEH ■V A «ec a mbc 
mithin Z BEF = z EBU =» z UCB = a 
daher KL = UL 

folglich liegt der Durchschnitt L von EP ' 
und BH in CU 
Da nun £F= BH 

so ist auch Ep- KL = BH- BL < 
oder _ KFc^lißl . , 
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sogleioh ist 

ZELB = zHLF 


also 

A ELB c» A ULF 


also 

BE + FH 


und 

ZEFH = zBEF=a 


Nun ist 

Z GEH = 90 - R 


hierroli 

Z CEJ = 90 - 3r 


bleibt 

Z JEH = 2r 


auch war 

Z FEH = R 


daher ist auch 

Z EEK = R 


aber auch 

Z EFK = n 


mithin 

RK = FK 

l 

zugleich ist 

tiEKFKAELB 


daher 

EK-.EF= EL : EB 


oder nmgestellt 

EK-.EL = F.F-. EB 

II. 

Nun ist 

ZELH = Z iE// + z i«E 

daher 

Z ELH = z BEC 

=2r 

zugleich ist 

Z EHL = Z BGE = R 


daher 

A EHL ~ A BGE 


woraus 

EL : EH = BE : BG 


hierzu 11, 

EK-.Et = EF-.BE 


giebt 

EKiEH= EF-. BG 


oder 

EK:EH = BH: BG 


da nun 

Z HEK = R-3a 


und z OBH = R-(Z GEB + Z E^BL 


= R-3a 


also 

ZHEK = ZGBH 


80 ist 

^HF.Kx(:iOBH 


woraus 

Z EHK = Z BGH 


hiervon 

z ehb=zbgk= R 


bleibt 

Z BRK = ZE6H 


also auch 

zefk-zkoh 


oder auch 

Z FEG = z HGE 


daher 

EE+ GH 


woher 

ZGHK= ZF.FK 


daher auch 

Z GHK = Z BGK 


folglich 
hierzu I. 

GK-HK 
EK = FK 



Nun Fff=2//0, Oller wenn man das Loth 
«/• auf ÄK fällt, FH = ‘IMI‘=1(MK-EF). 
At>er ItiE — sin n, und EP^HE^tin EHP= 
HB -sin ECI)=IIE sin a = BEriH EBII 
sin n = BE-iin «-sin n = BE' sin *ii = 
2ME-iin’it = 2 sin n-sin*(t = 2»in’« 
ibher ist 

Eff = 2 (sin n - 2 sin ’.i) = 2sin n - <iin •« 
also auch £C = 2si« ti — 4sin 

hienu OJ = B.V =: sin « 

giebt £J=3ain a-4stn ’« 


Nun ist EJ = si n(3n) ' 

folglich hat man 

sin(3R) = 3sin n — 4sin 

70. (trc ( cos = 4 ros ’it — 3cos n) lu 
zeichnen. 

Man erhält den Rogen 3». 

Denn zeichnet man Kig. 499 /i ACE 
= 3n, theilt ihn durch die geraden Linien 
BC und DC in 3 gleiche Theile, so dafs 
ZACB = ^ BCD =Z DCE = u, bc.schreibt 
ans C mit dem Halbmesser = 1 den Bö- 
en ABl)E, zieht die Sehne BE, fällt 
ie Ia>the BP und EF auf AC, zieht LP 
so hat man ' 

Z LBC = R- a = Z PBC 
hieran BG =; BG 

und BL = BP 

folglich A ff CL 2S A ßCP 
mithin zBGL = ZE^P — E 
und OL = OP 


Fig. 499. 



Fällt man nun die Lothe GH und LH 
auf AC, uud das Loth BK auf EF 
so ist PG : PL = PH : PH 
da nnn PL = 2Pff 
so ist auch PM = 2PH 
Ebenso ist 

BL-.BE=:BS:ßK 
uud da BE = 2BL 
auch BK = 2BN . • 

oder PF=2PH = *PH 

daher 3Eff = HF 
also 3/71 -f 3HE = 4//E 
oder 3PF = 4HE= iCH - 4EE 
oder 3PE+ 4CE = iCH 
oder 

3EE+3CE+CF=4Cff 
oder iCP+CF=iCH 
oder CE = 467/ - 3CE 
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Nun ist CF = eot (3a) Für diese (Heichang, je nach den Vor- 

CH=CC.coi« = CPcofn.coin = CP-coj*a reichen, genügen zwei Constructionen, 
= CD< a-coi^a Fig. 500 und 501, und zwar 

= cos •« 

' CP=cos a 

daher ist cos (3n) = 4 cos *u - 3 roz n 
Vergl. noch den Art.: Analytische 
Trigonometrie, pag. 71. 

Conatroctlon geometrischer Formeln 

ist in dem Art.: Analytische Geo- 
metrie, pag. 63, abgebaudelL 

Ooutmction der Gleichnngen ist die 

Auffindung der Wurzeln einer gegebenen 
Gleichung mit Hülfe geometrischer Con- 
structionen, indem die Elemente der Glei- 
chung als gerade Linien aufgetragen wer- 
den. Diese Methode der Anflösung von 
Gleichungen hat gegenwärtig und über- 
haupt seit der Zeit, dafs man in der 
Algebra ein bei weitem einfacheres nud 
übersichtlicheres Mittel dazu geftinden 
hat, keinen anderen Werth mehr als den 
geschichtlichen, weshalb anch nnr davon 
folgende knrze Erlänterungen; 

Eine Gl. des ersten Grades hat die 
Form: 

X ^ a = 0 

woraus x = t « 

Es ist also bei dieser Gleichung nichts 
anders zu construiren , als dafs man die 
Zahl a als gerade Linie aufirägt. 

Eine Gleichung vom 2ten Grade hat 
zwei Wurzeln, vom nten Grade n tVnr- 
zeln, nnd diese Wurzeln ergeben sich als 
die Ordiuaten der Durchschnittspunkte 
zweier sich schneidenden Linien. Für 
eine Gleichung des 2ten Grades genügt 
also eine gerade Linie und ein Kreis, 
weil hier zwei Durchschnittspnnkte ent- 
stehen. Für eine Gleichung vom dritten 
Grade ist schon ein Kreis mit einer an- 
deren Curre erforderlich, weil 3 Durch- 
schnittspunkte Torlangt werden, also z. B. 

Kreis und Parabel, die zugleich vom 4len 
Grade genügen, weil beide Curven auch 
Tier Durchschnittspunkte liefern können, liebigen, hier unter einem rechten Win- 
wiewohl anch für diese 2 Parabeln, Pa- kel sich schneidende Linien AD und AE, 
rahel und Ellipse, Kreis und Ellipse den einen Schenkel, z. B. /IE macht man 
u. s. w. gewählt werden können. = dem Coefficienten a von x, den ande- 

t'm me Methode anschaulich zu ma- ren AD = dem einen Factor z. B. e des 
chen, sei als Beispiel die quadratische bekannten Gliedes, nnd nimmt auf dem- 
Gleichung zu construiren selben Schenkel von A aus AB = dem 

x*-tox*6c = 0 zweiten Factor b, und zwar in Fig. 500 

in welcher x, a, b, c gerade Linien sind, nach einerlei Richtung mit c, in Fig. 501 
Aus diesem Gmnde kann das bekannte nach entgegengesetzter Richtung; in bei- 
Glied nicht durch nur einen Buchstabeu den Figuren halbirt man BD in F, und 
bezeichnet werden, weil es dann Linie, AK in G, und beschreibt mit BC aus C 
nnd mit den ersten beiden Gliedern, den Kreis, so simt die Ordinaten A.Y 
welche Flächen sind, nicht zu addiren nnd AX' die Wurzeln der Gleichung, 
sein würde. Denn es ist AX y. AX’ = AB > 1 . AD 


Fig. 500. 



Fig. 500 für die beiden Gleichnngen 
X* -b ox -p Ar = 0 
X* — ox + Ac = 0 


Fig. 501. 



Fig. 501 für die beiden Gleichnngen 
x^ — ox — Ac X 0 
x’ -b ox — Ac = 0 

Man nimmt 2 gerade unter einem be- 
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odat AXy^AX'sht 

Setzt man nnn AX = x, so ist Fig. 500 

AX' = AK- EX’ = AE- AX = a~ X 
in Fig. 501 

AX' = AE^-EX'x= AEJrAX = a-k^x 
Setzt man AX' = x, so ist in Fig. 500 

AX =: AE - EX = AE - AX' = a - X 
in Fig. 501 

AX = EX - AK = AX'- AE = x-a 

Man hat also in Fig. 500 die Producte: 
AAXAA - 

oder {-x) für x gesetzt 

(-x)(a + x) = 4c 

in Fig. 501 

AX'iAX' - jx(« + *) = »c 

Diese 4 Gleichungen auf 0 redncirt und 
geordnet geben 

Fig. 500: X* — ox + 5c = 0 (1) 

X* + ox + 4c = 0 (2) 

Fig. 501 ! X* + ox — 4c = 0 (3) 

X* — ox — 4c = 0 (4) 

woher mit den beiden Constmctionen alle 
4 Formen erledigt sind. 

Ans dem Art: Algebraische Qlei- 
ehnngen, pag. 49, ut zn ersehen, dafs 
61. 1 zwei positiTe, Ql. 2 zwei negatiTe 
Wurzeln hat, nnd dafs 01. 3 nnd 4 eine 
positiTe und eine negatire Wnrzel ha- 
ben. Daher sind in Fig. 500 beide Wur- 
zeln AX nnd AX' entweder beide posi- 
tiT, oder beide negativ; in Fig. 501 ist 
für dis 3te Gl. die kleinere Wurzel AX 

S ositiv, die gröfsere A.V negativ; für 
ie 4te Gl. ist die gröfsere A.¥’ positiv, 
die kleinere AX negativ, wie ans der 
Entwickelung der beiden letzten Glei- 
ebnngen augenicheinlich hervorgebt. 

Wenn Fig. 500 CG — CB ist, so berührt 
der Kreis die I.inie AE in G, nnd es 
giebt nur eine, d. h. 2 gleiche Wurzeln. 
Es ist 

b c 4- b 

CG=zAF=AB+Bh'=b^ — 

CB = I 

also es giebt 2 gleiche Wurzeln , wenn 

oder wenn = 4c 
4 

dies giebt auch die Algebra. Denn setzt 
man — für 4c, so hat man 


Gl. 1 n. 2: 


X* X ox + = 0 


-=F^ = 0 


Wird CG > BC 
also 




Ä“ 

oder — < 4e 

so entsteht kein Durchscbnittspunkt in 
AE, und beide Wurzeln sind unmöglich, 
wie auch die Algebra giebt. Denn setzt 
man 

a* 

X T OX + — + p 

so erhält man 




ln Fig. 501 ist es weder möglich, dafs 
der Kreis die Linie AE berührt, noch 
dafs er dieselbe nicht schneidet. Daher 
auch für die beiden letzten Gleichungen 
weder 2 gleiche, noch 2 unmögliche Wur- 
zeln entstehen können. Die Algebra be- 
weist dies gleichfalls, denn beide Glei- 
chungen 

X :t ozr — 4c = 0 

giebt x = T-^*|/-^-|- 4e 

so dafs nnr für 4c = 0, also wenn x’ ± ox 
= 0 oder x ^ a = 0 nicht zwei gleiche, 
sondern nnr eine Wnrzel entsteht, un- 
mögliche Wurzeln aber wegen der immer 
positiven V nicht existiren können. 


CoDstructlon der Wertha einer 61el- 
Chnng. Setzt nun in einer geordneten 
auf Null reducirten Gleichung für die 
Unbekannte eine der Wurzeln der Glei- 
chung, so geschieht der Gleichung Ge- 
nüge, deren Werth ist = Null. Setzt man 
für die Unbekannte irgend eine andere 
Zahl, so ist die algebraische Summe der 
Glieder nicht = Nml , sondern eine be- 
stimmte Zahl, welche der jedesmalige 
Werth der Gleichung genannt wira. 

Nimmt man von einem Anfangspunkt 
A einer geraden Linie eine Reihe von 
Werthen für die Unbekannte (x) als Ab- 
scissen, die positiven nach einer, die ne- 
gativen nach der entgegengesetzten Rich- 
tung, und trägt die jedesmaligen Werthe 
der Gleichung als Ordinaten auf, so er- 
hält man ans der Verbindung der End- 
punkte dieser Ordinaten in einer Gurre 
die graphische Darstellung der Natur die- 
ser Gleichung. 

Für jede Gleichung des ersten Grades 
wird die dieselbe darstellende Curve eine 
gerade Linie. Z. B. die Ql. x — 3 = 0. 

Ist Fig. 502 XX' die Abscissenlinie, A 
der Anfangspunkt der Abscissen, AB = 
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BC = CD = DE u. n. w. s 1 , M> eaUfchl 
fnr r = 0 ID yt die Ordinate .da = - 3 als 
Werth der (ileicbuni;. Für x=AB = l 
entsteht die Ord ßb = — 2; fäi x = AC 
= — 2 die Ord. Cc = - 1 ; für x = AD = 3 
die Ord. in 0 = 0; für x-AE-xA die 
Ord. /fe = + I n. s. w. ; die au.'ammenge- 
sogene Cnnre ahcDt. .. ist eine gerade 
Linie. 

Für Gleichungen des zweiten Grades 
mögen folgende Beispiele genügen ; v be- 
deutet den jedesDuligen Werth der Gl. 

Fig. »02. 



merken, dah die Höhen mit dem halbM' 
LängenmaCMtab aafgetragen sind. 

Oie Ilnrchschnittspankte der Oorre mit 
A'.V geben den Ort der Wnrxelo an, sie 
liegen für = zwischen 0 nnd I, nahe an 
0, und für x zwischen — 4 und — 5, nä- 
her an — 4. Es könnte diese Methode 
als eine praktische Auflösung Ton Glei- 
rbnngen angesehen werden, wenn man 
nicht bet einiger Uebnng noch leichter 
durch Rechnung dazu gelangte, und nicht 
nur bei den quadratischen, sondern anch 
bei Gleichungen ton höheren Graden, wie 
dies schon der Art.: Algebraische 
Gleichung, pag. 57 bis 60 nachweist. 

l'm den Charakter der Curren näher 
cinzusehen, sollen noch 2 Gleichungen 
constmirt werden, eine mit 2 gleicMn, 
und eine mit 2 unmöglichen Wurzeln. 

1. Die Gl. jJ- 2x-M = 0 
d. i. (x - 1)> =0 

Die beiden Wurzeln sind + 1 nnd-F 1. 
Für » = -F 1 : w = 0 

, * = -|-2;ic = +I x= 0;» = -i-I 


Für 


u. >. w. 
Für 


= +l 
= -H 

= -1-3 


-F 4* - 1 = 0 
0 ist ir = - 1 

VF = -|- 4 
W = -Ml 
IF = -l- 20 


* = - 1 


IF = - 3 


, » = + 3iic = -t-4 *=— J;ic = -F4 
, x= + 4!ic = -I-9 * = -2; ic = -F9 

n. s. w. u. s. w. 

Ans dieser Darstelinng ersieht maa' 
(he Sjrmaaatrlo der Ourre Ton der Ab- 
sciase (4- 1) an zu beiden Seiten dnreh 
gtaich grofse Onlinaten, feiglieh wie Fig. 
504; der DiirchschnittBpnnkt C für die 



=-U . 5 

= -3 , IF = _ 4 
, =_4 . IF = - 1 

=-5 . Wx+ 4 
= -6 . If=-F 9 
Man erhält in Fig. 503 die Eeiohnung 
dei Gleichung als Curve, wobei zu be- 

Fig. 503. 



beiden gleichen «urzeln wird Uemh- 
riingspniikt mit der Abscissenlinie A'.V. 
2. Die Gl. X* - X -F 4 = Ü 


Wurzeln li-Fl-Fp 
nnd 1 - 

beide unmöglich. 
x = -Fl;ie = -F 4 
x = -F2; ir = -F 6 
x = -F 3; » = -F10 
x = + 4; » = -F 16 
u. s. w. 


- 15) 

- 15) 

X = 0; IC = -F 4 

x = — 1; •r=-F 6 
x = -2 ; w = -F10 
x = -3; » = -F 16 

n. s. w. 
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Auch kier sieht man die Symmetrie 
zweier Aeste der Cureo Ton einem Pahkt 
awisehea den Abscissen = 0 nnd = +l. 
Der Pnnkt für das Minimum der Ordi- 
nate ist für x = i. wo die Ordinate = 3( 
wird ; man erhält die Darstellung Fig. 505. 

Die Cnrve hat also keinen Dnreh- 
srhnittspunkt mit der Absrisaenlinie XX’. 

So viele Wurzeln eine Gleichune hat, 
so viele Durrhsrhnittspunkte hat die Cnrve 
mit der Absrissenlinie mit Aosnahme 
zweier gleicher Wurzeln, wo ein Beröh- 
rnnimpankt wie Kig. 004, und einer un- 
möglichen Wurzel, wo uureinderAbscisee 
näherer Punkt, wie Fig. 505 entsteht. 

Fifi. 500. 



Setzt man nun fha n eine noch so 
kleine positive ächt gebroeheae Zahl, so 
wird Jede noch so nahe an was 3 rechts 
behndliche Ordinate der Abecisse = 3 -H • 
positiv; und da man mit n auch 46n n* 
gegen die Zahl 60 beliebig klein machen 
kann, ebenso die beliebig an x = :i links 
befindliche Ordinate für x = 3 - n eben- 
falls positiv ; für H = 1 wird 

w = »*(60 -I- 46» + 12»* -I- »») = -I- 119 
und IT = »*(60 — 46» -I- 12»* — »*) = -t- 25 
wie oben berechnet worden. Die Cnrve 
berührt also die Abscissenlinie in dem 
Punkt, der von dem Nullpunkt + 3 ent- 
fernt ist, ein charakteristisches Zeichen, 
dafs (-b3) zweimal als Wurzel vorhan- 
den ist 

Für X = 0 war tc = + i7 


X = — 1 ist 1 » : 
X = — 2 , le : 


-1-64 
+ 125 


Znni ■‘iefalnfs des Art. soll die Curve 
der lileirhung, Bd. I, pag. 57, Z. 1 rechts 
constmirt werden, nämlich 

X* - 3x‘ - 8x* + 24x« - 9x + 27 = 0 
deren Wurzeln sind dort gefunden. 

+ 3; +3; -3; +1-1; -1'- 1 
die (11. hat also 2 gleiche und 2 nnmög- 
liche Wurzeln. 

Pot X = 0 ist V = + 27 

X = + 1 , ir = + 32 
x= + 2 , IC = +25 
x=+3 , w=0 
x= + 4 . ie=+U9 


x = — 3 . ie = 0 
x = — 4 „ ip = — 833. 

Von X = 0 bis X = (— 2) steigen die po- 
sitiven Ordinaten bis + 125, und für x 
= (- 3) wird die Ordinate plötzlich = 0, 
ein Beweis, dafs zwischen den Abscissen 
(- 1) und (- 3) die Curve eine Abnor- 
mität in der Form erfährt; dafs die fol- 
gende Ordinate negativ ist beweist, dab 
der Pnnkt der Absciasenlinia (- 3) vom- 
NuHimnkt eatfernt, ein Unrckschnitls- 
puakt mit der Curve ist, und ibl's somit 
die |i - 3 nnr einmul als Wurzel var- 
kommt. 

l'in die Form der Cnrve von der Ah- 
scisse (- 3) ab nach (- 4) bin .summarisch 
festzustellen, soll der Werth der (ilei- 
chnng für x = — (3 + n) ermittelt worden. 
Man erhält 

für X = - (3 + n) ; 

» = - (360n + 336»*+ 118»* + 18n* + »») 

So klein und so grob man also n im- 
mer nehmen mag, die Ordinate hieiht 
negativ, und wächst mit dem Zuwachs 
von n, so dals die Curve von x = — 3 ab 
und weiter (-) (genommen, weder eine 


Man eraieht, dafs die beiden Ordinalen Abnormität nocheinen Dnrchsclinittspnnkt 
linke uml rechts in Kntferuung 1 von mit der Absrissenlinie .V.Y' erfährt, so 
dem Endpunkt der Abscisae x = +.'l po- dafs also hinter der .Abscisso x = — 3 die 
sitiv sind. Dab diee übrigens in noch Uleichnng weder mögliche, noch nnniög- 
so kleinen Entfernnngen von derselben liehe Wurzeln hat. Für » = l, also x 
Ordinate statttindet, dafs also der Abscis- = (- +) entsteht ic = — 833. 

Aus dem eiligen Worth 


senpimkt + 3 ein Berübrungspunkt für 
die 2 gleichen Wurzeln +3 ist, erhellt, 
wenn man in die Gleichung für x den 
Werth (3 ») seUL Man erhält als Werth 

di« Gleichung 
für x = 3 + »; 

» = »* ( 60 + 46» -1 12»* + »>) 

fürx=3-»; 

„,.,.1., I »0»«*(6<|-r4fil»+13»*- »?) 


für x = (3 + «); 

IT = »‘(60 + 46» -1 12«’ + •» 
gebt dassellie für die von x= +.3 ab ge- 
nommene |Hisitire Kichtung hervor, ao 
dab die noch fehlenden Wurzeln swischen 
den Ab-sciaten x = (— 1) und x = ( — 3) 
liegen. 

, Für die Uutersnehuag der Carve iwi- 
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sehen * = (•» 2) und j = (- 8) bat man 
* = - (3 - «) gesetzt : 

«>= + 360i«-336ii*+lI8ii*- 18ii‘ + ii‘ 
für X = - (2 + «) gesetzt : 



, * = -2 


folglich ist in der Nähe der Abscisse x 
= — 2,1 das Maximum der Ordinate und 
der Ort für die beiden nnmöglichen Wur- 
zeln. bie Gurre selbst ist leicht anfzn- 
tragen. 

CoDStmctiOBMätie sind in der Geo- 
metrie Sätze, welche eine Construction 
Tcrlangen; diese sind der Forderungs- 
Satz (Postulat) und die Aufgabe 
(Problem) (s. d.). Die Aufgabe rer- 
langt Constructionen , die sich aus Er- 
kenntnissen, die durch I.ehrsätze gewon- 
nen worden, sich ausführen lasseu; der 
Forderungssatz verlanj^ nur solche Con- 
struction, die einer Definition gemäfs toII- 
föbrt werden kann Als; zwischen zwei 
gegebenen Punkten eine gerade Dinie 
ziehen; aus einem gegebenen Punkt mit 
gegebenem Halbmes.ser einen Kreis be- 
schreiben. 

COBtinillrllch, stetig, ist so zusam- 
menhängend, dafs keine Theile wahrzu- 
nehmen sind, die nur durch den Gedan- 
ken abgetheilt werden können. Stetige 
Gröfsen sind ansschliefslich die der Zeit 
nnd des Raumes. Eine I.inie, Itanmlinie 
oder Zeitlinie, ist ein Continuum, sie 
kann nur durch den Gedanken unterbro- 
chen werden, ohne dafs also ihre Conti- 
nnität gestört wird; dieselbe Unie kann 
durch den Gedanken in 2 Orten nnter- 


» = m + 25« - 80«> - ö««‘ - 13st*- WS* 
An beiden Formeln hat man also ^ 
genseitige (/orrectionsrechnnngen beim 
Probiren. Man erhält: ■' 

- ( 2 + ^) ist w = 32,75621 
. ( 2 + “j ist ir= 59,47552 

- (2 + ist »= 80,80263 

(2 + ^) ist ir= 97,34144 ' 

- ^ 2 -I- ^ j ist ■) = 109,65625 

• (2 + ist «= 118,27296 

• (2 -t- .i) ist »= 123,68027 

- ^ 2 -I- ist « = 126,33088 

- ( 2 -1- i) ist w = 126,64269 

- 2 . »=126,00000 

brochen werden: es entsteht eine durch 
Anfang und Ende begrenzte Linie. Zeit- 
linien und Raumlinien unterscheiden sich 
erstens dadurch , dafs jene in einerlei 
Richtong, dafs sie eine gerade Linie bleibt, 
währeno die Kanmlinie beliebige Formen 
annehmen kann, von denen die in sich 
geschlossenen Linien als Kreis, Ellipse, 
^ntinna zweiter Ordnung bilden, näm- 
lich bestimmte Längen ohne Anfang nnd 
Ende. 

Zweitens unterscheiden sich Zeit- nnd 
Kaumlinie darin, dafs diese das Vermö- 
gen der Ortsänderung hat, welche jene 
nicht hat; der Zeitlinie vermag Niemand 
auszuweichen, wohl aber der Mumlinie, 
nnd während der Ortsänderung bildet die 
Ranmiinie eine continnirliche Kanmmfse 
zweiter Klasse, die Fläche, von denen 
wieder die in sich geschlossenen Flächen 
als die Oberfläche einer Kugel, eines E_l- 
lipsoids l'ontinna zweiter Ordnung, Flä- 
chen von bestimmter Gröfse ohne Anfang 
nnd Ende sind. Ein Winkel wird gebil- 
det durch 2 Linien, durch 2 continnir- 
liche Grössen, die den gemeinschaftlichen 
Scheitelpunkt zu ihrem gemeinschaftlichen ' 
Anfangspunkt haben, nnd entweder in 
Endpunkten begrenzt, oder unendlich weit 
fort^hen können. '< 

Die Bewegung, welche zugleich der 
Zeit und dem Ranme tmgebört, Ist ebenso 
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ein Continnnm, nnd wenn eie noch in 
kone Zeit dauert. Die BeweKmig der 
Weltkörper iet ein ununterbrochenes Con- 
tinnnm, die des Pendels eine Summe Ton 
unterbrochenen Continnis. 

Der Begriff Ton continnirlich wird je- 
doch auch weiter ausgedehnt. So nennt 
man die Kettenhrnche (s. Bruch, p. 435) 
auch contin uiriiche Brüche; Pro- 
portionen, aritbmetisrhe und geometrische, 
mit gleichen Mittelgliedern, continnir- 
liehe oder stetige Proportionen. 

ContinairUche Brüche, s. d. vor. Art. 
am Scblttb. 

CoBtiDnirliche Gröfse, stetige, con- 
crete (fröfse, s. cuntinuirlieb, und 
vergl. concrete tlröfse, collective 
Oröfse 

Gontinuirllche Froportioo, ». coiitinuir- 
licb am Si'hlufs. 

CeatractiOB, /. u s a m m e n z i e b n ng(des 
Wasserstrahls). Diese findet in Oeff- 
nnngen statt, ans welchen das Wasser 
fliefst. Wodurch diese C. veranlalst wird, 
ist in dem Art.: Ansflufs tropfbarer 
Flüssigkeiten, No. 4 und 6, mit Kig. 
m, pag. 318 anseinandergesetzt. Der 
(jnerschnitt der ausfliefsenilen Wasser- 
menge wird also geringer als der der 
Ausnufsöffuuug, er vermindert .sich, wie 
Fig. 133 bildlich darstellt, von de auf 
fg; und da das Wasser nicht compressi- 
bel ist, da also das W’asser in dem ge- 
ringeren wirkiichen Ansflufsquerschnitt 
nicht dichter wird als vor und in der 
rölsereu Aiisflufsötfnung, so ist die aus- 
iefsende Wassermenge geringer, als wenn 
die C. des Strahls nicht stattfände. 

Die Kotfernung des kleinsten Wasser 
qoerschnitts von der .AusflufsölTnung be- 
trägt etwa \ der Weile der Oeffnung, 
hei ganz dünnen Wänden ist sie gerin- 
ger, bei starken gröfser. 

Die G. des Strahls wird um so gröfser, 
also der wirkliche Ausflnfsquerscbnitt ge- 
gen den der Ansflufsöffnnng nm so ge- 
ringer: 

l] Je enger die AusflufsCffnung 
ist. Denn Je gröfser die Oeffnung ist, 
desto mehr mittlere Strahlen fliefsen aus, 
ohne von der C. mit berührt zu werden, 
während eine Oeffnung so eng sein kann, 
dals simmtliche ausilielsende Strahlen 
bis in die Mitte der Oeffnung durch C. 
abgeleukt werden. 

3) Je scbärfer die inneren Kan- 
ten der Ausflnfaöffnung sind. Ab- 
erundete Kanten leiten das Wasser nach 
em Rande zurück, der aodanu adhiri- 
rend wirkt, und die U. vermindert. 


3) Je eekigerdieOeffnungenaind. 
Dreieckige Oeffnungen geben eine stär- 
kere C. als viereckige, runde Oeffnungen 
geben die geringste C. 

4) Jedünnerdie Wandungen der 
Oeffnung sind. Stärkere Wandungen 
wirken durch Adhäsion, nnd erweitern 
wieder den enntrahirten Strahl. Diese 
Erweiterung des Strahls steigert sich noch 
mehr, wenn die Wandstärken durch an- 
gesetzte Flächen zu Köhren verlängert 
werden; jedoch sollen diese nicht länger 
sein, als 3 Mal der Weite der Oeffnung, 
weil sonst wieder die Keibung und Ad- 
häsion der Wände mit dem Wasser des- 
sen Ueschwindigkeit nnd AnsBiifsmenge 
verminilern. 

5) Je kleiner die Druckhöiie ist. 
Die (iesebwindigkeit des ansfiiefseiiden 
Wassers wächst mit der Höhe des Was- 
serspiegels über der Ausflufsögnung, <i. b. 
mit der Druckhöhe (s. .AusBufs etc pag. 
315). Je gröfser also die Druckhöhe ist, 
desto schneller bewegen sich die mittle- 
ren Strahlen durch die Oeffnung, reiben 
die ihnen nächsten Seitenstrablen mit 
fort, und vermindern somit die Anzahl 
iler nach den Rändern hin befindlicbeu 
Strahlen, welche von der C. beeinflubt 
werden, und die Beeinflussung selbst. 

Man unterscheidet in der neueren Hy- 
drotechnik vollkommene und n n vol I- 
kommeue oder partielle C. Es sei 
ABCD der Orundrifs eines Gefäfses mit 


Fig. ,SOfi. 



Wasser; <i, 4, c, d seien Ausfluböffnun- 
gtn im Boden, so Hiebt aus a das Was- 
ser über alle 4 Ränder aus, und die G. 
ist vollkommen. Aus der Oeffnung 6 
Hiebt das Was.ser uur über 3 Ränder, 
aus e nur über 3, und aus der Oeffuung 
d, welche noch mit einer miltlereii Waud 
EF eingefabt ist. Hiebt das Wasser nur 
über einen Rand aus. Die C. des Was- 
sers lieim Ausflufs durch die Oeffnungen 
4, c, d ist unvollkommen (s. d. folgen- 
den Art.). 

CffntracUutucoeflicleBt ist dem Wort- 
laut und der Natur der Sacke nach die-| 
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j^nige ilwtracta ZabU «tlrba 'beim Au5i' 
fliifs des Wasser» aus OefTnungen das 
VerhaltnifK des duridi roatrartinii ent<* 
stanilenen kleinsten Wassor-Querschnitta 
a' XII dem der AiisHufsöttnuog n angiebt, 

a 

Aus dem vor. Art. ersieht mau, dafs 
dieses Verhältnifs in jedem besonderen 
Fall, nämlich je nach Form der OffTuun» 
nnd nach der Oröfse der Pruckhöhe, eine 
andere Zahl ist, und dafs alle Werthe 
dafür von Versuchen abhangen. 

In der Praxis interessirt Tomigsweise 
die Ausflufsmenge M des aus einer Oeff* 
nung fliefsenden Wassers, und diese M 
ist hypothetisch (s. Ausflufs, No. 4, 
pag. 216), d. h. unter der VorausseUung, 
dafs keine Contractioo stattftndet: 

liier ist a die Ansflursoffnung, folglich 
die Geschwindigkeit. 

f)ic wirkliche Ausflafsmengo M des 
Wassers Ist offenbar die, welche man er- 
hält, wenn für a der durch Oontraction 
erzeugte kleinere Querschnitt n' gesetzt 
wird, also /W = 2«*! y \ h 
und zwar, w^i! d.is Wasser als inconi- 
pressihel in a' nicht verdichtet ist, und 
weil, wenn man n' in die Lage « ver- 
setzt, die Geschwindigkeit mit 

der Driickliöhc A die.selbe bleibt. 

Nun ist aller a’ von a abhängig, und 
wurde in jedem besonderen Falle erst zu 

berechnen sein; allein ~ als Coefficient 
a 

ist ans Verttiebeu ermittelt; man hat 

0 * . 0 ^ 

feriif^r a ' s — .« and — k ge- 

« ” « 

setzt; 

M = ikat^f-yk 

2) Es Utyg die eonstut« Zakl ; 
2yj = 7MA7 und der 
beim Reclnwi vegaB «iid k nrit 7,9057 
multiplicirt, ab «i« Ooeflbbat « angege- 
ben, der mit af'A multiplicirt, die wirk- 
liche Wassermenge giobt, so dafs nicht 
*, sondern 7,9057 x t = n der Con- 
tractions-Coefficient genannt wird. 

Die wirkliche Was-sermenge M ist dem- 
DBcb tfa-yk 

In den Formeln für beide Wassermengen 

I hypothetische M' - 2a-yg-yk 

' und OM wirkliche W -n-a-) A 
befindet sich die AnsflarsölTnung a als 
Factor, folglich erscheinen 2» j-l'A und 
ayk eit Qeschwindigkeiten , und dies ist 
der Omnd, dafs so wie 2a I yi* die hy- 
pothetische, und noV'A die wirkliche Was- 
sermenge heifst, ebtnio 2)'yFA die hy- 
pothetische, Bild ayk die wirkliena 


G e s e h w i n <1 i g k • i t c«n enat iritd, sre nil> 
gleich in beiden Fallen mit nnd oho« 
Contractioo 2Pf-t A als Guschwüidigkeit 
dieselbe bleibt. 

3) ln diesem Sin',e ist der eiste Art. 
(") des Wörterbuchs als kurze Krklärnng 
der Uedeiitiing des Loefticieat geschrie- 
ben, wtibei ich noch bemerke, dais ,End- 
geschwiudigkeit“ im Schlüsse des 
.\rl kein Versehen ist, wie eine Re- 
ceiisimi auueiiommeii hat: Da von licm 
Falleii des Wassers innerhalb eines 
Gefäfses vom Was.»erspiegel bi,, zur Aus- 
flnfsöffnuiig dort die Keile ist, .so i.st .\n- 
fanffsgcschwindigkcit die Geschwindigkeit 
am Wasserspiegel (= Kuil) Und Kndge- 
sebwindigkeit die in der Ausflufsüfruung. 
Ebenso sind ilie Begriffe von bypotheti- 
.schcr und wirklicher Aiisflulsgeschwio- 
digkeit auch in dem Art.: Ausnafs etc. 
No. 4, pag. 216, dem (Tebnuch gmnifs 
beibehaften, und die nähere Erklärung 
diesem Art. Vorbehalten woirdgtw lino-'i 

4) Die lid. I, pag. 216 aufgefühitaa 7 
C. von Eytelweiii gelten für die vollkom- 
mene Contrartion, alao für eine Oeffnung, 
wie n, Fig. 506; für die nnvnllkonimeiH) 
C. w.ächst der Coefficient mit dem Ver- 
hältnifs des eingefafstaa Theils zum gan- 
zen l'iufang. Ist dies Verhlltnlfe’ ^ 
sind Fig. 506 di« Oeffnnngtn Qntdiat«, 
so ist bei o, = 0 ; tiei A ist - = 1 : hei, 

•it m ' * 


c ist — = J >1 .n-.nii 

Der Coofticient ist = ll-fp a - 
Für runde Oeffnungen ist nach Bidnne 


P = 0,128 0 K 

für rechteckige Geffnnngeii ist nachBidoue 
p = 0,152 ..,:ü 

für rechteckige Oeffnnugen ist nach 'Weifs- 
hach p = 0,134 , j. 

für rechteckige Oeffnungen hn Kitt«! also 
p = 0,143 - .„.s. -Is 

5} Anlser den Eytelwein'schen Ooeffi- 
cienten sollen noch neuere Versuebszah- 
len angegeben werden. Die folgende Ta- 
belle cnmält die Versuche von Lebros, 
lind Poncelet, nämlich die Coefficienben 


A^= Kr rechtwinklige Oeffnungen IB^ 

dünnen verticalen Wänden bei vollstän- 
diger Oontraction und dom Ausflufs deei 
AV^ssers in die freie Luft bei 0,2 M. Breite 


der Oeffnungeu; die Höhen der Oeffnun- 
gen , sowie die Druckhübeu , von dem i 
Wasserspiegel bis zur Oberkante der Oeff- ^ 
nung gemessen, iu Metern habe ich m- 
glei^ in preuf^hea Zolteu augegebeu. 
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Drnckbühen 
Meter = gr. Zoll 

1 

l'oefticienteB 4 = - 

0,20'" 1 0,10"' 
7,W7 Zoll 3,823 Zoll 

- für fulg( 

0,05’" 
1.91 2 Zoll 

itide Hübet 

0,03"' 
1,147 Zell 

der OeAmngen. 

0,02'" 1 0,01'" 
0,765 Zoll lo,W Zoll 

0,01 

o,oa 

0,38 

0,76 

r 

0,573 

0,596 

0,607 

0,615 

0,630 

0,634 

0.6G0 

0,659 

0,701 

0,694 

0,0« 

1,15 

0,578 

0,600 

0,63(1 

0,638 

0,659 

0,688 

0,04 

1,53 

0,582 

0,603 

0,623 

0,640 

0,668 

0,683 

0,05 

1,91 

0,585 

0,605 

0,625 

0,640 

0,668 

0,079 

0,0Ü 

9 29 

0,587 

0,607 

(M»27 

0,640 

0,657 

0,676 

0,07 

3.68 

0,688 

0,609 

0,628 

0,639 

0,056 

0,673 

0,08 

3,06 

0,589 

0,610 

0,Ü39 

0,638 

0,656 

0,670 

0,09 

3,44 

0,591 

0,610 

0.639 

0,637 

0,637 

0,055 

0,668 

0,10 

3,82 

0,592 

0,611 

0,630 

0,654 

0,666 

0,13 

0,14 

4,59 

0,593 

0,612 

0,630 

0,036 

0,653 

0,803 

5,35 

0,595 

0,613 

0,630 

0,635 

0,651 

0,660 

0,16 

6,12 

0,696 

0,614 

0,631 

0,634 

0,660 

0,658 

0,18 

6,88 

0,597 

0,615 

0,630 

0,6.34 

0,649 

0,657 

0,20 

7,65 

0,598 

0,615 

0,630 

0,63;! 

0,648 

0,655 

0,25 

9,56 

0,699 

0,600 

0,616 

0,630 

0,632 

0,646 

0,658 

0,30 

11,47 

0,616 

0,629 

0,632 

0,644 

0,660 

0,40 

15,29 

0,602 

0,617 

0,638 

0,631 

0,642 

0,647 

0,50 

19,12 

0,603 

0,617 

0,638 

o,6:io 

0,640 

0.644 

0,60 

22,94 

0,604 

0,617 

0,637 

0,680 

0,638 

0,642 

0,70 

26,76 

0,604 

0,616 

0,ri27 

0,629 

0,637 

0,640 

0,80 

30,59 

0,605 

0,605 

0,616 

0,627 

0,029 

0,636 

0,637 

0,90 

34,41 

0,615 

0,626 

0,628 

0,634 

0,633 

0,635 

1,00 

38,23 

0,605 

0,615 

0,626 

0,628 

0,632 

1,10 

42,06 

0,604 

0,614 

0,625 

0,627 

0,631 

0,629 

1,30 

45,88 

0,604 

0,614 

0,624 

0,636 

(»,G2H 

0,626 

1,30 

49,70 

0,603 

0,613 

0,622 

0,624 

0,625 

0,622 

1,40 

5.3,53 

0,603 

0,612 

0,621 

0,622 

0,622 

0,618 

1,50 

*) 1 ,3ü 

0,602 

0,611 

0,630 

0,620 

0,619 

0,615 

1,60 

61,18 

0,60? 

0,611 

0,618 

0,618 

0,617 

0,613 

1,70 

65,00 

0,602 

C.GIO 

0,617 

0,616 

0,615 

0,612 

1,80 

68,82 

0,601 

0,609 

0,615 

0,615 

0,614 

0,612 

1,90 

72,65 

0,601 

0,601 

0,608 

0,614 

0,613 

0,612 

0,611 

2,00 

76,47 

0,607 

0,613 

0,612 

0,612 

0,611 

3,00 

114,70 

0,601 

0,603 

0,606 

0,608 

0,610 

0,609 


s 

Di« fblgend« Tabelle enthält die «ne der vorigen berechneten Coefllde>t«ii 
«I = 7,9057-4 für dieselben Dmckhöhen ond Ausflnfsöffmjngen. . ’’ 


Dmckhöhen 
Meter = pr. Zoll 

Coeffi 

0,20’" 
'7,647 Zoll 

Renten n = 

0,10"' 
3.823 Zoll 

: 2k Vj =: 7,9057-4 ffir felgende Höhen 
der Ocffiiungen. '' 

0,05'" ] 0,03"* I 0,09'" j 0,0 1"* 

l,912ZoIl 1,147 Zoll 'n,765 Zoll 1 0,382 Zoll 

0,01 1 

0,38 

4,522 * 

PVWSb 

4,799 1 

4,981 

5,218 

5,542 

0.02 j 

0,76 

4rit 

4,862 1 

5,012 

5,210 

5,487 

0,03 1 

1,15 

4,569 

4,748 

4,902 

5,044 

5,210 

5,439 

0,04 

1,53 

4,601 

4,767 

4,925 

5,lMiO 

5,202 

5,400 

0,05 1 

1,91 

4,025 

4,168 

4,941 i 

5,060 

5,202 

5,368 

0,06 1 

2,99 

4,641 

4,799 

4,957 

ö,0(M) 

5,194 

5,344 

0,07 1 

2,68 

3,06 

4,649 

4,815 

4,965 

5,052 

5,186 

5,321 • 

0,08 1 

4,656 

4,839 

4,973 

5,044 

5,186 

5,297 1 
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Druckhöhen 
Meter = pr. Zoll 

; CoefBcienten a r 

0,20"* 1 0,10"* 
7,647 Zoll 3,823 Zoll 

-.2kyg — 7,90ä7*k fSr folgende Höhen 
der OefTnnngen. 

0,05"* 0,03’" 1 0,02"' ' 0,01'" 

1 ,912 Zoll ' 1 ,147 Zoll 1 0,765 Zoll 0,382 Zoll 

0,09 

3,44 

4,672 

4,822 

4,973 

5,036 

5,178 

, ö,281 

0,10 

3,82 

4,680 

4,830 

4,981 

5,036 

5,170 

5,265 

0,12 

4,59 

4,688 

4,838 

4,981 

5,028 

6,162 

5,241 

0,14 

5,35 

4,704 

4,846 

4,981 

5,020 

5,147 

5,218 

0,16 

6,12 

4,712 

4,854 

4,988 

.5,012 

5,139 

5,202 

0,18 

6,88 

4,720 

4,862 

4,981 

5,012 

5,131 

5,194 

0,20 

7,65 

4,728 

4,862 

4,981 

5,004 

5,123 

5,178 

0,25 

9,56 

4,736 

4,870 

4,981 

4,996 

5,107 

5,162 

0,30 

11,47 

4,743 

4,870 

4,973 

4,996 

5,091 

5,139 

0,40 

15,29 

4,759 

4,878 

4,965 

4,988 

5,075 

5,1 lö 

0,50 

19,12 

4,767 

4,878 

4,965 

4,981 

5.060 

5,091 

0,60 

22,94 

4,775 

4,878 

4,967 

4,981 

5.044 

5,075 

0,70 

26,76 

4,775 

4,870 

4,967 

4.H7:i 

5,936 

5,060 

0,80 

30,59 

4,783 

4,870 

4,967 

4,973 

5,028 

5,036 

0,90 

34,41 

4,783 

4,862 

4,949 

4,965 

5,012 

5,020 

1,00 

38,23 

4,783 

4,862 

4,949 


5,004 

4,996 

1,10 

42,06 

4,775 

4,854 

4,941 

4,957 

4,988 

4,973 

1,20 

45,88 

4,775 

4,854 

4,933 

4,949 

4,965 

4,949 

1,30 

49,70 

4,767 

4,846 

4,917 

4,933 

4,941 

4,917 

1,40 

53,53 

4,767 

4,838 

4,909 

4,917 

4,917 

4,886 

1,50 

57,35 

4,759 

4,830 

4,902 

4,902 

4,894 

4,862 

1,60 

61,18 

4,759 

4,830 

4,886 

4,856 

4,878 

4,846 

1,70 

65,00 

4,759 

4,822 

4,878 

4,870 

4,862 

4,838 

1,80 

68,82 

4,751 

4,815 

4,862 

4,862 

4,854 

4,838 

1,90 

72,65 

4,751 

4,807 

4,854 

4,846 

4,838 

4,830 

2,00 

76,47 

4,751 

4,799 

4,846 

4,838 

4,838 

4,830 

3,00 : 114,70 

4,751 

4,767 

4,791 

4,807 

4,822 

4,815 


6) Die vorstehenden Tsbelleii haben 
nur Werth für dieselben Dimensionen 
der OelfnnnKen und Druckhöhen, welche 
darin beß^rinen sind und für die, welche 
daxwischen liegen ; die ersten Coluronen, 
also für HchuUöifnungen lu Wasserrä- 
dern, wenn man von deren Wandverlän- 
nrungen absieht, durch welche die Con- 
Dsetion unvollkommen wird. 

Die Aenderungen der C. für einerlei 
OeShnng bei snnebmenden Driickhühen 
leigen kein Gesetx; aufserdem ist er- 
sichtlich , dafs in den beiden ersten Co- 
lumnen für die gröfseren Oeffnungen mit 
dem Wachsthnm der Druckhöhen auch 
die C. wachsen, in den 3 letxten Cnlum- 
nen für die kleinsten Oeflnungen findet, 
dem 5ten Gesetx des vorigen Art. eut- 
egen, das l'mgekehrte statt, und in der 
ritten Columne wachsen die C. von der 
kleinsten Dmckhöhe bis lu einer mittle- 
ren, und nehmen von da bis lur gröCs- 
ten Dmckhöhe wieder ab. Ebenso auf- 
fallend, und dem Isten Gesetz des vor. 
Art. entgegen ist die Erscheinung, dafs 


für einerlei Druckhöhe die C. mit der 
Abnahme der .\usflnfsöffnung wachsen. 

Beide regelwidrige Wirkungen lassen 
sich nur dadurch erklären, dafs die von 
den sehr nahen gegenüberliegenden Rän- 
dern entgegentretenden Wasserstrahlen 
beim Begegnen sich stoben, sich gegen- 
seitig nach ihren Rändern hin zutuck- 
treibeny und damit den kleinsten Quer- 
schnitt wieder vergröfsern. 

Aus diesen Gründen ist es unmöglich, 
von den tabellarisch geordneten C. so 
kleiner Oeffiinngen auf die C. gröfserer 
Oeffnnngen zu schliefsen. 

7) Liegen die Oeffnungen 
Vig. 507. unter Wasser, so bleiben 

B die Tabellen gültig, nur hat 
man zur Dru»höhe die Dif- 
ferenz der beiden Höben 
(U-H') zu nehmen, welche 
= ist der Höhe k zwischen 
den beiden Wasserspiegeln. 

8) Ist die Contraction unvollkommen, 
so bleiben die Tabellen gleichfolls ^Itig, 
wenn man nur die 0. nach der Formel 
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Contrsdlaoi«ter. It9 Gontrkdlanieter. 

Mo. 4 abändert. Fnr die hier stattfin- wo m den ganzen Umfang, and n den 
denden recbterkigen OefTnangeii ist im Theil desselMn bedentet, der durch Wan- 
Mittel p = 0,143; folglich hat man statt düngen eingefalst Ut, and keine Con- 
a den Werth traction Tomrsacht 

/■ . o Ul JL^ 9) Bei ToUkommener Contraction io 

V ^ ml ' Oeffnnngen Ton 1’" Wandstärke iknd 


Bossnt (1775) 

k = 0,6174 

Michelotti (1767) 

k = 0,6111 

Bidone (1882) 

ä = 0,6816 

Brindley und Smeaton (1800) 

k = 0,621 3 

Dies giebt im Mittel 

ä = 0,61785 

Eytelwcin hat gefunden 

ä = 0,6176 

woraus n = 7,9057>0,U176 

= 4,88256 


oder Trenn man = 7,91 setzt, a = 4,885 
TToför nnterNo.7, pag.21 6 r= 4,89 gesetzt üt. 

Vergleicht man alle übrigen von Ily- 
drotechnikem angeztellten Versnche , so 
findet man Abrreichnngen, und zwar bei 
Ansflnrsöifnnngen aller in der Praxis vor- 
kommenden Hauptformen. Erwägt man 
ferner, dafs g ebenfalls nicht genau 15< 
FnCi, also nicht genau 7,9057 Fub 
ist, so kann man die mittleren Werthe 
der Ejtelwein'schen Coefficienten a(pag. 
816) in allen Torkommenden Fällen ohne 
weitere Bedenklichkeiten nnd ohne sich 
nach anderen Coefficienten umznsehen, 
an wenden. 

Contradianeter i.st die Absclssenlinie 
fnr eine Carre, welche die Beschaffenheit 
hat, dafs wenn Ton einem bestimmten 
Punkt ans die Abscissen in gleichen Ent- 
fernungen links und rechts genommen 
werden, die ürdinaten auf einer Seite 
oberhalb, auf der anderen unterhalb ge- 
nommenen gleich grofs sind. 

Die Oleichnng für die Curre in Bezie- 
hnng auf die gedachte .Ahsrissenlinie kann 


Fig. 508. 



also nur Ton der Beschaffenheit sein, dab 
wenn man (— *) für * und (-y) für y 
setzt, alle Glieder entweder dieselben 
Vorzeichen oder alle Glieder die entge- 
gengesetzten Vorzeichen erhalten. 

7j. B. eine Curre ron der Form ; 
y» -I- oxy + j* = 0 

wo für — y nnd — x der Gleichung die- 
selben Vorzeichen rerbleiben ; 

eine Curre ron der Form 

y* + axy* + ix*y x* = 0 
wo für - y und — x sämmtliche Glieder 
minus weraen. 

Der Kreis und die Ellipse lassen, wie 
die Natur dieser Linien anschaulich macht, 
Contradiameter zu, and zwar .sind deren 
Durchmesser die Abscissenlinien, und de- 
ren Mittelpunkte die Anfangspunkte der 
Abscissen. 

Die Gleichung für den Kreis ist 
r* — X* — y* = 0 

für — y und - x bleiben die Vorzeichen 
dieselben. 

Sind B und c die halben Axen der El- 
lipse, a (Be grofse, e die kleine halbe 
Axe, so sind die Gleichungen 

y* = ^ (<i*-x*) 
y,’ = -^ (c*- x’) 

— y für y nnd — x für x gesetzt, rerblej- 
ben dieselben Vorzeichen. 

Bezeichnet man mit n den Winkel, 
den ein Durchmesser der Ellipse mit der 
grofsen Axe bildet, die vom Mittelpunkt 
auf diesem Durchmesser genommenen 
Abscissen mit x, die Ürdinaten unter dem 
zu a gehörenden Coordinatenwinkel mit 
y, so ist die Gleichung 


U 


»•- 


a* «tn *rt -f r* ro» *o »in *a -f c* cot *o 

«II •« + (?■ eo» a*c* 


X* “ 0 
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CoorOB. 


CotHMv. 


— ( für y und — c für <r f^rnettt , rer- 
Idtikcu den tilkileiH dieeelben Voneicben. 

C«ntrag«oD«tri(che Fmartlon ist die 

Proportion iwi.scben den Diflereuren ein- 
iiCMr Gliedar ah> Vorder^tiedcr, und den 
einfadten Glieda m als Uiater^rli^r, leta- 
lere in entgefrengesetaler Ordnung mit 
der, «eicbe eine stetige Proportion cr- 
giebt. 

Wenn nämlich a : ä = t : c 
so kann gebildet worden 

a — b:6 — ec=a:6 = ä:c 
die contrageometriscbe Pr. ist aber 
entweder o-t:4 — c=4;o (1) 

oder a — 4:4 — c = e:4 (2) 

In beiden Fällen existirt keine Propor- 
tion iwischen o, 4 und c. 

Z. B. es sei 4 = fi, <■ = 4, .so ist bei der 
zweiten Proportion 

a-b:8 4 = 4:8 

nur mügiirb, wenn a= 10 ist 

Aber 10, 8, 4 stehen nicht iu stetiger 
Proportion. Diesetben Wertjie in die erste 
Proportion gesetzt, ergiebt wieder keine 
Proportion, es ist nämlich 

10 - 8 : 8 - 4 nicht = 8:10 

Proportion 1 ezialirt, wenn 

4 = 4 (c — n ± I c’ — 2<sc -f Sa’) 
oder wenn r= t i a - 
PmpoTtion 2 existirt, wenn 

4 = 4(o-r±] o*- 2ac 1 5c’) 
c*** 

otler wenn a = 4 + c - - 
0 

Aus der 2ten Formel für 4 ersieht man, 
dafs wenn a = 10, c = 4 verbleiben, a 
auch = — 2 gesetzt wenlen kann. Es ist 
10-(-2):(-2) = 4:{-2) 

ContraharmoDisebe Froportioi ist die 
Proportion zwischen dea beiden Iiiifereu- 
aon zweier von 8 Grüfsen als Voixlerglie- 
der, und den beiden in jenen Diflereiiaen 
nur einmal Torkoinnicnden Grörsen als 


ninterglieder, letetere in entgegengcseti- 
ter Unlnung mit der, welche eine hataao- 
iiisclie Proportion ergiebt, so dafs der 
Subtrahend der zweiten Differenz das 
dritte und der Minuend der ersten das 
vierte Glieci bildet. 

Die harmonische Proportion ist 
a — 4: 4 — c = a:r 

Oetr 

das Mittelglie<l 4 = ^ 

die contraharraonische Pr. ist 
n— 4:4 — c=c:n 

das Mittelglied * = 

GttnverRU (von vorgt^re, neigen) wird 
von geraden Linien gesagt, die in einer- 
lei Ebene befindlich einem Punkte sich 
nähern; desgleichen von Reihen, ilereu 
folgende Glieder immer kleiner werden, 
also dem Nullpnukt sich nahem. Der 
Gegensatz von C. ist Divergenz; Li- 
nien in einerlei Ebene divergiren, d. h. 
nach der Seite hin, wo sie sich immer 
weiter von einander entfernen; Reihen 
divergiren, wenn vom ersten (lUede ab 
die nachfolgenden Glieder immer grüfser 
werden. 

OODfllX nnd OollCAT (erhaben und 
hohl) sind an linien nnd Flächen für 
die Form da.s, was für die Ricbtnng po- 
sitiv und negativ, rechts und links ist, 
nur mit der Einschränkung, dafs man 
convex und concav nicht wTe positiv und 
negativ, oder durch L'mkehrung des Ge- 
gen8t;mdes nicht wie rechts und links 
mit einander vertauschen kann. 

Fig. 4oU II. 410 sind AEtt 2 krnmaie 
Linien, in A und II, EU und GO Tan- 
genten an doiiNellieii. Die Form dar Li- 
nie nach den Tangenten hin, oller von 
einem Standpunkt ans gesehen, in wel- 
chem die Tangonteii vor der Linie lie- 
gen, heifst convex, erhaben; die Form 


Fig. .500 II. -älO. 
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von der Tangente ebwärte oder von einem 
Stendpnnkt aus gesehen, in welchem die 
krumme Linie vor den Tangenten liegt, 
baiist concav, hohl. Man erklärt auch: 
Eine krumme Linie (AEB), welche von 
einer geraden Linie (HE) in 2 Punkten 
M, B) geschnitten wird, heilst nach der 
Richtung der Sehne (/4B) hin concav, 
nach der Richtung deren Verlängerung 
(AH) hin, convex. Eine entsprechendere 
Erkläruaf iat wohl: Eine krumme Linie 
(AEK) heilst nach der Richtung hin, in 
welcher 2 nahe liegende Tangenten (AH, 
HD) sich schneiden, convex; nach der 
Richtung hin, in welcher die zngehürigen 
Normalen (AC, HC) sich schneiden, concav. 

Die Winkel, welche die aufeinander fol- 
genden Normalen (AC, HC) mit einer 
Abscissenlinie (XX^ nach einerlei Rich- 
tung und nach dem Anfangspunkt der 
Abecissen hin gemessen, wie ^ AJX, 
/i HEX, werden hei der concaven Linie 
immer gröfaer, bei der convexen immer 
kleiner. 

Eine Linie kann nach einerlei Rich- 
tung hin betrachtet die convexe Form mit 
der concaven vertauschen; der Punkt IV 
(Fig. SIO) in dem dies geschieht, beiist 
der Wendungspunkt Weil ^i Be- 
stimmung der Form einer Curve in einem 
bestimmten Punkt £ derselben ein sol- 
cher Weudungspunkt in der Nähe sein 
könnte, muls der dafür xn untersuchende 
Bogen AB unendlich klein genommen 
worden. 

Fig. 511 u. 512. 


durch das DilTerenzial der Abscisse (i) 
für denselben Punkt (B), nämlich For- 
mel (2) daselbst 

I 

und zwar ist dieser Werth allgemein gül- 
tig, und nnabhänmg davon, cm die Curve 
nach der AbscLsse hm convex oder concav 
ist, ob nämlich der Punkt S links oder 
rechts von dem Punkt T der Tangente 
fällt, und der ^ GBL • oder > als z. » 
ist. Fig. 511 und 512 sind die Fort- 
setzungen von Fig. 216, und wie das erste 
Bu 

Differenzial mit Hülfe des rechtwink- 
Ox 

Ugen Dreiecks GBL, dessen Catheten 
Aa: und Ay angenommen worden, abg^ 
leitet ist, so soll hier das zweite Diffe- 
renzial aus dem folgenden zweiten Drei- 
eck HGM, dessen Catheten A’* und A*» 
angenommen sind, abgeleitet werden ; und 

zwar weil als das Differenzial von 


lg R = 


fix 



Im Calcül ist oft ein nntrügliches Kenn- 
zeicben erforderlich, ob eine Curve in einem 
ihrer Punkte convex oder concav ist, und 
die Differenzialrechnung giebt das Üittel 
dazu. In dem Art.; Berührende Li- 
nie, Bd. I, pag. 344 mit Fig. 216 ist 
nachgewiesen, dafs die trigonometriacbe 
Tangente des Winkels (o), den die geo- 
metrische Tangente (BT) an einem Punkt 
(B) der Curve mit der Abscissenlinie (SH) 
bildet, =ist dem Quotient des Differen- 
zials der Urdinate (y) des Punktes (H) 


ein characteristisches Merkzeichen für die 
Form der Curve abgiebt. 

Es ist für ly n nämlich die AbscLsse 
X in X -1- Az; nnd die Ordinate y in 
y -b Ay umgeändert worden. Aendert man 
nun A-c in A* + A'* und Ay in Ay -b A*y 

so entsteht statt -- der Quotient 
Ax 

Ay -b A’y 
A-r -b A’x 

Fig. 511, wo die Curve concav ist, wird 
/ KGM < Z GHL, 

folglich ist 

A X Ax 

also auch 

Ax -b A^x Ax 

und der mit dem Zuwachs von Ax nnd 
Ay entstehende Zuwachs der Function 

^ ^3 ~ ^ subtractiv. 

Ax -b A’x Ax 

Da nun mit dem Zuwachs der Urver- 
änderlicben Ax eine Abnahme der Func- 
tion geschieht, so ist das Differenzial ne- 
gativ, 

also 


, D y B *y . 

"«'ff"“''- 


Fig. 512, wo die Curve convex iat, wird 
A KGM > z GBL, 

folglich 

® A’x Ax 

al.,oa«ch^*'±^;;‘'->^» 

Ax -b A * A* 

mit dem Waclmthum der Urveräuderli- 
chen Ax geschieht ein Wachsthum der 

9» 
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Fanction, und das Differenzial 


öar» 


ist 


positiv. 

Mithin gilt die Regel, daCs bei positi- 
vem Differenzial der Tangente die Ourvo 
gegen die Abscisse hin convex, bei ne- 
gativem Differenzial concav ist. Sind die 
ördinatcn negativ, so findet natürlich das 
Entgegengesetzte statt; die Abscisse# iiJ“ 
und GM würde nämlich anstatt nach der 
Richtung AW, nach der entgegengesetz- 
ten Richtung MS hin liegen. 


Gonvexgläser, erhabeneGläscrsiml 
Gläser mit erhabenen krummen Oberflä- 
chen, zum optischen Gebrauch solche, 
welche in Form eines Theils einer Ku- 

g elobcrfiächc geschliffen sind. Siud beide 
Iberflächen eines Glases erhaben, so heilst 
das Glas convex-convex oder bicon- 
vex; ist eine Oberfläche erhaben, die an- 
dere eben, so heifst das Glas plancon- 
vex; ist eine Oberfläche erhaben, die an- 
dere hohl, so heilst das Glas concav- 
convex oder convex-concav, auch 
Möndchen, Meniskus. Die optischen 
Wirkungen dieser Gläser sind zu erse- 
hen in aem Art. Brennglas u. Brill e, 
No. 1 bis 5. Vergl. Concavgläsor. 


Coordinaten sind die in dem Artikel 
Abs cisse, mit Fig. 14 bis 16 (s. zuerst 
diesen) erklärt. Es sind gerade Linien, 
die von einem Punkt aus gegen feste Li- 
nien oder gegen feste Ebenen nach be- 
stimmten Richtungen gezogen wcnlen, um 
den Punkt seiner Lage nach gegen jene 
Linien oder Ebenen zu bestimmen; und 
diese Erklärung war ausreichend, um den 
Begriff , Abscisse“ festzustellen. 

Die so erklärten Bestimmungslinien 
sind bis dahin nur Abstände zwischen 
Punkten und Linien oder Punkten und 
Ebenen, mit deren Maafsen die Lagen 
der Punkte gegen die Linien und Ebe- 
nen gegeben werden , aber noch keine 
Coordinaten; diese haben eine höhere 
Bedeutung, nämlich dio der gleichen Ab- 
hänmgkeit zusammengehöriger Abstände 
für Punkte eines und desselben Systems, 
so dafs wenn ein beliebiger Punkt des 
Systems durch die ihm zugehörenden 
Coordinaten gegeben wird , dies durch 
Gleichungen (Coordinatcnjrleichungen) ge- 
schieht, die zugleich für alte übrigen 
Punkte des Systems gelten, dafs also je- 
der beliebige Punkt des Systems alle 
übrigen Punkte desselben Systems ver- 
tritt. Es sind mithin Coordinaten eines 
Systems von Punkten zusammengehörige 
Abstände von denselben, deren gegensei- 


tige Abhängigkeit durch einerlei Function 
gegeben ist. 

2. Es sei AEB ein Halbkreis, so lehrt 
die Geometrie, dals wo in dem Durch- 
messer AB der Punkt ü auch genommen 
werde, das Quadrat der senkreenten Linie 
DK = dem Rectangel Ist, dessen Seiten 


Fig. 513. 



AD und BD sind. Alle Linien also, die 
wie DE von beliebigen Punkten desDurch-^ 
messers bis zur Peripherie senkrecht ge- 
zogen werden, haben mit den beiden Ab- 
ständen jedes dieser Punkte von den End- 
punkten -I, B des Durchmessers einerlei 
Function. Setzt man also nach Vorschrift 
des Art.: Abscisse, AB als Abscisse, 
A als deren Anfangspunkt, bezeichnet je- 
den aller möglichen Abstände AD mit x, 
jede aller möglichen rechtwinkligen Or- 
dinalen DE mit y, «len Halbmesser mit r, 
so erhält man die (''•oordinatengleichung 
DK» = ADxBD 

oder = xy. (2r — x) = 2rx — x® 

Wie al.so der Punkt E durch die zu- 
sammengehörenden Abstände AD und DE 
bestimmt wird, eben so wird jeder andere 
Punkt wie E’ durch die ihm zugehören- 
den Abstände AD’ und D'E' bestimmt, 
jede 2 zusammougehörende Abstände für 
einen Punkt der Peripherie haben einer- 
lei Abhängigkeit von einander, sie sind 
durch einerlei Fnnction tß = fx = 2rx~x^ 
gegeben, und folglich sind .sie nicht nur 
Abstände, .sondern Coordinaten, in diesem 
Falle rechtwinklige C., nnd die Gleichung 
1/2 = 2rx — X- 

heifst die rechtwinklige C oordinaten- 
gleichung für den Kreis. 

Bei diesem Beispiel liegen sämmtliche 
Punkte des Systems in einerlei Ebene, 
und es sind deshalb nur die Beziehungen 
zwischen nur einer Abscisse und Ordina- 
ten, die alle in einer Ebene liegen, er- 
forderlich. Liegen dagegen die ihrer I<age 
nach festzustellenden Punkte des Systems 
in verschiedenen Ebenen , so ist ein so 
einfaches Coordinatensystem nicht aus- 
reichend: es kann die Bestimmung der 
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Punkt« nnr dadurch f^eschehen, daTs man 
von A ans mehrere Abscissenlinien mit 
ihren Ordinaten construirt, wie dies Fig. 
15 angegeben ist (s. den folg. Art.). 

Aufser den hier betrachteten Parallel- 
Coordinaten giebt es noch Polarcoor- 
diuaten, indem von einem in einer 
festen Linie bchndlichcn festen Punkt, 
dem Pol aus, gerade Linien, die Polar- 
ordinaten nach den verschiedenen Punk- 
ten der Curve gezogen, und diese durch 
die Winkel, die Polarabscissen, wel- 
che die Ordinaten mit jener festen Linie 
bilden, bestimmt werden. 

Coordinatenazen sind in dem Art.: 
.Abscisse“, als diejenigen Linien, die 
durch den Aufang.spunkt 4.- den Cnordi- 
naten gezogen werden, und also ihrer 
Lage nach richtig erklärt. In dem Art.: 
, x e “ , sind Axen als primitive llaupt- 
linien eines Systems definirt, und wie 
Xo. 2 daselbst der 0. gedacht worden, 
bestimmen C. ein behu& der Untersu- 
chung von Gesetzen des Zusammenhan- 
es von Punkten erforderliches Coor- 
inatensystem. In Fig. 513 ist AB 
Abscissenlinie, d. h. eine Linie, auf wel- 
cher von einem Punkt (/I) aus Abschnitte 
gemacht werden. Aus Fig. 15 ersieht 
man, dafs bei einem C'oordinatensystem 
jede der Axen als Abscissenlinie gelten 
kann; daher fällt der Ausdruck: Ab- 
sei sse hier fort, die Axen werden mit 
.1A’, A¥, /4Z bezeichnet und heifsen die 
Axen der x, der y, der t, wenn die von 
A ans genommenen Ordinaten für Punkte 
wrie P, also auch für P', P", P'" n. s. w. 
die zu einerlei System gehören, auf der 
Axe AX mit x, auf AY mit y and anf 
AZ mit z bezeichnet werden, wahrend die 
von den Punkten selbst wie von P anf 
die von je 2 der Axen gebildeten Ebenen 
efällten Linien nicht als Ordinaten, son- 
ern nur als Ilülfslinien erscheinen. 

2. Oie C. können rechtwinklig und 
schiefwinklig auf einander sich befinden, 
die von denselben untereinander gebilde- 
ten Winkel heifsen Coordinatenwin- 
kel. Die Bezeichnung dieser Winkel ge- 
schieht ganz entsprechend : 

Zwischen den Axen AX und AY mit (xy), 
zwischen den Axen -I.Y und AZ mit (xt) 
nndzwischen den .\xen AY und A Z mit (yi). 

Je 2 0. liegen in einer Ebene; die 3 
C. bilden also 3 Ebenen, welche Coor- 
dinatenebenen heifsen. Deren Be- 
leichnnng ist ganz entsprechend: für die 
Ebene zwischen . I A’ und AY durch X 


zwischen AX und AZ mit XZ 
nndzwischen AY und AZ durch FZ. 

Jede Ordinate liegt in 2 Coordinaten- 
ebenen (s. Fig. 15), die Ordinaten x lie- 
gen in den Ebenen A'F und A'Z, die Or- 
dinaten y in den Ebenen AT und FZ, 
und die Ordinaten s in den Ebenen A'Z 
und FZ. 

Ordinaten, die in den über A hinaus 
rückwärts verlängerten Axen liegen, wer- 
den negativ, nnd deren Coordinatenwin- 
kel sind die Supplemente der positiven 
Winkel. So hat eine Ordinate (-x) die Co- 
ordinatenwinkel 180°-(xy)und 180°-(xs); 
eine Ordinate (— y) die Coordinatenwin- 
kel 180’ — (xy) und 180° — (ys) und ein« 
Ord. (- z) die Coordinatenwinkel 1 80°- (xz) 
und 180 -(yz). 

3. W'ie in dem Beispiel für Fig. 513, 
wo wie bei jedem in einerlei Ebene be- 
findlichen Coordiuatensystem 2 C. existi- 
ren oder zu denken sind, nur eine Co- 
ordinatengleichung erforderlich ist, nm 
für jeden Worth von x den entsprechen- 
den von y ermitteln zu können, so ist 
bei 3 C. noch eine zweite Coordinaten- 
gleichnng erforderlich, nm die Beziehung 
zwischen z und x oder zwischen s und 
y festzu.stellen. Die beiden Gleichungen 
hierfür sind also entweder : 


x"y’"±Ox"=*=* 

y“ 1= ‘ ± . . 

.. = 0 

lind 




z" T ‘ . 

.. = 0 

oder 



x''y"' « ax" =*= ' 

y” T » -e . . 

.. = 0 

und 



y*z"’± 5y"±’ 

jOl ^ 1 _ 

.. = 0 


4. Die Vertauschung gegebener G. ge- 
en andere kann erwüns^t und erfor- 
erlich sein. Es sei Fig. 514 das Coor- 
dinatensystem AX, AF, AZ gegeben; die 
Axe AX soll mit der AX' vertauscht wer- 
den. Für einen Punkt im Raum sei P 
die Projection in A A', so ist AP die zu Pge- 
hörige Coordinate x' und man hat die zu 
denisellien Punkt Pgehörenden Coordinaten 
AB = X, Aß = y nnd AE — z anf den gege- 
benen 3 C. Wenn man aus P die Linie 
Pp 4= AZ anf ilic Ebene AF, die Linie 
f^'4^AF auf die Ebene AZ, die Linie 
/^"4:AA anf die Ebene FZ fällt, nnd 
in den genannten Ebenen p Ä + A F, 
p'/!4= -dA nnd p"D 4 = AZ zieht, woraus 
man dann', wie Fig. 15, ein Parallelepi- 
pediim bilden kann. 

Das System ist dadurch gegeben, dafs 
die Coordinatenwinkel (xy), (xz), (yz) ge- 
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geben sind, und die Lage der neuen Axe 
AX‘ ist ebenfalls durch die Winkel (xx*) 


(«x'), (sx*) gegeben. Man sieht also, dafs 
die neuen Coordinaten x' durch die ih- 
nen entaprerhondcn ursiirünglichen x, p, 
> ausgedrückt werden können, und in 
dieser atereometrischeu Aufgabe besteht 
lUe Verwandinug der Ceocdinaten eines 
ursprünglichen (ersten, jiriuiitiven) 8y- 
stems in ein neues (zweites, secundäres) 
System. 

Von den primitiven Axen werden eine, 
zwei oder auch keine lieibehalten.; eben 
.so wird der Anfangspunkt der Coordina- 
teii beibehalten oder geändert Man er- 
hält je nach diesen Aenderungsweisen, 
nud ob die Conrdiuaten rechtwinklig oder 
schiefwinklig sind, einfachere oiler zu- 
sammengesetztere Keductionen. Die Ke- 
dnetion von Coordiiiatengleichnngen anf 
andere derselben Art und auf Polarglei- 
chungen für Cnrven von einfacher Krüm- 
mung a. n. Ooordinatengleichungen. 

Coordinatenebenen s. u. Courdinaten- 
axen No. 2. 

Coordinatonglolohnng ist eine alge- 
braische oder transcendente Gleichung, 
welche den Zusammenhang zwischen zu 
einem System von Punkten gehörenden 
Coordinaten ausspricht; sie ist daher zu- 
gleich Function, und kann als solche eine 
implicite oder explicite sein (s. d. vori- 
gen Art.). 

Die Vertauschung der Coordinaten (s. 
Coordinatenaxen ) kommt besonders bei 
Cnrven einfacher Krümmung vor; d. h. 
bei Curven, deren Punkte sämmtlich in 
einerlei Ebene liegen. Eben so die Ver- 
tanschung von Parallel -t'oordinaten ge- 
gen Polar-Coordinaten nud gegenseitig. 

1. Reduction einer Coordinaton- 
gleichung auf eine andere Coor- 
ainatengfeichung. 

ln dem Art.-. Abscisse, Hd. 1, pag. IG, 
mit Fig. 14 ist die Keiliictiou unter der 
einfachen Bedingung geschehen, dafs für 
beide Gleichungen der Anfangspunkt A 
der Abscissen derselbe bleibt. Ist dies 


nicht, so sei Fig. 5t5 in der Abscissen- 
linie .V.V, I der Anfangspunkt der .Ab- 
scissen, AB eine Abscisse x, n derCo- 
imlinatenwinkel, BWxydie zugehörig« 
Urdinate. EF sei eine Abscisse h in der 
uoueu Abscissonlinio, welche die erste 
unter dem ^ ,1 in dem Punkt C in dem 
Abstaude ■ von .1 schneidet, E in der 
Kiitfcriiung CE - b von C sei der .Vii- 
fangspunkt der neuen .kbscisseu, Eüdio 
zugehörige Ordinate s, d der Coordina- 
tenwinkm, s«i hat man, wenn man 
aus f eine Parallele FO mit .V.t', 


Fig. 615. 



(Ke Normalen veu 0 und £ auf F(m uud 
aus F auf .1C.V ' zieht, uud die Nptmglep 
von D und £ auf FC und aus F auf 
XX fällt, die beiden Gleichangeu 

1. s ti« it -b (6 -(- ») sin /» = i sin (/J -r d) 
n. X— y cos o — s cos (/} -b <f) 

= o — (6 -b «) cos ß 
aus welchen u nnd z durch x und y ans- 
gedrückt werden können. 

2. Koduction einer Coordina- 
tengloichnng auf eine Polargloi- 
chung nnd gegenseitig. 

Es sei wieder Ä in XX' der Anfangs- 
punkt der Abscissen, AB = x, BD=y. 

Bleibt für die Poliarcoordinateii A der 
Pol, AX der feste Schenkel, so hat man 
Fig. 616 für die Polarabscisse Z. DAß 
= y>, AD = s die lieiden Gleichungen 
z sin <p = y sin n 
z cos <p + y cos R = X 
womit die beiden Polarcoordinaten 7 und 
z durch X und y ansgedrückt sind. 

Ist ein anderer Punkt H der Pol, der 
in der Entfernung AP = a unter dem 
Zß mit AX' von A liegt, ist PF. unter 
dem Zy mit AP die Polaraxe, die Po- 
larabscis.se ^f)P£ = «, der Polarabstand 
ftp von P = z', so ziehe durch Pdie Linie 
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F(i + .V.V', fälle die I.otlie vnii /* auf 
A'.V und von O auf l'V, iiml mau bat 
OG = y «in n a 5i'n ,i 
ziiKleich ist 

ÜG = sin l)P(i = i' sin AHP 

Z AHP= 180°- Ct + Z •f’if) 

= 180 °-OJ+;’-a)) 

woraus 

I. y sin K + a sin ß^*' sin {,5 + )' — lu) 
AB = x = a cot ß d s’ cot DPO + y cot n 
woraus 

II. * = o cos ;H- v cos o — cof(.1 + y ~oi) 

3. Reductioii einer l’olarglei- 
rhun); auf eine andere Polarglei- 
ch ii ii e. 

Sind !f und s die einen, oi und s' die 
anderen Polarcuordiiiaten, die auf einaii- 
dor redneirt werden sollen, so hat mau 
nach 2: 

1. s sin i( -r o «in /S = s’ sin (;! -|- J- - ns) 

II. s CO« tf = a cot ß — i cot Gl-t- j'— io) 

COOrdinatensysttm s. Coordiuatenaxen 
No. 1. 

680 rdinatenwillkel s. t'nnrdinatenaseu 
No. 2. 

Coordlnlrt, in der Geometrie s. v. w. 
conjugirt 

CorollariniB (eorolla, kleiner Kraus) ist 
ursprünglich ein Kränzchen zumtieschenk, 
daher auch Zulage, Trinkgeld, und hier- 
aaa bei ileu klatbeBiatikeril Zugabe m 
einem Sati: Zusatz, polgesati: ein 
Sali, der unmittelbar au.s einem voran- 
stehenden Satze folgt, nothweudig_ her- 
Torgeht, oder ans einüicheji Schlüssen 
«ich ergiebt. Z. B. der Znsatl zu Satz 15 
im Euklid: Hieraus erhellet, dafs alle um 
einen Punkt (in einerlei Ebene) herum- 
liegende Winkel zusammen vier rechten 
Wukeln gleich sind. KigentBeher hätte 
dieser Folgesatz in Satz 13 schon genom- 
men weiden sollen. 

Cometion, Berichtigung von Uersiur 


strnmenten und Mes.snngen selbst. Er- 
stere wegen der Unmognehkert vollkom- 
men richtiger Arbeit, letitore theil« we- 
gen dieses l'uistaudes, theil.« möglicher 
Fehler in der Henbnektuag, tkesl.s wegen 
mutbmarslich iiacbtheiligM Kiathtssoe ein- 
wiskemier Nntaikräflo. S. Baiumetercor- 
rectiun, Cnllimalion, ('ollinsilionsfehler 
and den Mg. Art. 

Corretpsndirend« Hihti sind in der 
Astronomie die gleich grofsep Höhen, wel- 
rha ein Gestirn während seines schein- 
baren Laufs durch den Tagebügen des 
Orts vor und nach der Culmination am 
Himmel eiiinimmt. Culmiuirt ein Ge- 
stirn in irgend einem Mtpunkt, d. h. 
befindet er sich während seines Lau& in 
die.sem An^nblick in der Uittagslinie 
des Bcobacntungsoits, so hat es für die- 
sen die grölste Ilühe erreicht, und Ton 
allen geringeren Höhen, die es am Him- 
mel einnimnit, sind immer diejenigen 
beiden, welche in gleichen ZeitabständeH 
vom (.'uluiinatiousaugeiihHck , vor nnd 
n:ich diesem atatthiiden, einander gleich. 
Hnrch die Ueohachtuiig vieler Höhen eines 
Gestirnes vor der Culmination, und zu- 
gleich mit der Bemühung, nach derael- 
beii solche zu linden. (Tie den vorigen 
einzeln gleich .«ind (dfo ihnen corre- 
spondirenden Höhen), kann man 
daher deiV'Zeitpnnkt berechnen, in wel- 
chem das (iestirn durch die MittagsKitf« 
gegangen ist. F.hen so dient dies Ver- 
fahren, an mehreren Fixsternen vorge- 
nommen , und wiederholt znr genauen 
Bestiminnng des Meridians eines Orts 
(vergl. Culmination). 

Cos. ist di« Abkürzung füe Cesiniis. 

Cosec. Abkürzung für Cosecante. 

Coioeante eins« Winkels oder Bogens 
II ist die Secante des Complements von 
«, eine sogenannte tVdVinotion s. cL Wb' 
Lagen der Secante und der p. als trigo- 
nometrische Linien giebt der Art.: Con- 
»trnetion, tr^oTi(»melri»ehe, pag. 
80 und 81, mit Trp. +37 bis 440 für Win- 
kel oder Bogen, die allen 4 t)uadrantew 
angehören ; eben so den Beweis, dafs die 
Cosee. für lb>gen im ersten nnd zweiten 
Quadranten positiv, für Bogen im dritten 
und vierten Quadnnten negativ ist. 

Ferner sind in demselben Art. fblgendb 
Aufgaben dureh Zeichnungen gelöst. Zn 
finden : 

ip n wr^rssve = ± 

pag. 82 No. 4, Vis mit Fi|. iU' 
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ms: r«oMtc*a 

p«g. 83 No. 5, VI. mit Fig. 444 
(f - are^eateiP = 

pig. 84 No. 6, VI. mit Fig. 445 
X = r • eoiee 'a 

pag. 85 No. 7, \l. mit Fig. 444 
X = r • «in a • eotec ß 

pag. 85 No. 8, VI. mit Fig. 447 
X = r ■ cos a • comc ß 

pag. 86 No. 9, V. mit Fig. 448 
x~r^tg a^eosecß 

pag. 87 No. 10, IV. mit Fig. 449 
x = r’Cot O' cosee ß 

pag. 87 No. 11 , ni. mit Fig 449 
X = r . <ee o . cosec ß 

pag. 87 No. 12, II. mit Fig. 450 
x = r.conc a-cosecß 

pag. 88 No. 12, III. mit Fig. 450. 

2. Wie aus Fig. 437 bis 440 abgeleitet 
werden kann, wo CH = cosec a ist, bat man : 
cosee 0 = cosec {— 360°) = sec 90° = «o 
cosec 90° = cosec (— 270°) = sec 0 = 1 
cosec 180°=cosec (— 180‘^=soc(— 90°) = * 
cosec270°=cosec(— 90°)=sec(— 180°)= - 1 
cosoc360°=coiec(— 0)=sec(— 870*^ = — • 

Ist a ein Bo^n für den Halbmesser 
= 1 oder ein Winkel zwischen 0 nnd 90° 
so ist 

cosee (90°— o) = cosee — (270° + o) = sec a 
cosec (90° + o) = cosec — (270° — o) 

= sec (— a) = sec a = cosec (90° — a) 
cosec (180° — o) = cosec — (180° + o) 

= sec — (90° — o) = sec (90° — a) 

= cosee a 

cosee (180° + o) = cosec — (180° — o) 

= sec — (90° + o) = — sec (90° — o) 
= — cosec a 

cosee (270° — o) = cosec — (90° + n) 

= sec — (180° — o) = — sec « 

= — cosec (90° — n) 
cosec (270° + o) = cosee - (90° — o) 

= sed — (180° + c) = — sec o 
= — cosec (90° — o) 
cosec (360° - c) = flteec (- et) 

= sec — (970° — o) = — sec (90° - o) 
= — cosee a 

3. Ans den Fig. 437 bis 440 lassen sich 
folgende Formeln nnmittelbar ableiten. 
Es ist nämlich 

CHsCB = CD:DE oder 
cosec a : 1 = 1 : sin et , woraus 

cosee o = (1) 

s«n « 

ferner bat man 

CH* = BH* + B0 oder 
cosec *a = eoi *rt + 1 

oder cosec o = )/ cot *« + 1 (2) 

Will man nnn cosee a durch die nbri- 
nn trigonometrischen Functionen ans- 

dineken, so hat man 


cosec st = = - 


'*»“ 1/1 -cis«a 

da nnn aus denselben Figuren 


(ja 


ist, so hat man 


cosec (t 




+ 1 


. 1 (a*n+ 1 


und da desgleichen 
cos a = , so ist aus 3 


(j st 


COS^B 


V 


l _ l^sec’n — 1 

sec*a 

ferner ist wie die Figuren ergeben 
cos a = 1 — sin c a 
nnd sin o = 1 — cosin c o, 
und hieraus 

1 

cosec n = — 

1^1 — (1 — sin e st)* 
l 


(3) 


(4) 


( 5 ) 


cosec n = 

1 — cos t n 
iWWr hat man 

sin n = ' . 

coiee re 

cos n = } 


y«tn V a (2 • iinvtt) 
1 


= 


coiec a 
l 

I coiec*« — 1 


cot « s: cosee *« — 1 
coiec « 

lec rt = - — — 

Ycosee *« — 1 
_ j |/coiec *« 


«MO « 

coitn« « 


( 6 ) 

0) 

(«) 

(9) 

( 10 ) 

(11) 

( 12 ) 

(13) 

(U) 


coiec n 
cosec rt — 1 
cosec a 

4. Pag. 98 No. 23 ist mit der Auflö- 
sung der Zeichnen-Aufgabe: 

( cot « -f- Io ft\ 
cosee = ) 

zngleich synthetisch die Formel als rich- 
tig bewiesen 

cosec 2n = ] (cot o + »g n) (15) 

diese läfst sich auch analytisch herleiten. 
Setzt man nämlich in die pag. 89 bis 93 
No. 14 synthetisch als richtig bewiesene 
Formel 

sin (a -|- /() =s in a cos d- cos a - sin ^ 
für ß den Werth «, so entsteht die Formel 
sin 2a = 2 sin a • cos n 

welche auch pag. 96 No 16 synthetisch 
bewiesen ist 
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Nan iflt 

eotec a = 


5tn a 


, also 


cosec 2a = 


1 


sin2a 2$ina*cosa 
nnd da ans Fig. 437— 440; 

$in^a-\-cot*n= I' 

(in *« + coj *a 


Vl 


cosec2a = 


2 sin a • cos a 


= I ) 

\(m a • cos a sin r • cos r/ 

, /sin R , cos a\ , , 

= i ( 1- — I = i R + cof r) 

\cos a s%H aj ’ ^ 


6 . Die Formel 8 qaadirt gibt 
coscc*2r = ^ (coi^a->c2 tg a ’ cot a tg^a) 

= -j (cot *R + 2 -f tj ^r) 
cosec^ 2r = ^ (sec *r + cosec *r) , 

6 . Schreit^ für Formel 8 
cosec 2r = Ip R -f ^ (cot a~tga) 

, cosa tina 

=rt«R-|- 

2sinR 2 cosr 

= I 0 R+-^ . 

2 sin R* cos R 


dafs ‘ lg 2a = 

l-tg^a 

folglich ist, wenn man noch den Zähler 
recmcirt 

\1 4- tga/ 

cosec 2 « = 1 + 

tg2a 

Nun ist ta 45’’ = dem Radius = 1 ; man 
kann also den Zähler des zweiten Qlie* 
des schreiben i 

tg 45° — tga 
i + 46° • t^ R 

Nun ist pag. 112 No. 64 mit Figur 489 
synthetisch erwiesen, dals » 

^4. J 


folglich ist der Zähler =sf9j[46°~u) 
und 


cosec! 


cos^n 


sin ^R 


2 „ = l4ä(^) ( 2 „ 

i ^ 2 r '-/w ii , * 

11. Setzt'man in' die Ql.' No. 4' ' 
sin (r -}• ß) '= sin R cos ß-\-cosa sinß 

stnR = , sin5= -2 

cosec n cosec ß 


Nun ist pag. 89 bis Mg. 93 , No. 14 ‘ _ cosec« coset 

synthetisch erwiesen die Formel so erhält» man nach Keduction 


cos (a-^ß) = cosa cos ß — sin a sinß 
hierin ß = a gesetzt giebt die Formel ^ 
cos 2r = cos *R — sin *« 
welche pag. 96 No. 17 auch synthetisch 
erwiesen ist. Daher hat man 

„ , cos 2 r 

cosec 2a = t^aq- — 


cosec (a-f-ß)=- 


cosec K' cosec ß 


( 22 ) 


cos a »cosec «-f cos ß »cosec ß 

Setzt man ß~a so erhält man, redncirt 

. cosec R 
cosec2a = 


= tga + cot2a (17) ßr ß~2u 
cosec 3r = 


sin2a 

7. Schreibt man die Formel 8 
cosec 2 r = cot a — \ (cot a — tga)\ 

so hat man nach No. 6 

cosec 2r = cot R — cot 2a (18) 

j für ß = Za 

8 . Schreibt man für cosec 2 « = -T 


2 cos« 
cosec « • cosec 2a 


1 


sin 2 r cosec 4 o = 


cosa • cosec a -}■ cos 2 « • cosec 2a 
cosec a 

= i 2 T (23) 

4cos*r — 1 ' ' 

cosec a» cosec 3a 


cosa 


cosec2a = ; = y 

2 sin R cos R 2 sin r • cos *r 

so erhält man 


cos R • cosec R + cos 3fl • cosec 3 « 
cosec R 


4 cos *« + cos 3 r — cos « 

o , , - sec*R da nun cos3«=4cos’r-3cosr so ist 

cosec2a = JcotR'sec*« = - 5 -;^ (19) 


1 cosec« 


8cos*a—^osa 4cosR«coe2R > 
cosec R • cosec 4 « 


(24) 


2 tga . _ cosec a 

9. Schreibe Formel 12 : 

cosec 2« = _ 2tg«~ 2t ff «+l-|-tff»R für /5 = 4 r 

2tga ilg a , _ 

also diridirt und redncirt ^ ® cos a • cosec a + cos ia » cöseFiä 

«,«c 2 a = l + ü^'^’"i ( 20 ) 

2 <^« 16cos<«- 12 cos*« + 1 

10 . Diridirt man Zähler nnd Nenner s. w. 

des; 2 ten Gliedes in Formel 13 raitl-f^*« 12 . Entwickelung einer Reihe für 
so bat man cosec« nach steigenden Potenzen 

(l-tffR)»:(l -tj»„) von«. 

Die Reihe Bd. 1 , pag 114, No. 14: 

I T A a r .-r •••• 


cosec2a^l + 


2 t^R:(l-/^*„) 

Nun ist pag. 97 No. 20 mit Fig. 476 * , 

syntheüsch erwiesen, 


Coaecsnt«! 


m 


Co§(n«». ' 


eignet sich nicht, (Tarch Umkehrung «ine 
Reihe für co$eea 211 finden, weil in der- 
saiben die OosecanUu in den Nennern 
sich befinden. Kehrt man die Reihe luu: 
pag 111, No- 9 

1.x* 3x* . 3-5 X» , 

rtrcri»x=ft=x4-^— + 


so erhält man 


2-3^ä-4-5 2*4'6-7 


(iitn =- 


n 

T 


ft* n* 

r‘2Ts l“^3kf5 ~ (f)"^ * ' 


Nun kann man freilich nicht unmittel* 
bar, wenn man nämlich in diese Reihe 

tin tt = — setzt, eine Reihe für c*§9€u 

cosec a 

finden, allein es ist rinn, coiecn^l, und 
wenn man cosec a = A+Äa-f Cft*+f>«*+ . ... 
setzt, so erhält man durch Multiplication 
beider Oleichunpen eine Reihe, airs wel- 
cher die unbestimmten Coefficienten ent- 
wickelt werden können. Die allgemeine 
Form der Reihe ist aber zuerst näher zu 
betrachten. Schreibt man in 
cosec n = >1 -f- Ä« -f- Cft* -|- Dft* -f- Eu* + . . . . 
— n für a so ensteht 

cosec (— a) = -j- A — Äo + Cn* — 0«*-i- Ea* 

Nun ist aber cofec(— n)= - cosec ft, beide 
sind entgegengesetzt gleich grofs und folg- 
lich dürien die für (- ft) positiv bleiben- 
den Glieder nicht vorhanden sein, und 
die Reihe ist 

cosec a — Bu -f- Dn* -f Fa^ + HcP -f 

Setzt man farner 1 * = 0 so wird (nach No. 2) 
cosec ft = 00 , es ist also ein Glied ezfox- 
derMch, welches « im Nenner hat, dem- 
nach ist die vollständige Form 

cosecn — — + Bf^ ■}■ Cn**l* Da^ Ea^ -j- . — . 

R 

’ . Ä _ 

in der das erste Glied — für ( — o ) ehen- 

a 

falls subtractiv wird. Verbindet man mit 
dieser allgemeinen Reibe die bestimmte 

n a* n* «• 

•in « + (5) - (7) + (9) 

durch MnitipHcation , so erhält man: 

1 = -4 -h fift» + Ca* + Da* -1- Ea* -|- Fft“ 

■/lg E ^ ^10 

«•--Ta'*——«"’ 


Hieraus i*i- 

.4-1=0 

B - - = 0 . 

^ C R . 

^ '(3) (5)’ ~Ö) 

+ A_..4 = o 

(3) ^ (5) (7) (9) (U) 

und endlich 
il = l 




C = 


(3) 

1 


(7) (7) (7) 

A 

( 11 )“' 


10 


.10 


11 

(3) 6 

JL - -L 

(3)* (5) " '(3)».C5)~~ 3ß0 

n - (7)-g-(3)* (7)JK3)^ (£) _ 31 

(3)*"(5)(7) "15120 

u. s. w, 
woraus 

1.1 , 7 31 ,, 

»«.«=- + j .. .f _ „H — uH 

vergleiche Cesrnus, No. 16^; Ootaogentc, 
No. 11, Coeimis versns, No. 4. 

Cosinns eines Winkels oder Bogens 
(c ist der Sinus des Complements von 
ft, eine sogonannle Cefunctiotu^ Die 
Lagen der Sinus und der C. als trigono- 
metrische Linien sind in dem Art.c Goa- 
stmctionen, pag. 80 nnd 81 mit Fig. 437 
bis 440 für Winkel oder Bogen, die allen 
4 Quadranten angehüren, angeben; eben 
so ist der Beweis gefohrt, dafs die (X int 
ersten und vierten 'Quadranten positiv, 
im zweiten und dritten Quadranten ne- 
gativ sind. Ferner sind in demselben 
Art. folgende Aufgaben durch Zeichnung 
gelöst. Zn finden : 

/ c \ 

I/i = Are ^ CO» = * —j 

pag. S2 No. 4, n. mit Fig» 441 
X = r cos *ft 

pag. 83 Nb. 9 , ir. mit Fig. 442 
tfi = Are ^co»* = ^ 

pag. 84 Ne. 6, H. mit Fig. 4Ab- 

X = r • CO»* R 

pag. 84 No. 7, IT. mit Fig. 446 
X = r »in a • cos ß 

pag. 85 No. 8, II. mit Fig. 447 
X = r • cos ft • cos fl 

pag. 86 mit Fig. 448 No. 9, I. 


X — r tg tt cot ß 
X = r • cos a cot ß 
x^r»c 0 s soc ß 
x — r‘Costf cosec ß 


No. 9, II. 
No. 9, III. 
No. 9, IV. 
Ne.9, V, 


I 
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3. Am 437 bi« 440, wo CK ^ cat n 
i«t, hat nun 

CO» 0 = CO» (- seo"^ = »i« oo’ = + I 
CO» 90“ = co» (- J70^t;»i«0 = 0 
CO» 180“ = CO» (- 180“) = »»»(- 90”) = - 1 
co»270“ = c<w(- 90”) = »i»{- 18(Ö=0 
CO» 360“ = CO» (- 0) = »in ( - 970“) = + I 
Ist R ein Kof^ fär den Hslbiuesser 
= I oder ein Winkel swischen 0 und 90° 
so ist 

CO« ( 90“ - r) — CO» — (270° + <0 = »in n 
CO» (90° + o) = cos - (270° - n) 

= »i«(— o)= — »i*n = — co»(90“— o) 
cos (180° - r) = CO» - (180° + r) 

= »in - (90“ — «) = — »in (90“ — n) = — »o» o 
CO» (180“ + «) = oo» — (180° — «) 

= »in — (90° + r) = — »in (90° — n) = - cos R 
CO* (270° — •) = CO» — (90° + r) 

= »in— (180°— o)= — »in R = - co« (90 “-r) 
CO» (270° + r) = CO» - (90° - r) 

= »in — (180° + r) = »in R = CO» (90° — r) 

CO» (360° — r) = CO» (— r) 

= »in — (270“— r) = »in (90° — r) = co» r 
3. Ana Fij^. 437 bis 440 lassen sich fol- 
gende Formeln unmittelbar ableiten : Es 
ist nämlich 

CE“+fl£“ = CO’ 

oder co» *n + »in *r = 1 (1) 

ferner CK:CD = AC-.AG 

oder co» a:l = 1 :»cca 

woran« co» a • »ec o = 1 (2) 

W'ill man nan co» n durch die übrigen 
trigonometrischen Functionen auadrücken, 
so^at man aus 1. 

« 0 » R = J t — »in *R (3) 

Da nun den 4 Figuren nach»ec*o=l+tj>R, 
so ist ans 2 


co»a = — 


I 1 + »J ’n 
und nach den 4 Figuren co<r = 


( 4 ) 


also 


colo 

y’l + coi*a 


* 5 « 


(S) 


co» R = — (6) 
»ec R 

ans dem Art. Cosecante, pag. 136 No. 3, 
Formel 9 


rol H = --r, — 

I^I — CO«*R 
1 

»ec u = - — - 
co» R 


( 12 ) 

(13) 


1 

roser R = , — : ■ — =r- (14) 

I' 1 - 00» -H 

»inoR=l— co»R (1&) 

co» OR=l — 1^1— co» *« (16) 

4. Pag. 89 bis 96 No. 14 und 15 ist die 
Formel synthetisch als richtig bewiesen: 
co» (o*/J) = co» R -co»,äT»inR- »in^ (17) 
und »war für jeden boHebigen Werth von 
R und Ton ß. 


Desgleichen ist pag. 96 No. 17 die Formel 
co» 2 r = co» *R — »in*R (18) 
welche analytisch ans Formel 17 herror- 
geht, wenn man darin ß = m setzt. 

Desgl. pag. 96 No. 18 die Formel 

co» 2o = 1 - 2»in*n (19) 

«eiche analytisch wieder ans Formel 18 
entspringt, wenn inan fürcoa’n den Werth 
1 — »in *R setzt. 


Desgleichen pag. 96 No. 19 die Formel 
co»2r = 2cu»^r — 1 (20) 

welche analytisch aus Formel 18 entsteht, 
wenn man für »ia’a den Werth 1 - cos*n 
setzt. 


Ans Formel 17 erhält mau durch Ad- 
dition und Subtractiou beidec Formeln 
nnmittelbar 

co» (r + ^) + CR« (r — ^)=2ro» R- co»,9 (21) 
co» (r — ^) — co» (r + ^)= 2»ii»R-»ii»^ (32) 
Schreibt man in Formel 20 den Werth 
für R, so entsteht durch UnsformBBg 

c»“-=|/i±p (23) 

and für a = 90^ ± a geschriebeo , uid da 
cos (90*^ o) nach No. 3 3 : - «tu a, r*s (90— n) 
= iiiio ist 

(«) 

Beide Formelo sind pag. 99 und 100 
No. 25 und 27 synthetisch bewiesen. 

5. Pag. 89 bis 93 No. 14 sind die bei- 
den Formeln 


_ \ cosec *« — 1 


anai 

aoa den 4 Figuren 

cosa = 1 — ftfiv a 
und da tinet s 1 — eose a 


-f = «an a co» u »ktiß 

(J) sinla-^ß)—sin{n~~ß)^»i9Sacotß-co»a»i»»4 
Durch Subtraetion dieser Formeln erhalt 
man nach der ndthigen Umformung 

ai« (« + d) — a«» (» “ Ä 

csa o s ^ -J C' ^251 

2fiH^ ^ 


___ _ mwmawff 

co»R = ('co»r R (2 - cö»e r) (9) ‘•■«s« Formel ist pag. 109 No. 46 aynthe 
tiach bewiesen. 


ferner hat man 

»i» R = y 1 — co» ’r 

. yi — co»’« 
lg tt = 

' CO»R 


fjg. Aus Formel 21 erhält mau durch Um 
^ ' (ormnug 

(II) 


co. „ = (26) 

2c«sb '' ' 
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di«M Formel iat pag. 109 No. 47 syntlie- 
tUch erwieeen. 

Schreibt man in den Formeln 21 and 22; 

o fnr K 4 (t für « — ß 

so entsteht [är a 

2 

und Ifir ß 

nnd man hat 

ewa 4 c»»/J = 2 rot -cot - (27) 


e»$ß — eotn = 2tia 


«4,7 


sin (28) 


Beide Formeln sind pai;. 111 No. 51 nnd 
52 synthetisch bewiesen. 

Mnltiplicirt man die beiden Formeln 
27 und 28 mit einander, so entsteht 
cos^ß — cos*a 


. a + ß a + ß . n-ß a-f 

- 4sm -cot C • 11» — - - • CO» - — 

2 2 2 2 


da nnn 2sina-iinß = sin2n, 
so hat man 


«•» V“Ce»’o=*‘a(®+Ä‘**" (® ~ fl (89) 
diese Formel ist pag. 116 No. 62 synthe- 
tisch bewiesen. 

Mnltiplicirt man die beiden Formeln 
No. 17 mit einander, so entsteht; 
cos (a 4 fl • coi (a — fl 

= eos’a-eos^ß — ttn’n - sin ^ß 
= coi’a [1 — »t« V] — «»‘«•«a V 
= coi’o — »i»V (co»*n 4 itn’n) 

oder 

eo»(o4fl*co»(i« — fl =co»>n-»i»V (30) 
dies« Formel ist pag. 117 No. 64 synüie- 
tisch erwiesen. 


6. Setzt man zn der schon cirtirten 
Formel 

si»2n = 2nno'Cosn hinzn 

1 = li» 4 CO» 

so entsteht 

1 4 ««2a = (»inn4ro«n)’ 
imd 1 -»i»2n = (±»i«os:co»o)* 

Schreibt man j« für n 
a a 

so ist CO» |j'>«" y 1 

damit also die rechte Seite der 2ten Ulei- 
chnng positiv bleibt 

1 4 »•» n = (»»» ja 4 CO» l«)* 

1 — »in a — {cos y« — »in 7a)* 

Wenn man nnn radicirt, beide (Jlei- 
chungen addirt und mit 2 dividirt so er- 
hält man 

CO» 70 =: 4(1' 1 4 »in« 4 l'^l “ »in o) (3t) 
Diese Formel ist pag. 107 No. 44 synthe- 
tisch bewiesen, nnd die Vorzeichen sind 
für die Wertbe von n in allen 4 Qua- 
dranten bestimmt 


7. Dividirt man die beiden Formeln 
27 nnd 28 durch einander so erhält man 


cosn+eosß n + ß 

. — • 

COS COS ft 2 

cos ß — cos c _ . n + /? 
cos a + cot ß 3 


2 


(32) 


(33) 


Aus Formel 17 hat man 
cot {n ß) _ co$ti*eotß-~Msrt*sinß 
cot{n--ß) cosa>cot/9 + «iiin*fii«^ 
Dividirt man Zähler und Nennner der 
rechten Seit« mit sina-cosß so entsteht 
cot ( g -f ß ) _ co t n — tgß 
cot (g — ^) cota-^ Igß 
Dividirt man Formel 17: » 
cot ß)= cotn cotß ^ iwn sinß 
dnreb cotn* cotß ^ so entsteht 
cos (« * ß) 
cot a • cot ß 
8. Setzt man zu Formel 18: 
cos 2a = cos *g — «in*« 

1 + coi2a= l +co*’a — *ta* = 2coi*g 
80 hat man durch Division 


:\^^lga>lgß 


(34) 


(35) 


1 + COI 2a ^ 


(36) 


Verbindet man eben so 
1 — CO* 2a = 1 — co#*ff + *•!••« = 2si»V 
mit CO* 2a = coz^K *tn*a 
so erhält man 

CO* 2a 
1 — cos 2n 


4(cof — 1) 


(37) 


ferner 


1 ~ CO« 2a 2«i*i ^ 


• — ^ *g (38) 


1 + CO* 2a 2 CO# * 

Aus co*2a = co*V — #•»« V = 2co#*a — 1 
2 . 2 


-1 


sec ‘a * 14 tj*a 

erhält man 

1 — »0 ’o rot -a — I 
co»2n = (^®) 

1 4 *9 rol'n 4 1 

9. Ks ist die Sohne für den Centri- 
winkcl 60° = dem Radins = 1 
folglich »»» 30° = 4 

und co»-30°= 1 — »»»’30° = 4 

folglich co»30°=4i 9 
daher nach Formel 17; 
ro»(30°4n)=4(”’*"l'9-»'»«) (*0) 

CO» (30° - n) = 4 (cm nV'3 4 »*<*«) (41) 


hieraus 

PO» (30° 4 n) 4 CO» (30° -o) = CO» oV 3 (42) 

CO» (30° - a) - CO» (30° 4 «)=••" a (43) 

10. Ans Formel 21 bat man 
cos{tt + ß) = 2cosa • cos ß - cos{n - ß) 

Setzt man hierein statt n, nacheinander 
tt + ß, b 4 2/J, n4 3;J....n4(»-l)^ 

SO entsteht 
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eo$(a + 2;J)= 2coi ß co$(« +/*) — coi n 
cot{a +'<iß)= 2 c 0 $ß coi(« + 2^) — cos(a-f /?) 
cot (a + 4/S) = 2cos ß cos (o + 3^) — cot (« + 2ß) 


cos(tt-\-nß) 

=2cosß coi[«+{it— l)/9]-co»[rt+(n— 2),9] (44) 
li. Ans Formel 22 hat man 
co*(rf + /J)=coj(a — /J) — 2sinn> sinß 
hiermit wie No. 10 verfahren entsteht: 
cof (« + 2ß) = cot n — 2sinß sin (tt -f- ß) 
cos (n + 3,5) = cot (nß-ß) - 2tinß sin (« + 2ß) 
cot (« + 4/5) = cot In + 25) — 251»» ß sin (rt + 3^) 


cot (rt + nß) 

=ro5[ft+(»»-2)/9]'-25»H;9 ii«[rt4(»-l)i3] (45) 
12. Pag. 89 bis 96 No. 14 und 15 sind 
die Formeln entwickelt 
«n(n4-/5) = i»«rtf05/J4 cotatinß 
sin (rt — /?) = 5»i» rt • cot ß — cot tt»tinß 

durch Snbtraction entsteht 

•t»i (rt +/J) — sin (rt - /?) = 2 cos rt • sinß. 


Schreibt man daför 
2sin /9 • cos rt = sin (rt + ;5) - sin (rt — ^) 
und setzt mau hierein für a nacheinander 
die Werthe « + « + 2ß, .... <« + n/? 

so erhält man 

2sin;9*cos(rt+/S) = sin(rt4-25) -sin« , 

2s» n ,5 • cos (« + 2ß) = sin (o + 3/9) — sin (« 4- /9) 
2sin,9 • ros (« 4 3/9; = sin(« 4 4^)- sin («42^) 


2sin ß cos [rt 4 (« - 2) ,9] 

= s« » [rt 4 (»» - 1 ) /9] - sin [rt 4 (n - 3)/9] 
2sin,9 «rosC« 4 (n- 1),9] j 

= s«»» [« 4 n,9] - sif» [er 4 (n - 2) ,9] 

2sitt ß • cos (rr 4 n,9) 

= si« [rt 4 (rt 4 l)/J] - sin [rt 4 (« - 1)/J] 
Äddirt man <liese n 4 1 Gleichungen 
mit einander und bezeichnet die Summe 
cos rt4cos («4,9) 4 cos («42,9)4. . .4cos (n-f-nß) 
mit S, so hat man 


2sin ß»S = sin [« 4 (« 4 1)^] + (« + "ß) — tina - sin (« — ß) 

Nun ist 

sin« 4 »»rt (« - ^) = sin« 4 *»"« cotß — eota tinß = sin «(14 cotß) — cos« • sin /9 

= 2sinec cos*—— — 2cos« sin -^*cot — = 2cos -^| sin ocos-„ — cos « sin — ) 
2 22 2 \ 2 2 / 

=2"'f y) 


Setzt man a + (n+l)ß=y so hat man 
die ersten beiden Glieder 

sin )' 4 »irt (j* - A) = 2cos ^ sin - y ) 

Folglich ist 


S = cos 


tinß 


= ti„ [rt + (« 4-t)A]-»»rt (rt - 

2sin(^A). 

Setzt man in den Zähler 


(46) 


« 4 (rt 4 i)A = «‘ 4 A‘ 

« - lA = o* - A* 

so ist . 2rt 4 rtA = 2rt* 

(n4l)A = 2A* 

Nun ist wie in No. 12 
sin(n‘ 4 A')~**rt(«‘ — A*)=2cosrt‘ sin A‘ 
Man hat daher 


• *41« 
cos (rt 4 jnß) . s»n — - — ß 


S = 


(47) 


»•rt-lA 

13. Setzt man in die Formeln No. lö 
für A den Werth rt, so erhält man • 


cot tt = cot ff 
cos 2« = 2cos *rt — 1 

cot 3« = 2cot rt • cos 2rt — cos « = 4cos *« — 3cos rt 

cot 4« = 8cot*t< — 8cot *«41 

cos5n = 16cos*rt — 20oos*« 4 5cos« 

cot 6« = 32cos®rt — 48cos*rt 4 18cos *« — 1 

cos 7rt = 64cos*rt — 1 1 2cos »rt 4 66cos *« — 7cos« 

cos 8« = 128cos®rt — 2ö6cos®rt 4 IBOcosV — 32cos*rt 4 1 




1 . 2 

. n.f»-5.»»-G.M-7..„_a 
4 n X ; — 2 cot 4t - 


X 
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14. 8«txt man in TViTm«! Id ptf. 89 bia 98 No. 14 ist ffir ftlle 

C9${n ß)^ co$tf eonfi ^ rinn $htft Werths « die Foraei erwieeea 

tätß nach etoander <n — t)«, fi«i(a+^)eatii« 

so ofhalt man voraus för ß nach «tnauder a, 2«, 3a... 

«os3a = ros*n — stii*a sin 2a = 2sin n • cos n 

CO« 3a =■ rot •« «cos 2a — «ma-«iii2a «iii3a=:«inn • eo«fa+roen thi2« 

ce«4a^ oos«*co«3a — «in a« «in 3a sin4a=:«iti«c eo«3<i+oo«a *«v«3«r 


fMiiff = eo««f<M (fi~l)a- sin «in(va)?:fiiia rot(N>l)icfro«a«om(M -l>r 

Hiernach erhalt man 

1. eos2a = co«*a — «in*a 
«iis2a = 2ni»a* co«a 

2. CO« 3a = co«o(co«’n — «tn’a) — «tu a •2«iiia<co«a = ce«*«r — 3co«a •<««*» 

«tnSo = «tiiff (cos ’a — «m*a) + co« a *2«ifio «co«« s:3«i«n co«*a — et«’« 

3. CO« 4a = CO« n (co« *a - 3co« a • «in *a) - «t« n (3«t« a • co« *a — tt« •«) 

= co«’« — 6co«*rt •«»«*« + «t«f« 

«t«4a = «t«a(co«*a — 3co«a »tn’a) -f ro* o (3«i« a • co« ’a — «i«*«) 

=:4co«’a i««a ~ 4«i«’eoe« 

Schreibt man die bis hier (gewonnenen Reihen far die co« und «t« der VielAcbeo 
des Winkels nntereinander, so erhält man 
co«2asco«*a *^«1«*« 

«in 2a = + 2«in a*co« a 

cosSascn«’« ->3oo«a«t«’a 

«in3as +3cot*a«ina — «in’a 

co« 4a = co« *a — 6co« •« «i«*a + »•«’« 

«in4a= +4co«’a«ina ^4co«a«in*a 

Zwei Cosinns und Sinus gleichvielfacher aubtraetiven und additiven Gliedern ab- 
Winkel bilden hiernach lusammen eine wechselt. 

Reihe der aufeinander folj^enden Glieder Dies Geseta erweist sich, so wcH mau 
des Binoms einer mit dem Vielfachen des mit den Vielfachen fortf&hrt und allge* 
Winkels gleich hohen Potenz; nur mit mein, wenn man das Gesetz für co««a 
dem Unterschied, dafs jede Reihe mit ad- und «t««a als richtig annimmt nnd hier- 
ditivem Oliede anfaiigt und ferner mit aus die Reihe für co«(m+ l)a und s«n(« hl)a 

entwickelt: Ist nämlich 


co««n = co«<a— w,co««— 2a «i«’a + «4C0«» -4« «in’a — n«co«"~^ff «i«*a-l- ... 

«•«Na = n,co«"— la*«t«a-«,co«"-4o ««^4 n^ro«''* 6a.«t«*rt - «,co«“-’a «i«^4--... 

80 findet man ans 

1. ro«(a-{- na)sco«a • cos na — «t«a «üi «a 

2. «««(a 4^ ««)=««« a co« «a 4 rosa.sin«« 

co« (« 4 1)a=rco« n [ro«"a-ftjCOÄ'»-2« «iN^<(4«4CO«''-^a «tii’a— »l4CO«'*—*« «ifi*a 4 -.. ..3 

— «t» a[«,ro«"*— *« «t«a — «jcoi»— «i«*a 4 «icos*»— -V «toV — . . . .] 

hieraus 

ro«(e 4 l)a = co«'»+la — («, 4 «,)ro«"“ia «iu’a 4 («1 + «4) un*n 

— («4 4 «f) co«**- ''n «in*« + 

Nun ist in dem Art. Binomial-Coefficient No. 2, pag. 368 bewiesen, dalä 3 er «ite 
(V)efficient vor (a 4 Ä)'''*"* = ist der Summe des vten nnd des (m-l)ten Coefficienten 
von (a 4 ^P*; demnach bat man 

co«(« 4 - l)a = co«'»+l« — («4 1)4 co«»— <a «i«*o 4 (»1 + 1)4 ro»"~^a «inV • 

— («41)4 co«'* *“ *« • «in’a 4 - 

Ebe« so eihält man aus 2. 

•in («4 l)a = «ina (co«*a — «4 co«*»— 2«fii*a4«4 co«"-’a «tn’a-> «4 ro«»*®a «in*« 4 . ..] 
+ co*a [ii,co«'*— t« Sana — «, co«»— ^a «i«*a + «1 co«*— ^a «in’a — .. ..] 

woraus 

»•"(«4 l)a=(l 4«»)co*"o*i«a-(ii,4i*,)co****o««n’o4("4 + «i)co«*“’« «tit^a-..] 
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folglich 

»ii«(* + l)n =(i«+l), coi»<T i«HR — (« + l),o>*''— *«»!■’« + («+ l)i «»•— *0 nn*« — . 

womit das obige OeaeU allgemein bewiesen ist. 

15. Wie in Ko. 13 die Cosinus der rielfachen Bogen in Reihen too Petenseii 
des einfachen Bogens dargestellt sind , so kann man duKh Unfonnnng derselbea 
auch die Potensen der Cosinus des einfachen Bogens in Reiben ron Cosinus der 
vielfachen Rogen darstellen; man hat nämlich aus 13 

I . rot 0 =: rot n 
U. 2cof ’a = rof Ba + 1 

3. 4rot ^0 = rot 3rr + 3rot n 

4. Rcot*« = rot 40 -f 8rot'« — 1 

6. 1 6cot = cot 5 a 4* 20rot ~ 5rot n 

6. 32cot*A = cot 6rt + 48cot*« — lRrot*A + 1 

7. 64oot ^0 = cot 74T + 1 1 2rot ~ öGrot + 7^0* n i 

8 . I 88 rot ^0 = coiRo 4- 25Croi *a — ICOiHit + 32cot ’n — 1 




4»«-5 


2« — «A 


2«— 9 rot" -^0 + e 


9. 9**— ^co »«0 = rotna4- ^ — — 2"~'rüi"— *a-f ^ 

“ r. 2 r . 4 

Aut 9 bftt man in 4: 

8 rot ^0 = roi4rt + 4 (cot 20 + 1) — I = cot4a + 4cot2a+ 3 
Aus 3 bat man in ö: 

] 6 cot *a = rot 5« + 5 (cot 3n 4 3cot «) — Ocot o 
= cot 5« 4 boot 3fr -f- lOcot M 
Aus 2 und 4 bat man in 6 : 

32cot*a s coi 6 n + 6(cot4rr-f 4coi9ff'f 3)— 9(co»2ff + 0 + ^ 

= cot 6 ft + Gcot 4 a + 1 5rot 2 n -f 10 
Aus 8 und 5 hat man in 7: 

C4cotV = ooi 7#f 4 7 (cot 5« -föootSrt +10roio)- 14 (rot 3 a + 3cota)-f 7 rot 0 
=s cot 7<t 4 7 cot 5fr 4 2 Icot 3« 4 35coi n 
Abs 6, 4 uud 2 bat man in 8: 

198o«t*B = cot 8 o 48 (cot 6046 cot 4 rt 415 rot 2 o 41 O)- 2 O(cot 4 rt 1 4<v*2«-f3)416(cot2«-f J)- I 
= cot 8 a 4 8 cot 6 a 4 28 cot 4n 4 56cot 2ir 4-35 
Das allf^emeinc Glied, in welchem (tie Potenzen zu entwiekeln sind ist 

2 «— ipof >»A = cot WA 4 2 '*~*c«i'»--»a ^ 2 '*— 'cot^ 

l 1*2 


1 


o2* 'cot« *ff — 

2 • 3 


■ • — 5*fi — 6 *ti — 7 


1 


2"-®COt«-*4e!i 


16. Entwickelung des Cosinus in eine nach den Potenzen seines Bogens fort' 
laufende Reihe Bd. 1, pag. 112 gibt die Reihe: . • . 

oder s 

A / COt^A 3 • roi*A , 3 • Scrtl^A \ 

A = 1 Cfit A 4 4 4 4 . . . . I 

2 \ 2.3 2 . 4 . 5 ^ 2 . 4 . 6 . 7 ^ / 


TT roi Vf 3 . cot 3 . 5 . cot ^0 

-- ■ ff = cos A 4 - -- 4 — 4 4 » 

2 ^ 2 . 3 ^ 2 . 4 . 5 ^ 24 . 6.7 


u 


Kür rlie nninittelhare Entwickelung der 
Reihe w'unie man nun eeteen: 

roj ff “ .4 4 Hft 4 C*ff* 4 Oa* 4 .... 
we iB»n daiMi die uube.otiuunteu Coefli- 
cienteii .4. H. <\ t). ... zu Irewtimuicn 
hätte. 

Für if t^ird cut a = 1 • iiiitbiu hat inan 

00*41.^.^ 'S. i ) 


Die Entwickelung gibt also, wegen dos 
Toriitebenden unhenannten Gliedes A = l, 
für die Coefficienteii A, I/, (• ... lauter 
unendliche Reihen, und itie Reihet. Ut 
für den vorti«.gHH<en /«wek «NbriMichtftr. 


Es i>t aber r«t u — ii«^~ «j, mul 


man kaun die Reibe i. var«mu4elu in die: 
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oder ~~ tt = ß gesetzt 

. 3**»»*^ . 3‘5»»«»V . 3«5»7nnV , 

^ 2‘3'^2.4*6‘^2*4.6-7’^2-4-6*8‘9 


U. 


Setzt man nun 

tinß = A + Bß_+ Cß^ + O/?’ + . . . . 
so ist, da sinus für /J = 0 ebenfalls = 0 
wird, >4 = 0; die Reihe wird : 

$inß = Bß + Cß^ + Dß»+ Eß* + .... 
und ist der Entwickelung fähig 
Diese allgemeine Reihe läfst sich aber 
noch weiter vereinfachen ; denn setzt man 

— ß für ß, so entsteht 

jif» (~ß ) = - Ä/9 + Cßß- Bß^ + * 

Liegt aber +/$ Im ersten, im zweiten,' 
im dritten, im vierten Quadrant , so liegt 

- ß im vierten, im dritten, im zweiten, 


im ersten Quadrant , die sintM von + ß 
und — ß sind mit entgegengesetzten Vor- 
zeichen einander glei^; wenn also 
f in (+/»)=:*: Bß A Cß^ A A Eß*±Fß*> A . . . . 
so mufs sein 

sin (~ß)=r- Bßv Cß* r Dß* t Eß*:^Fß^r. .... 

Folglich ist es unmöglich, dafs die Reihe 
für (in ß Glieder mit n in geraden Ex- 
ponenten haben kann, und die allgemeine 
Form der Reihe ist 

(in ß=Aß+Bß*i-Cß^-i-Dß^+Eß^ + III. 

Substituirt man diese Reihe in die 
Reihe II und reducirt auf 0, so hat man 




0 = 
(sinß) 

V2.3/ 


-ß 

+ Aß -i- B • ß^ 
2*3 


+ Dß^ + Eß* 

^ ^ ^ HAB»+A*C) ^ ^ B* + BA BC+ZAW ^ 


/3(in V\ 
\2T4T6/ 

/3 • 6 

'2-4*6*7/ 
p.5-7.(in»/J\ 
\2-4-G • 8*9/ 


2.3''’ 2-3 

^ 3>4‘ . 3 • bA*B 

- tP 2 . 4 

3 • b A^ 

2 •4.6.f 


2- 4-5 


** . 


3(10>4»ß2^. 6^40 


ß^ + 


+ 


2 

3 


2 • 4 
^5.7 
' 4 • 

5 • : 

4 


5 

A*B 
V 7 

. >4* 


6-8-9 


ß* 

ß* 


Setzt man jede Summe der untereinander stehenden zu einerlei Potenz von ß 
gehörenden C^fticienten = 0 , so erhält man 
il-1 T =0 

Ä + “ =» 

2^T6 + W + ‘^ =® : 

3 - 5 >4^ , 3 - 5 >4^R ^ 3(>4R» 4- >4*0 , „ ^ ‘ - 

T — — 'T~ + + il = 0 


2. 4-6-7 
3 - 6 • 7 >4* 


2-4 


2 - 4 


6 • 8 • 9 ' 2 “ 


0 2*3 

5- 7>4*Ä^3(l0^»Ä* + 5>4«O , Ä*d-6>4fiC-|-3/4*D , _ 
' 4 T 6 — + - 2 — 4—5 + 2 . -3 + E = 0 


D= - 

E= + 

u. s. w. 


(7) 


woraus aus der ersten Gleichung 
>4 = 1 

Diesen Werth in die zweite Gl. gesetzt, 
gibt 

r4- W .fl! ^ I D • J -44 **** Werthe in Gl. III. 

Die Werthe von >4 und ß in die dritte «ubstituirt 

Gl. gesetzt, u. s. f. ergibt 


1 

2- 3. 4. '5 -6- 7 

-* - 

2 - 3 . 4 . ü . G - 7 - 8 • 9 ^ (9) 


C= + 


2 • 3 • 4 • a 


*'• ■^(6) 


^ ^ (7)‘’‘(9) "•••• 

Eine Gleichung,' die für jeden beliebi- 


ig^Cd 


U 
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14S 


CoBinoB TerBOB. 


g*n Werth von ß, nicht nnr für den ur- „an .i» o = »etrt; dann ist 

spiüoglichen ^ = -^— «, sondern auch i'i _ coi>n-n— — 4 - - "'j-ü! — 
für „ gültig ist: also ' ® "" 


woraus 


co$ 


sif»a = rc — — H + IV. 

„ (3)^(5) (7)^(9) , . 3 . , 

.nF^v? ‘’i® '"/"* " ”"<> <*“ Qnadriren aasgeführt: 

entwickeln, verfahrt man elementar, wenn ® 


(Tr •••) 


cos *n = I — «• + 



2 n« r." 

3-3.5'^3.3-5.7 


2 «'” 

3.3-6*5'7-9 ■■■■ 


Bei der succeasiven Wnrielausziehung 
erhält man das erste Glied a der I = 1 ; 
um das zweite Glied A zu finden dividirt 

man mit 2 o = 2 in n* und erhält - — . 

o * 

für das dritte mit 2 in a* dividirt, erhält 
man o^, also eine Reihe mit nur geraden 
Potenzen von «. Daher setze man 
I / i t . 2 o* 

1 ' “ 3.3^r'^"' 

= 1 4- rto* 4- Bu* + C«‘ 4- Du" 4- 


(«M2.IC + 2ß-^-^^)„. = 0 
( 2 «C + 2 rtö + 2 £ + --^__)„.. = 0 


also 

. 1 I "* 2 ..‘ 

" 3 3-3. 

= (1 4 rt»* + Än< - Cn«4- 
Nachdem wirklich quadrirt, die Glei- 
chun^ auf 0 reducirt worden, erhält man 
die Glieder für die Coefficienten : 

( 2 A -f i>c* = 0 

(rt’+ 2Ä- j)«< = 0 

(2rt«+2C+-|,J„. = 0 


u. s w. 

Hieraus 

i 


B = + 
C = - 
0 = 4- 
£ = 


1 

(4) 


1 ■ 2 . 3.4 
1 

1.2.3-4.5.6' 

1 


1 

( 6 ) 


1 

( 8 ) 


1.2-3.4.a.G.7.8 

_ _ 1 _ _ 1 

1.2.3U.ä.C.7.8.9.10"(lÖ) 
u. s. w. Mithin 

n’ o* H* . <i“ n'® ,, 

cos rt=l 4- 4- 4 - V 

2 (4) ( 6 )^( 8 ) (lOr””’- 

Durch DifTerenziren der Gleichung IV 
gelanrt man auf leichterem Wege zur 
Gleichung V. Denn es ist 


oder 


8 »ii» R • 8 ci = 8 « 


^’8r 5r‘8r 7n*8«r 9n*8« 

(3'f i5) öT “(9r 


eo$ rt = 1 “ — - -f 

(2) ^ (4) 


( 6)"''(8) 


4- 


Vergleiche Cosecante No. 12 , Cotan- 
gente Ko. 11 , Cosinus versus Ko. 4. 

Cnstnns versiIB eines Bogens oder Win- 
kels n ist der Sinus versus oder Quer- 
sinus des Complements von r, eine so- 
genannte Cofnnction. 

In den Figuren 437 bis 440 ist AC der 
feste Schenkel, CD der bewegliche, und 
dieser liegt in den aufeinander folgenden 
Figuren im I, 2 , 3 und 4ten Quadrant. 
Das Stück -4£ des festen Schenkels zwi- 
schen dem Sinus DK und der Tangente 
AG ist der Sinus versus von n; der Siiiv. 
des _ DCB, des Complements von n ist 
demnach das Stück BF dessen festen 

II 


Schenkels BC zwischen dem Sinns DF 
und der Tangente BH dieses Comple- 
mentswinkels. 

Der CMC BF Fig. 438 ist = dem cosv BF 
Fig. 437j d. h. 

cosc (180® — a) = coso a 

Die CMC BF Fig. 439 und 440 dagegen 
sind = in Fig. 437 mit 
BC -f- CF= 1 -ff in ct — 2BC— BF=2^cosr a 
d. h. 

CMC (180° 4 n)= cmc( 360°— n)= 1 4- sin n 
= 2 — cosc r 

Dies ergiebt sich auch aus folgender 
Betrachtung: Es ist Fig. 437 augenschein- 
lich cosc a = BF = CB — CF = 1 - sin n 

10 


i 
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Nan Ut Dach pa^. 81, No. 2 der sin im 

1. und 2. Quadrant positiT, im 3. uud 4. 
Quadrant negatiT, folglich für deo ersten 
und zweiten Quadrant 

coir = 1 — ztfi fc 
für den 3. and 4. Quadrant 
= 1 — (— 1 -f(l — 

= 2 — co*r a 

2. Es er^bt sich aus dem Vorigen 

roir 0 = eott — 360® — Jtiie 90° — 1 

cosv 90° = cost — 270° = ji«e 0 =0 

C 0 SV 180° = cosv — 180° = fifir — 90° = 1 
cosv 270° — cosv — 90° = ftiif — 180° “ 2 
cosv 360° = cosv — 0 = aiwr — 270° = 1 

Ist rt ein Bogen für den Halbmesser 
= 1 oder ein Winkel zwilchen 0 und 90° 
so ist 

coir(90°-ff) -rojc-(270°-fo) = #i»*rt 
re»c(90° + o) =r«#r-(270°-<r)=sifiert 
roie (180°— «)=coir — (180°+«)s=coir n 

ro»r ( 1 80° + o) = co*c - { 1 80° - n) = 2 - co#T w 

ro*e(270°- a)=co«c — (90° 4«) = 2— «ae« 
CO« (270° + n) = CO»®- (90° -n) = 2-iifiP« 
coir(360° — tt)=co*r — ft=2eo»f'« 

3. Will man nun ce*r u durch die übri- 
gen trigonometrischen Functionen aus- 
drücken, so hat man: 

€^#rfr zz l — sin« 
cosvrt = 1 — v'l *• roi*« 

Igrt 

cosvtt = 1 — 

I 1 + 

1 

cosv ff = 1 — — ■ 

Y 1 + eol ’« 

Vsec*« — 1 

cosr « = 1 — • 

sec « 


cosoen — 1 
coseca 


cosvu = 1 — ] sinrcr (2 — sine«) 
Ferner hat man 

sin« = 1 — colf ff 

cos « = t cof® « (2 — cott a) 

1 — cos® « 

yco»r a (2 — co*» «) 

Ycosv n (2 — cosv ff) 

cot tt = - — — 

1 — cotra 


I e*f* it (2 — co»r a) 

1 

roifr = - 

1 — cotr n ^ 

sinv n = 1 — y'cotr it (2 — r«r n) 

4. Entwickelui» de» Cosinu» Tenius in 
ein» nneh den Pot»ni»n s»in»s Bogeni 
fnrtlanfende Reib». 

In dem ror. Art. paf. 144 No 16 kt 
die Reihe entwickelt 

n» r.» o' o* 

*-“=«-(8)+(y)-ä)+(9)--- 

Nun ist fifia = l — cot®« 
oder cosv « = 1 — sin « 

daher hat man 

n n’ o‘ ft’ n» 

'^*"=>-T + ( 3 )-( 5 )+(T)-(T)+ 

Setit man a = — k so hat man 

rt a’ tr’ 

T~( 3 ) + ( 4 )"T 

also 

cotv (— It) = 1 4- sin o = 2 — cosr n 

Zn demselben Resultat gelangt man 
durch rmkebrutig der Reihe Bd. I , ptg. 
114 No. 16 


(1 — cojrn)’ 3 (1 — c«se o)* , 3 • 5 • (1 — rasto)’ 

“ = ‘ ~2 . 3~ + ^2^4.6- + — 2 T- 4 T 6 . 7 ^+- 


Denn setzt man Reihe für eoz® « vereinfachen in 

cosv n sz A + ßn'^ + C«* -}- Da* -f co« o= 1 -b j 4« + ß«*4- 

bo sieht man bei ähnlichen Betrachtungen wo das erste unbeninnte Glied nicht wie 
wie dort, dafs die Glieder mit den geraden beim Osinus die Entwicklung unmöglich 
Fotenzeii von n fortfallen, mul da für macht. Denn man erhalt 
tt = 0, rusr — 1 wird, so läfst sich die 


(l — cosv «) = — Aa — fi«* — 
(l — cos®«)^ j4* j 

~2T3 ~ " 2T3“ ~ 

3(1 — roiT o)* _ _ 

■'2~4 .'5 “ 

3 • 5 • (I — cosv rt)’ 

“2 ~4 “c ~ 

Hieraus entsteht: 


Crt» -Da’ 

3-5i4» , 

n* 

2 . 4 . 6-7 


Digitized by Google 


CoUngeDte. 


CotMigente. 


0 = - „ (.4 + 1 ) - „• (ß + (c + -1^ .ß + .i; A A^) _ 

( !>4(ßH ^04 2:VijV7'^')- - •• 


c=- A = _ J- 
120 ( 6 ) 

ß = +-l.- = -i 

0040 (") 

u. s. w. und 

, rt . 

c«r„ = ,-- + _-^- + _- 

vergleiche Cosecaute No. 12, Cosiims 
No. 16, CoUngente No. II. 

CoUmgastS eines Winkels oder Bogens 
n ist die Tangente des Coniplenients von 
n, eine sogenannte Cofunction. Die La- 
gen der Cot als trigonometrische I.inien 
sind in dem Art.: ('onstructioneu, trigo- 
nometrische pag. 80 und 81 mit Fig. 407 
bis 440 für Winkel oder Bogen, die allen 
4 Quadranten angehüren, mitgetheilt; eben 
so ist der Beweis geführt, dafs die C. im 
ersten und dritten Quadrant po.sitiv, im 
iweiten und vierten Quadrant negativ 
sind. Kerner sind in demselben Art fol- 
gende Aufgaben durch Zeichnung gelöst. 


r(co( = ±|.) 


pag, 82, No. 4, IV. mit Fip. 441 
• rol*« 

pag. 82, No. 5, IV. mit Kigf. 442 


ro/ 270®= co< - 90° =(^-180® = 0 
cot 360° = rol — 0 sz tg — 270° = - co 
Ist n ein Bog^en für den Halbmesser 
= 1 oder ein Winkel zwischen 0° und 90°, 
so ist 

cot (90° - «) = rol - (270° + «) = -f Ip « 
rol (90° -f ff) = cot - (270° ~ f.) = - tg u 
rül (180° - o) = rol - (180° + «) = - col#f 
cot (180° -f fl) = rol - (180° - ff) = + rol« 
cot (270° — ff) = cot - (90° ■} fl) = -f ly fr 
cot (270° I ff) = rol - (90° - a) = - tg 4t 
cot (360° --«)=: rol (— r») = — cot u 

3. Ans 437 bis 440 lassen sich folgende 
Formeln unmittelbar ableiten. Ks ist 
nämlich 

o<ler 1 + rol* ft = coirr*ff (1) 

Ferner ist BH : l)h'= BV : VF 
oder BU .CFzzAC .DF \ 

und : AC = DE : AV 2 

so ist HD : AC - AC . AG ' 3 

für 1 kommt rol« : ror «r = ] : sin rr 
• 2 „ rox ff : ] = stnft : tgu 

■» 3 „ rol« : 1 = 1 : f( 

.-I I cos fl 

also 1. rol/f= (O) 

sin ff ' 

3. rot,ftgn=:\ (3) 

Will man nun cotu durrh ille übrigen 
trigonometrischen Functionen ansdrucken, 
so hat man 

.1 » M ~ *«»*« 


tf = i4rr ^rol* = ~ j 


pag. 84, No. C, IV. mit Fig. 445 

ar = r • rol V 

pag. 85, No. 7, IV. mit Fig, 44.3 
X = r • sin« • cotß 

pag. 85, No. 8, IV. mit Fig. 447 
X = r • ros ff • cot ß 

pag. 86, No 9, III. mit Fig. 448 
X = r > tg a * rot ß 

pag. 86, No. 10. II. mit Fig. 449 
X = r • rol fl • cot ß 

pag. 87, No. 11. I. mit Fig. 449 
X = r • cot • ff tecß 

pag. 87, No. 11. 11. mit Fig. 449 
x = r • cotn • roser ,2 

pag. 87, No. II. III. mit Fig. 449 
2. Aus Fig. 437 bU 440, wo BH — eot« 
ist, bat man 

cot 0 = col - 360° = 1 ^ 90° = CO 

col 90° = col - 270° = lp 0=0 

rol 180° = col - 180° = /^ - 90° = - oo 


col ff = — r. • . 

P l - COS V 
1 

cot a = — 
tg ff 

1 

col ff s - -r=. _ _ • -r“ 

I SfC — 1 
cot H = I’ roser* — l 

1 — sinr ff 

rol ff = •• - 

j sinr n (2 — sinr *ff 

I rose ff (2 — rosc*ff) 
cot n — . - - 

I ■ rosr n 

Ferner hat man 

1 

sin ff = 

1 1 7 rol *ff 
rol ff 

ros ff = . 

i 1 4 rol ^ft 
1 

tg ff = — - 
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11 + cot 

see nr Ä — 

cot a 

coseett = l'l + cot 

rofrr 

$int « = 1 r=r : r 

y 1 + co< *rt 

COiV K = 1 : ■ 

+ cö<*a 
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4. Aus den pag. 89 bU 96 entwickelten 
(14) Formeln: 

l)ro* (n ± ß) = eofn*cosß‘^$%na • $inß 
(13) 2) sin (a =fc ^) = »•»« * co$ß ± rtw u • $imß 
erhält man durch Dirision 
(16) cotn • ro$ß w- tin a • tinß 

3) cot (a-ii ß)= . — -TT — : — s 

...X Je nachdem man nun mit einem der 
' ^ 4 Glieder des rechts stehenden Bruchs in 
die anderen ditidirt, hat man 


4) cot {n-t ß) = 


cota»cotß^i_\ + tga> tgß _ co ta^:tg ß^ _ eol ß^^tg a 


(18) 


col ß^cüin Ijf « ± fp ^ 1 * co< ff * col ^ col ^ * 1 

Diese beide Formeln sind bereits pag. 112, No. 55 und pag- H3 syn- 

thetUch erwiesen worden. 

roi <1 cot ß eo» tt • tin ß ^ cot ß • t\%n 

Aus coltt-^cot ß — r + -r — -= . 

t\n ß txn ß Hilf« • rtw/i 

. ± rt) 

ist cot n ± col 5 = ' . - - - - 

stna»tinß 


(19) 


Diese beide Formeln sind bereits pag. Dividirt mau die 6te Gl. durch die 8te 
114, No. 59 und pag 115, No. CO syn- 

thetisch erwiesen wonlen. 2 ^cötiS—coty ^ ' 

5. Ans den 4 Formeln No. 4 erhält Dividirt man die 5te Gl. durch die 8te 
man ; y - J i in y + sin 4 .. 

1) nn0f + ^ + #in(fc-;J) = 2iinfr.co*^ cot (23) 

2) «in (fr + ^) - *in(o -j3) = 2roirr • fin;J " , « ^ 

^)cot ln-\-ß)-¥cot {n^ß)=:2cotrfCotß 6. Schreibt man m Formel IS, « für 
4) cos (o - ^) - cv#(rt + ^) = 2f in« • *in/9 so erhält man 

Setzt man hierein fl = )•; ff — /J = d ... cos a — «n ß 


so entsteht 


col2fr - - 


^ . y + d y — d 
2 sin cot — _ — 


y + J y — d 


2 

y-J 

2 


2sin fl • CO« a 

Dividirt man Zähler und Nenner mit 
sin a • cot (t , SO erhält man 

col 2rr = t(coI o — Ij ff) (24) 

Dividirt man Zähler und Nenner mit 

COS*ff, 

cot 2« = (25) 

21, n 

7. Dividirt man die ersten beiden Glei- 
Dividirt man die 7te Gleichung durch chongen in 4 durch »inn*si«^, so er- 
die 5te, so erhält man hält man 

y + d _ cot y “ CO» d cot (f* + _ cosjtj^cos ^ 

2 ”* ütn y + «in d ^ ' «in«* «in, 9 «in« • sind 

Dividirt man die 7te GL durch die 6to ro« (« ~ ß) _ ro i« ■ c osß ^ 

3 ' " d __ c ot y + CO * d «inff'iind «i»«**iHd 

^ 2 ~ «in y - «in d hieraus hat man 


5) »in y + «in d = 2 «in 
C) «in y — «in d = 2 cot 

Y d' d 

7) cot y + cot d = 2 cot ^ • cot 

• « ■ 5' + d . y — d 

8) cot J — cot y = 2 ttn § 


, co»{n + ß) _ , , co*(rt-d) 

U • Colß = 1 T 1 = — 1 + — - 

* ttna'ttnß ttna^stnß 


(26) 


8. Aus Art. Cosinus, Formel 19 und 
No. C hat mau 

CO« 2« = l - 2<i«*ff 
oder 2«irt’rt = 1 — ro« 2« 
und 2«inn coin = «in 2« 

Die untere Gleichung durch die zweite 
dividirt gibt 


cot n «in 2<t 

=: =cot n = 

sin « l — CO» 2« 

Aus dem Art. (Vidnus, Formel 

hält man 


(27) 
37 er- 


cot 


1 + ro* 2« 
1 — ro« 2n 


(28) 
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9. Die beiden Formeln 19 mit einander 10 . Setzt man in die Gleichungen 3 and 
mnltiplicirt geben 4, No. 4 für « den Werth 45'’, so ist 

»in (« + ß) »in {ß — a) = coin = 1, cos 45® = »in 45® 


col ’« ~ eol^ß- 


• sin'ß 


(29) 


und man hat 


co((45®±/S) = /j(45°t/J) = 


cos ß ^ »in ß _ 
cosß ± sinß 


iT«y/? 

i^igß 


(30) 


Mnltiplicirt man in 

cosß — sinß . cosß + sinß 

— - — und T'“ 

coifi-^-stnß co$ß — itnß 

Zähler and Nenner mit dem Nenner so 
erhält man 

co.(45®^« = ^^;,^;„ (31) 

Dhidirt man beide Gleichunt^en 31 durch 
einander so erhält man 
eol (43” + (») _ . V» CO , _ 1 - 2« 

cot(45®-/J)_ _ o l + »in2o 

^(ib° + ß) = -^’-rr»in 2 a 

II. Entwickelung der C. in eine nach 
Potenzen des Bogens fortlaufende Reihe. 

Die Reihe Bd. I pag. 113, No. 12 eignet 
sich zur Umkehrung ans demselben Grande 
nicht, wie die für den Cosinus (s. d. No. 16) 

_ . , , cos a 

Es ist aber eoln~ . — 

»tu it 

Nach pag. 145 und 144 hat man 

o> n* a* n« 

“‘"=*-( 2 ) + (T)-(- 6 ) + (T)--- 


« ft* ft* «• 

’"‘"=T-(¥)+rä~m‘^(9)‘ 

Beide Reihen durch einander dWidirt 
werden gleich gesetzt der allgemeinen 
Form der Reihe 

cotti = .4 4" Ra + C«* + Do* -f- Ea* + 

Nun ist col (— n) = — cola 
beide sind gleich grofs aber mit entgegenge- 
setzten Vorzeichen ; es dürfen also die Glie- 
der mit geraden Exponenten von n und das 
unbenannte Glied .1 nicht vorhanden sein, 
weil diese auch für (— n) dasselbe Vor- 
zeichen behalten. 

Ferner wird für « = 0, col = oo 
mithin mufs ein Glied vorhanden sein, in 

p 

welchem n Divisor ist, wie— ■ 

tt 

p 

welches für n = — o, wird, 

also der zuerst gedachten Anforderung 
entspricht. 

Die allgemeine Form der Reihe ist^also 

col n = ~ + Bn + Cn* Dn* + En* + 

n 

Und man hat die Gleichung: 


(2)_y)_J6^ ( 8 ^ = A + 4 . Cn* + Dn* + Eiß +Fa* i ... 

T~(3)'^(¥)“(7)'*'(T) 

Nun ist, der Nenner links mit der Reihe rechts mnltiplicirt: 
n X = v4 4 Rn* 4 Cu* + Dn* -f- Ea* -p En*® 

X= - ~ n* - -n* - —a* - —a'O 

(3)’^ (3) (3) (3) (3) (3) 

+ X = -p n* + ^a* -P A„e ,p ß „ 10 

(5) ( 6 ) (5) (5) ( 0 ) 

_(l!.x= _ :lln» „8 _ ?.„io 

(7)’^ (7)“ af (7)" 

^(9) ' (9) ^(9) 

- — = - A„ie 

(11) (II) 

Den Zähler links auf die rechte Seite gebracht und addirt gibt: 


0 = (d-l)nO+(R-^J + iJ«*+(C-| + ^-^y„* 4 - 

- - - - + 

(3)^(5) ( 

-- 

10)J 


^ - (3) + (5) - (T) + (¥)] " + '(3) + (T) -(T) + (T) ' w) " + 

+ fF _ A . ■ 

L (3)^(6) (?r(9) (11)'^(10)J 
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Die einzelnen Coefticienten = 0 gesetzt 
nnd entwickelt 
>4=1 

1 




c = - 


2’ 

3(J>r 


1 

45~ 


D = - 


E= - 


2 » 

W)~ 

5(9) ^ 
5j 2® 
3(Ti)' 


F=- * 


945 

1 

4725 
2 


93555 


u. s. w. 
Somit ist 


1 1 

cot « = — « 

a 3 


i.„3_ 

45 945 


a®- 


4725 


.7- 


93555 


Vergleiche Cosocante No, 12, Cosinus 
No. 16, Cosinus versus No. 4. 

Cotesiscber Lehrsatz (Gutes, ein eng- 
lischer Mathematiker zur Zeit Newtons). 
Wenn man auf dem Durchmesser AH 
eines Kreises aufserhalb des Mittelpunkts 
C einen Punkt P annimmt, jeden Halb- 
kreisumfang in n, also den ganzen Kreis- 


Fig. 517. 



umfang in 2;t gleiche Theile thcilt, und 
von P aus nach den Theilpnnkteu ge- 
rade Linien zieht, so ist, wenn der Halb- 
messer C7/ = r, der Abstand CP=a ge- 
setzt wird, 

1. r« - a» = PAxPDx PFx PH X....PM 

2. r" -f- rt« = PBx. PE X PGx PJx.... PIS 
In 1 ist der erste Factor der Abstand 

r — n, in 2 ist er die nächst folgende 
Theillinie, der letzte Factor in beiden ist 
die letzte Theillinie, so dafs n Factoren 
entstehen. Der Punkt P kann auch aufser- 
halb des Kreises in der Verlängerung von 
HA liegen , wo dann aber — r» statt 
fo _ a'i gesetzt wird. 

Zieht man nämlich von irgend einem 
der Tbeilpunkte, z. B. von D, den Halb- 
messer DC, so hat man 
PD^ = CP- + CD® F '2CPx CD ro$ DCP 
oder 

PU- = rt* + r® I- 2ar cot DCP 
wo das obere Vorzeichen für Z.DCP von 


0 bis 90° nnd von 270° bis 360°, das 
untere von 90° bis 270° gilt, indem hier 
die cot negativ sind und woher das po- 
sitive Zeichen fortgelassen werden kann. 
Nun ist Bogen 

AB= BD = DE u. s. w. =-^ n 

H 

folglich cot BC P=cot~ n 

2 

cot DCP= cot — n 
n 

3 

cotECr=cot — n u. s. w. 
n 

Bezeichnet man nun die Theillinien von 
PA aus nach einander mit »; Si; »j; 
u. s. w. so hat man 

s* = r® — 2 o»” • cot 0 + = (r - o)* 

j , ® = r* — 2 «r cot — /T a* 

II 

2 

j,® = r® — 2 ar cot — n + rt“* 

n 

3 

s = r® — 2 ttr cos — ;r + «® 
n 

u. 8, w. 

Die Bogen haben also alle die Form 

2j» . 2w -f 1 

— 7/ und 71 

n n ' 

Die Quadrate mit den Bogen der ersten 
Form gehören zu dem ersten Satz für 
r" — a", die der 2ten Form zu dem zwei- 
ten Satz für r« + o" 

Die Quadrate der Factoren von r« — a« 
im ersten Quadrant sind also: 
s* = (r — a)® 

2 

j .* = r* — 2 ar cot — rt -f a* 
rt 

4 

i .* = r® — 2 «r CO» — « -f- a* 
n 

die letzten Glieder sind, wenn i» gerade ist; 

fl — 4 

s ®/(_4 = r* — 2 ar cot n -p o* 

n 

sVi— S = r* — 2 ar cos ti -f a® 

n 

s®a = r® — 2 ar cot n -f- n* 

= r‘ -f 2 ar -f a® = (r -f- a)* = HP^ 
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diMelbao wenn n aogerade ist 

1 " « ^ I 1 

»3^—3 — r‘ - 2 ar cos n + «'' 

fl 


die letiten (vlieder sind, wenn n gerade ist 
*^«^3 = — 2 ar cos ~ ^ n + 


*’«- 1 = r* - 2 nr ro* n +a^= C/^ _l = r* — 2 ar ros ^ n o* 

n fl 

Die Quadrate der Factoren Ton r« -i a» und wenn n ungerade ist 

sind , - ^ » - 2 

\ a = r* — 2 ar ros n -f 

* = r* — 2 «r CO» — » + •* ^ 

a »a« =r*+2ar + Ä» = (# +«)^ 


a 


i,’ = r* — 2 ar cos — ti + a’ 


2. Zu dem Beweise des C. Lehrsatzes 
gelangt mau mm auf folgende Weise: 
Pie Trigonometrio erweist die Richtig- 
keit der rormel 


».* = — 2 ar CO» « + 

• fl 

cosa -t «tfi « j/ — 1 = 1 [eo» »« ^ »innrc|^ — ij 


Setzt man ro» »« = 1 , so ist nu ent- 
weder = 0 oder = 2n oder einem Viel- 
fachen Ton 2;», überhaupt = 2m/i, wo 
« = 0 und = jeder l)elienigen positifen 
ganzen Zahl sein kann, und für jedes m 
ist »ifiiiasO. Ks ist demnach für die- 
sen Fall 

ro»« ± »tfirt F “ 1 = Fl 
. 2« 
und rt = — n 

n 

für m 0 entsteht c«*0 ±»i«Oj' — i = -i- I 
für fii = (wenn n gerade ist) entsteht 

CO» n -i: »IH ft — l = — l 

Ist « gerade, so sind 2 Wurzeln von 


1" müglicb, nämlich -f- 1 und — I ; ist n 
ungerade so ist -j- l die einzige mögliche 
Wurzel von 1«. Pie übrigen w - 2 oder 
w — 1 Wurzeln von 1" sind unmöglich 
und sie wenlen durch den Ausdruck 
ros r< ± »iH n — 1 sämmtlich geliefert, 
wenn man für n die luitnrUch aufeinan- 
der folgenden Zahlen 1 bis n s- 1 setzt, 
wo dann für den Fall, <lslj( n gerade 
ist, auch diu zweite müglichc Wurzel 
(für m = An) mit inbegrilTen ist. 

Pafs nicht mehr aU diese « - ! Wur- 
zeln entstehen ersieht man no« den Wur- 
zeln wenn man für f« die Werthe m + k 
und w — k SeUt; denn es ist 


2(m + *) 2m + 2* ^ 2fc\ 

cot 71 =r ro» .7 =♦ cos I I -J- — J .ß 

n n \ n 7 


und 


2(m-A) / 2A\ 

ro» •' 7 = cos I 1 — — I 7 

n V n / 

( 2A\ / 2A\ 

1 + — I n = (l 1 7 

„ . ... 2(w + A) . . 2(m4-A) — - 

Es tat mithin cos 7 ± »in 7 p - 1 

n H ' 

2(m-A) . 2(m-A) . — - 

= ro» 7 ^ »m 7 t' - 1 


Wenn also m > n genommen wird, so 
entstehen \Verihe der Wurzel, die schon 
bei m um eben so viel kleiner als n vor- 
gekoromen sind; es ist daher der höchste 
Werth von m =: n, and es entstehen dann 
für m = 0 bis m = n swar n + i Woneln, 
aber die erste für m = 0, also für a = 0 
und die letzte für m = fi, also für rfs=27 
sind einander gleich, so daTs überhaupt 


von m = 0 bis m = fi — 1 oder von m = 1 
bis m = n nur nW'nrzeln entstehen, in 
welchen die eine oder die beiden einzigen 
mugUcheD Wurzeln mit inbegriSen sind. 

3. Setzt man unter der Voraussetzung 
dafs n gerade ist, in die beideu letzten 

Formeln II, für die Wurzel für r» so 

hat man die beiden gleichen Wuneln 


/ 
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CCS — 71 ± «in — ^ 

•I n 


und 


— ff p — 1 
\ 

m 

‘) 

- a V-1 

IV. 


von welchen die beiden Wuneln niit den einander gleiche Product«; demnach hat 
oberen und die mit den beiden unteren man nur eins dieser Product« als eine 
Vuneichen einander gleich sind. Multi> Doppelwurael zu nehmen. Wählt man 
plicirt man aUo die beiden Wurzeln für die untere ^ so hat man vereinfacht di« 
+ A in No. UI, ebenso die beiden Wur- 2 Wurzeln in einer Doppelwurzel: 
sein für— A in No. IV, so entstehen 2 

j^co« — 2-^) V + «IR — 2““^ 71 j/ — ij l^ro« — 2”^ n -- «in — 2 — ^ ^ * j 

= co.’(l- 2 ^)n +»m’(l-a‘)n V. 


Setzt man in Formel IV. statt k nach 

einander die Werthe — , — — 1, — - 2, 
2*2 ’ 2 ’ 

. . V - 80 erhilt man 

rotO ±tiaO (/— 1 = 4- 1 ifO 

coi 2— ^ ttn2 — V - 1 
n n ^ 

cos 4 — ^swi4— V — 1 
n n 

~‘2-(Y-3j^Tn«2.(|-3)^V^ 

„.2 .(A - 2 ) ri.2 . (|-2)^y^ 

n . n . — — 

COI»* — ^iin». — V— 1 = — 1^0 

n n 

Die erste und die letzte Wurzel sind 
einfach, die übrigen 

sind mit + und — sämmtlicfa doppelt und 
es entstehen überhaupt »Wurzeln, von 
denen nur die erste und die letzte mög- 
liche Wurzeln sind. 

4. Setzt man rotnif = a" statt 1", so 
hat man jeder einzelnen der vorstehen- 
den Wurzeln noch den Factor a zn geben 


Ist nun, um auf den CotosUchen Lehr- 
satz zurück zu kommen 
r" - o" = 0 

also r» =-f a" 

so sind die Wurzeln für a" auch die für 

r*. Bezeichnet man diese mit w.ic,; 

( 0 ,; u,i so ist die Differenz zwischen 

r und jeder derselben, wie (r — tom) ein 
Factor von r" — o" und folglich (s. al- 
gebraische Glcichnng U, Ib, 17 n. s. w.) ist 
r"-a« = (r-ic)(r-Ki,)(r-ic,) (r-w.) 

Uan hat also die einzelnen Factoren 
von r» - «" 

COI 0 ± ri» 0 — 1 ] 

”2 2 - 

coi — ff ± sin — ff 1^— 1 


^ -a. • ^ / — T 

cos — ff * SIR — ff V -* 1 

n R 


R - 2 . R - 2 

cos — — -ff ^ StR ff I 


R . . ff ' — r 

ros — Tt ± StR — ff p — 1 




Multiplicirt man nun je 2 zusammen- 
gohörin nämlich je 2 dnreh -a vereinige 
Wurzeln zu einem Duppelfactor wie IV 
zn der Doppelwurzel V so erhält man 


r - o (coi 0 -(- f i» 0 (/ — 1 )J [r — I» (coi 0 — li» 0 j/ — 1.)] 
r — o ^coi -- .1 + tin — n ^ — a ^coi ~ ~ — n ^ 


u. 8. w. woraus 
1) r’ - 2 ar -t- a* = (r - 
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2) r^~-ar[2cot — n + »in — n 1 — im — » V— l)+ o’(roj’ — n + iin’— 

\i» n n > \ n n / 

2 

= r* — 2 «r Cfs — n + o’ 


3) r* — 2 «r eot — n + o* 


— 1 ) r* — 2 or CO» — - ii + a* 

/ » 

) r’ — 2 ar eot n 4 «’ = r’ 2 ar + o* = (r + n)’ 


5. Uieas Factoren stimmen nun genau 
mit den für bis s)i’ überein, 

nnd es ist nur noch zu bemerken, dafs 
der erste Factor = PA'‘, der letzte — /’W’ 
ist, dafs also die iiuadrirten Linien nur 
dem ersten halben Kreis angehören. Da- 
gegen liegt jeder Theillinie des ersten 
Halbkreises eine ihr gleiche in dem zwei- 
ten Halbkreis gegenüber, wie der PD die 
PM-, es ist afso »,* = PD* = PU-^PM.^ 
Da nun, wie am Schinb No. 3 bemerkt 
worden, der erste und der letzte Factor, 
hier PA and PH nnr einfach genommen 
werden darf, wenn nicht b + 2 statt n Wur- 
zeln entstehen sollen, was unmöglich ist, 
so ist der 1. Salz, nämlich 

r» - a'i = PA K PDx PF y. ... PH 


6. Wenn der Halbkreis in eine ungrade 
Anzahl Thoilo getheilt ist (b ungerade) 
so fällt für den ersten Salz keine Theil- 
linie wie PH in den Durchmesser, son- 
dern zu beiden Seiten derselben, in PG 
und PJ. Man sieht, dafs beide einander 
gleich sind nnd dafs man wieder nur die 
Quadrate der Thoillinien des ersten Halb- 
kreises erhält. Für diesen Fall kann man 

in Gl. II nicht für ib setzen, sondern 

B± 1 
nur 


Für m 


, B+ 1 
2 


hat man den allgemeinen 


Ausdruck des Bogens 


statt Formel IV. 


. B — 1 

für ■* = -2 






Setzt man für den ersten, die Werthe 
Ton k nacheinander 
B -j- 1 B — 1 3 6 4 2 

2 ’ “ 2 “’ 2 " T’ T’ T’ “ 


so erhält man für a nach einander 

—3 B— 1 B+1 

— .7 ; — — .1 ; n 


«2 4 

0; -nj 


Setzt man für den 2ten Bogen die Werthe 

Ton k 


B-Jl b- 3 £ i. n 

2 ’ 2 ’ ■■■■ 2 ’ 2 ’ 2 ’ ° 
so erhält man für u 



B 




4 

— n 

B 


b-3 

B 


”, 


für ä = — 1 entsteht erst a = 


B-1 
- I 

n 

B+1 

— n 


n 

Man hat Ton beiden Werthen für m 
also nnr einen denelben zn Grunde zn 
legen , weil man für beide dieselben Bo- 
gen n erhält, und zwar dieselben wie No. 3 


für iB = -^, nur dafs der letzte nicht ,■» 
sondern n ist ; und dieselben Dop- 

pelfactoren , nur dafs der letzte nicht wie 
No. 5 = (r + 1 »)* = PH’ sondern 

= r^ — 2arcos" - u + «•= PC’s PCxPJ 

B 

SO dafs auch in diesem Falle 

r« - a« = PA X PH X PFx .... P.M 
7. Zum Beweise des 2ten Satzes: 

r^ + a' = PBxPF.xPGx PV 

setze man in Gl. I. cot nn = — I 
so ist B« entweder = n oder = einem 
ungeraden Vielfachen von n, überhaupt 
(2iB+l)n , wo » 1=0 und jede beliebige 
ganze positive Zahl sein kann. Für jedes 
m ist »IB BB = 0 demnach ist 

cot n ± »in n 1 ' — 1 = 1 ' - 1 
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iiod R - 

n 

fnr »1 = 0 entsteht ro» — n ±ii» — nt'' — ! 

n » 


für m = 1 


fnr 


3 3 

rtts — ;r — n l/ — l 

n n 

CVS 71 ^ II« — 71 y — 1 


für 771 = 


«— 3 


71-2 ..«-2 

CO$ 71 ±1171— « I • 

II fl 


für 77* = " ^ r«i 71 ± iiti ti — l 

Uie hienu p:ehurige TheiUinie ist PHt 
ro$ 1 $ ± 1171 fi|— 1 = — l±0 = — I. 

Diese* ThülIHnie als Wurzel bleibt einfach, 
weil sie keine ihr correspondirende hat, die 
f* ^ X 

vorhergehenden — ^ — Wuneln werden 

qnmdrirt und es entstehen zusammen 

3 • " ~ + 1 = n einfache Wurzeln, wie es 

die I’utenz erfordert. 

Ist « gerade, so sind die letzten Glieder 
» n — 3 . » — 3 ,* 

für m = - — 2 ; ros n * stH n | - 1 


Cnblkcablicbe Wartel für 6te Wurzel 
aus einer Zahl ist eine nicht mehr ge- 
bräuchliche Keieichu^. Die Ansziehnng 
derselben ans einer Zahl kann nach der 
Bd. I , pag. 243 No. 15 angegebenen Me- 
thode geschehen; bequemer ist es, erst 
die 3te Wurzel und aus dieser die zweite, 
oder erst die 2te und ans dieser die dritte 
Wurzel zu ziehen; es ist oämUch 

Ist H ungerade so sind die letzten Glieder I ■« = = V'l ® Anweisung dazu gibt 

Bd. 1, pag. 240, No. 2 bis 8 für die V\ 
pag. 242, No. 9 bis 12 für die Cnbikwutzel. 

CabikcnbUche Zahl, Cabocabu, eine 
nicht mehr gebräuchliche Bezeichnnng für 
^e 6to Potenz einer Zahl (ff). 

Cnbik- Einheit ist der Würfel als Ein- 
heit zu Vermessung und Berecbnnng kör- 
perlicher Räume. Für diesen Würfel wird 
zur Seite eine irgend wo gesetzlich fest- 
gesetzte I.Änge zur Einheit angenommen ; 
z, B. 1 Fufs zur Seite gibt den Würfel: 
Cubikfufs genannt, 1 Meter zür Seite den 
Cubikmeter u. s. w., und jeden körperli- 
chen Kaum drückt man in_ die Anzahl 
dieser C aus, welche er enthält. So s. B. 
hat ein rechtwinkliges Parallelepipedum 
von der I.ängo /KnTs, der Breite 4 Fufs 
und der Höhe h Fufs den körperlichen 
Inhalt von /x4xA Cubikfufs. (Vergleiche 
Cubisches Maafs und Cubus.) 

Cabik inbalt, Körnerlicher Inhalt eines 
Körper» oder eine» Körperlichen Raumes 
ist die Anzahl der Cubik-EtnheiUn, welche 
er enthält. 

Cttbikmufs ist eine bestimmte Cuhik- 
Kinheit, als Cubikfuls, Cubikruthe, C«- 
bikzoll u. s. w. 

Cabiktafeln sind Tafeln, in welchen 
die Cubi der natürlich aufeinander fol- 
genden Zahlen angegeben sind; wie In 
Vega's gröfseren logarithmischen und Iri- 
gonometrlachen Tamln. 

Diese Tafeln sind mit Hülfe von Dilfe- 
renzenreihen berechnet: hat man die ersten 
SCuben 1* = 1, 2* = 8, 3*= 27, 4* = 64, 
6» = 125 ermittelt, schreibt diese Zahlen 
als arithmetische Reihe höherer O^nung 
neben einander und bildet die Differen- 
zenreihen so erhält man 

1 8 27 76 126 

7 10 37 Gl 

12 18 24 

und ersieht, dafs die zweite Differeuzen- 
reihe eine Reibe der ersten Ordnung mit 
der constanten Differenz 6 ist. 


für»i = - 


. n— 1 . . »—1 

-l;coj - n±»in n l'- 


l>ie zu dem letzten Gliede gehörige 
Theillinic ist PC, ihr correspondirt die 
Linie PJ , in II fällt keine TheiUinie, 

sämintliche Theillinien von m = 0 bis 

m = -" = 1 werden ijnadrirt nnd cs ent- 
stehen wieder n einfache Wurzeln. Die 
Doppelw utxeln hieraus sind also wie ans 
No. 4: 


1 . 

2. I 


— 2 fir roj — n + a~ 

n 


. 2 or cos — u -b u* 

n 


3. r* — 2ar cos a -f o> 

n 

Das letzte Glied entweder r -|- « 
oder 


. „ »—1 , , 
r“ -• 2 ar cos rz -b ö 


Hit der l'ebereinstiuamung dieser Glie- 
der und der Glieder fürs,^, »j’, »,* o. s. w. 
ist der 2te Satz liewiesen, nämlich 
rs + „» = PB X pp: y. PCX PiV 


125 21« d« 512 729 1000 1331 1798 ... 

61 xV «1 127 1«9 217 971 381 397 

24 /— 30 36 43 48 54 60 66 
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Nun rechnet mnn 94 +8 = 30,50 + 61=01, 
01 + 125 = 318 nnd hat 216 ale 8^t ferner 
30 + 6 = 36,36 + 91=127, 127 + 216 = 343 
= 7*; weiter 36 + 6 = 42, 42 + 127 = 169, 
189 + 343= 512 = 8’ u. s. f. EinePrü- 
fnng nnd Vereichemne der Kichti|;keit 
ernebt eich nach je 10 Zahlen, nämlich 
hei den Wnneln 10, 20, 30, 40, deren 
Cnben 1000, 8000, 27000, 64000 .. .. lind. 

Cabikwunel einer Zahl iet diejcniflo 
Zahl , welche 3mal mit sich selbst niulti- 
plicirt jene Zahl hervorhringt. IMe we- 
nigsten Zahlen sind Cnben, wie t. 11. 1, 

8, 27, 64; alle dazwischen liegenden Zah- 
len sind keine Cnben, so z. 11. existirt 
keine Zahl, welche 3 mal mit sich seihst 
multiplicirt die Zahlen 2, 3, 4, 6, 6, 7, 

9, 10 n. s. w. hervorhringt. Dagegen 

kann man durch Decimalen der l solcher 
Zahlen möglichst nahe kommen nnd da- 
her nennt man eine Zahl von der die 1' 
angegeben werden soll, aber nur nähe- 
rnngsweise angegeben werden kann, einen 
unvollständigen Cubas. 

Bd. I, pag. 242, No. 9 nnd 10 lehrt das 

Ausziehen der + aus ganzen Zahlen, No. 1 1 
aus Decimalbrüchen auf elementarem 
Wege, No. 13 mit Hülfe von Logarithmen, 
No. 14 aus trigonometrischen Functionen, 
No. 15 bis 21 durch Keiheu-Entwickelung 

auch für andere Wurzeln als +. Von 
pag. 250 ab das .\usziehen aller Wurzeln 
ans Buchstabongröl'sen nnd pag. 252 No. 6 

das Ausziehen der i aus unvollständigen 
Cubeii von Buchstaliengröfsen. 

Als Beispiel von näherung.sweiser Auf- 

findang der + ans einem unvollständigen 
C'nbus von Zifferzahlen diene 1 2. Es ist 

j 

12 nahe 1 ; l’ = 1 

näher 1,2; 1,2’ =1,728 
näher 1,25; 1,25’ = 1,953125 
näher 1,259; 1,259’ = 1,906616979 
näher 1,2599; 1,2599* = 1,9998997 
näher 1,25992; 1,25992’= 1,999981 
näher 1,259021; 1,2.59921’= 1 ,999985 
Vergl. auch Art. Cnbn.s, No. 2, III. 

2. Hat man ans einer Zahl die )' aus- 
geiogen und sie geht auf, so ist jene 
Zahl ein vollständiger Cubus. Will man 
sich von der Richtigkeit der Rechnung 
überzeugen, so cubirt man die erhaltene 
1 und sie mnfs bei richtiger Rechnung 
den zuerst gegebenen Cubus liefern. Die 
sogenannte Nennerptobe, von der schon 
B(T. 1, pag. 28, Art. Addition No. 4 dio 
R«le gewesen ist, führt schneller zum 
Ziel. Man nennt deu Uebersebufs der 


Summe der Ziffern einer Zahl über 0, 9 
oder über ein Vielfaches von 9 die 1’ ro- 
bezahl und zu jeder l’robezahl einer 
Wurzel gehört eine ganz bestimmte l’ro- 
bezahl ihres Cubns. Z. B. der (\ibus von 
5 ist 125; die + = 5 hat den Uelierschufs 
= 5 über 0, also die l’robezahl 5; der Cn- 
bus 125 hat die Summe der Ziffern 
= 1 + 2-15 = 8 also die l’robezahl 8 und 
es gehört zur Probezahl 5 der l die Pro- 
bezabl 8 des Cubus. Elien so ist 6’ = 216; 
die l’robezahl der W’urzel ist = 6, dio des 
Cubns = 0. 


Man erhält die l’robezahlen, die natür- 
lich von 0 bis 8 nur exi.stiren, wie folgt: 
Wurzel, Probezahl; Cubus, l’robezahl. 


1 

1 

1 

l 

2 

2 

8 

8 

n 

3 

27 

0 

4 

4 

64 

l 

5 

5 

125 

8 

G 

6 

216 

0 

7 

7 

343 

l 

8 

8 

512 

8 

9 

0 

729 

0 

Die Wurzeln halu 

'II also alle 

1 Probe- 

zahlen von 0 bis 8, die Cubi nur 

tlie Pro- 

bezahlen 0» 

1 und 8. 



Beispiele. 




W urzel , Probezahl ; 

(’ubus, Prubezahl. 

36 

0 

46656 

0 

145 

1 

.3048625 

1 

317 

2 

31855013 

8 

723 

3 

377933067 

0 

643 

4 

265847707 

1 

194 

5 

7301384 

8 

681 

6 

315821241 

0 

358 

7 

45882712 

1 

584 

8 

199176704 

8 


Dafs auch melir/.iffrige Zahlen dem Cie 
setz der einziffrigea Wurzeln folgen müs- 
■son lieweisl sich fulgendermaarseti : 

Jede noch so grol'so Zahl kann zerlegt 
werden in 9 .V + » wo m eine einziffrige 
Zahl Oller = Ü Ut. Nun ist 
(9iV+»)’=9’-jV’ + 3.9*-lV’.n + 3-9 iV-«’ f «’ 
Ist mithin der Ceherschnfs der Summe 
der Ziffern einer mehrziffrigen Zahl über 
ein Vielfaches von 9 = einer einziffrigen 
Zahl II, also auch = dem lieberschufs (lie. 
ser Zahl ii über 0, so ist auch der llehet- 
schufs der Summe der Ziffern des Cnbiis 
jener mehrziffrigen Zahl über ein Viel- 
faches von 9 = dem l'eherschnfs der Zif- 
fern des Cubus der einziffrigen Zahl n 
über ein Vielfaches von 9. 

3. Dieselbe Probe kann man mit Nutzen 
anwenden, um dio Richtigkeit der Rech- 

i 

nung bei der Ansziehung der + aus einem 
lUvoHkoiuiueuen Cubus zu prüfen z. B. 


Digitized by Google 


Cnbikwurzel. 


CnbikwuneL 


156 


1 79=4,290940... 

64 

16000 
3.4’-2= 9600) 

3-5-2’= 480} 

2’= 8' 

10088^ 

4912000 
3 -42’. 9 = 4762800) 

3 -42 -9*= 102060} 

9*= _ 729 ) 

486.6689 
4641T0ÖÖ0üÖ 
3 . 4290* . 8 = 44169840000) 

3'4290.8*= 8236800} 

S>=_ 612) 

44178077312 
2232922688000 

3- 42908’ • 4 = 2209316766800 

3.42908-4*= 20596840 

4*= M 

22093663’62704 

23586335^' 

n. s. w. 

Zum Versuch, ob die Warze) 42 richtig 
ist hat man 

79000 - 4912 = 74088 als 42*. 

Die Probozahl 0 von 74088 stimmt mit 
der 6 von 42. 

Zum Versuch ob die Wnnel 429 rich- 
tig ist, hat man 

79000000-46411 = 78953689 als 429*. 

Dio Probezahl 0 des Oubus stimmt mit 
der Probozahl 6 von 429. 

Zum Versuch, ob die Wurzel 4S908 
richtig ist, hat man 

79000000000000 
- 2232922688 

=T8997767077312 als 42908*. 

Die Probezahl 8 des Cubas stimmt mit 
der Probezahl 5 von 42908. 

Zum Versuch endlich, ob die Wnnel 
429084 richtig ist, hat man 
79000000000000000 
23586336296 

= 78999976413664704 als 429084* 

Die Probozahl 0 des Cnbus stimmt mit 
der Probezahl 0 von 429084 u. s. w. 

Aber auch diese Prüfungsweise kann 
man sich noch erleichtern: 

Der Oubus von 42 ist = 79000 — 4912; 
man bat also nicht diese Differenz zu bil- 
den, sondern nur die Differenz deren Zif- 
fernsiimmen = 7-b9-(4+9-|-l-(-2) 
= 16 — 16=0 und die Probezahl 6 von 
42 stimmt mit der Probezahl 0 des Cubas. 

Ebenso stimmt die Probozahl 6 der 


Wnnel 429 mit der von 79 - 46411, näm- 
lich mit 16-16=0 des Cobns. 

Desgleichen die Probeiabl 6 der Wur- 
zel 42d08 mit der von 79 - 2232922688 
nämlich mit 16 — 44 = — 28 = — 4-9-f8 
oder mit 8 des Cnbne. 

Endlich die Probezahl 0 der Wurzel 
429084 mit der von 79 - 23686336296, 
nämlich mit 16 — 52= — 36 also mit -PO 
des Cubns. 

4. Die Cnbikwnnel aus a* ist = e; es 
bat aber die Gleichung x* — a* = 0 als 
cubisebe Gleichung 3 Wuneln (s. Bd. I, 
^ag. 60, No. 13), nnd es mub folglich 

l'o* anfser « noch 2 Werthe haben, so 
dafs wenn diese 6 und c sind; 

(x - a) (x — 6) (x — c) = X* - o* 

Man erhält also diese beidenWerthe wenn 
man x* — a* durch x — a dividirt nämlich 

X*- n* 

= X* -|- ax -I- o* = 0 

X — a 

wonus dio Wuneln nach Bd I, pag. 49, 

No. 9; 

x = -ia(l±l/-3) 

Die 3 Kabikwuneln tod a* sind dem' 
nach 

a;-la(l-t-V-3);-;a(l-v/-3) (1) 

Ist a* irrational z. B. von der Form 
b ±y'c, so hat man natürlich die 3 Cu- 
bikwurzeln von a* 

1 » 

l'6 ± V'c; V'ä ± |'c(l -p V — 3); 

-,|V'6±V^(i_j/r3) ^ 

Ist a* unmöglich, etwa von derForm 4*p— 1 
so ist die eine Wurzel offenbar — ä — 1 
denn(-6p-l)*ist=— 6*nnd (- 4*)x(- 4v'— 1 ) 
_ =-P4*p^ 

und dividirt man x*— 4* 1 dnrchxpäy' — 1 

so erhält man 

X* -P x4 J’ — 1 — 4* = 0 
woraus x = { 4 (p — 1 ± p3) (3) 

die 3 Wurzeln ans 4*p — 1 sind daher 
-4P-1; i4(|/=T-PV3); 

Hat das unmögliche a* dieForm 4±cp— 1 

so ist die erste Wurzel = V^4± cp - I 
und die andern beiden sind 

I 

-iK4±cp-^ • (l 
Die 3 Cnbikwurzeln von 4 ± cj' — 1 sind 
daher 

» s 

^4*0) -1; -iVh*cy~ i (1 -P p-3); 
% 

-i 1 / 4101 /^ 1 ( 1 -)/ -3) (4) 
6. Die Cnbikwurzel ans imaginären 

i 

Gräben von der Form )/— a erregen bis- 
weilen Bedenken und veraiÜBSsen Dn- 


I 
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riebtigkaitoD , daher hier folgende kune nnd da l] 'a als Factor nichts bedenkli- 
Erlioterungeni ches hat, so soll nur von der Qnifse 1 

Jede imaginäre Grölse von der Form {{«de sein. 

4 ) ■- o läfst sich nmändem in 4 1' o x i - 1 


Es ist 

,/_ixp'-l = p'{-l)> = -l 


daher 

I 
1 

II 

i7 

1 

11 

17 

X 

J 

II 

•• 

1 

(1) 

folglich auch 

v( - 1 - 1) = 1- 1 

(2) 

ferner ist 

f - y- 1) X (- V'- 1) = (- v- 1 )> = + (.]'- 0» = - 1 


daher 

(- 1 - 0»=(-)/-T)»x(-i/-i) = - ix(-r- i) = -n - 1 

(3) 

folglich auch 

i'(+ = - 1'^ 

(■») 


6. Band I, pag. 253, No. 8 ist die V 
aus einem Binom von der Form A yB 
bestimmt worden. Dies veranlaTst auch 

s 

yA ± yB bestimmen au wollen. 

3 _ 

Es sei i'i4±p'Ä = x± jfps 
ao ist s jedenfalls ein Factor von B und 
man kann setzen 

V{A^yB) = x^=yyB (1) 

woraus A ± y B = (x ± yyB)* (2) 

und A*-B = {x'-By^ (3) 

Eine Bedingung ist demnach, dafs A‘‘~B 
ein vollständiger Cubus sei ; sollte es nicht 
sein, so lälst sich eine Zahl it finden, so 
dap) n(yt’- B) znm vollständigen Cubus 
wird. Es sei dieser Cubus = m’ so ist 
m = X« - (4) 

Nnn ist aus Ol. 2: 

.4 + t'ß = X® + 3x*y Fß + 3x y*ß + yiBvB 
hiervon das Rationale dem Rationalen, 
das Irrationale dem Irrationalen gleich 
gesetzt : 

4 = x> + 3ßxy‘ 
l = 3x»y + y>fi 
oder ans Gl. 4 : 


also 4 = x> + 3x (x’ — in) 

,3 A , 

woraus x* — pmx — r - 0 

eine Gleichung, die mittelst der Carda- 
nischen Formel, Bd. 1, pag. 52, No. 21 
auftulösen ist. 

Diese Entwickelung befindet sich in 
Kiügels math. Wörterbuch Bd. I, pag. 577, 

t 

wo nur yA ± yB nicht =x.-tyi'Ä 
sondern = (n + > y) 1« gesetzt i.st, wel- 
ches zu demselben Endresultat führt, näm- 
lich zu der cubischen Gleichung 
A = 4p*o — 3m pu 

oder geordnet p’ - m» - ^ = 0 
4 4a 

Geht mau auf diese allgemeine cubische 


Gleichung näher ein, entwickelt nämlich 
X nach der Cardanischen Formel, so er- 
hält man nach Rednction ; 

x=i \y 4-1- 1/4>- mH Va- |'4« - iir>] 

Setzt man hierein für m seinen ur- 
sprünclichen Worth A' — B so hat man 

X = i L 4~+ yä + V' ß j 
d. h. das Resultat, welches man aus der 
ersten Annahme, Gleichung 1 findet, 
nämlich 

3 

( 4 + V'ß = x + yl ß 

® "HL“ s 

folglich addirt und mit 2 dividirt; 

i [iM + yB + \ A - \ B\ = X 

Die Entwickelung hat nur einen Cirkel 
gemacht, und die von Klügel hinterher 
gegebenen Beispiele 

P2± p5 = i(l±|-5) 

V r±"3l 3 = (1 ± p3) \>i 
sind mit Hülfe der obigen cubischen Gl. 
nicht berechnet. 

Csbikuhl ist die dritte Potenz einer 
Zahl. Vergl. Cnbiktafein. 

Cnbiscb ist zunächst das was sich auf 
den Würfel, den Cubus bezieht ; hieruächst, 
weil der Würfel die Körper- oder Cubik- 
einheit ist, was sich auf die Körperlich- 
keit eines Gegenstandes bezieht, also kör- 
perlich. So Lst in dem Art. .Ausdeh- 
nung der Körper durch die Wärme (Bd. I, 
pag. 187) die Ausdehnung als Längen-A 
oder lineare A, als Flächen-.A oder qua- 
dratische A und als Körper-A oder cubische 
A betrachtet worden. 

Da der cubische Raum in 3 Ausdeh- 
nungen oder Hauptrichtungen begriffen 
wird, von denen jede eine I.ängenaus- 
dehnung ist, die tu Bestimmung ijer cu- 
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Mscb»n Orütff mit eiiiander nialliplicirt 
«rrden, so nsniit man aurb in il«r Arith- 
metik jede (irürae, «eirbe 3 Klemente to 
Kactoreii hat, rübisrb, iiaiuentiirb die 
(iröbe von 3 gieichen Factoren den t'u- 
bu« des Klemente, «eil die lirülM dee 
Würfels oder des Oubue das Product seiiiea 
3 gleichen llauptausdehnungen ist, und 
eine (ileichung, in welcher eine Cnl»- 
kannte in dritter Potenz rorkommt oder 
in welcher mehrere l'nlickaunte zn 3 Fac- 
toren mit einander rerlmnden sind, eine 
cnbische (tleichiing. 

dürren, die durch cnbische Gleichungen 
gegeben werden , nennt man aligemein 
ui^t cnbische Curren sondern Linien 
dritter Ordnung; dagegen nennt man 
sneciell die Parabel, deren Gleichung 
a’jr oder y’= ot* ist, cnbische Pa- 
rabel, eben so die tlyiierbel von der 
Gleichniig cnbische Hyperbel. 

Cnbische Ansdebnnng ist die A eines 
Körpers oder eines körj>erlichen Kaumes 
nach unendlich rielen l.ängenricbtungen, 
die sich jedoch in S rerseniedene Haupt- 
richtungen zusammen fassen lassen (s. 
Ansdelihnng Kd. I, pag. 186). 

Cnbische Gleichung s u. cubisch und 

algebraische Gleichung. 

Cnbische Grfifse ist <lie (Iröfse der cu- 
bischeu Ausdehnnug eines Körpers oder 
eines körperlichen Itaumes, s. cnbische 
Ansdehnung. 

Cnbische Hyperbel s. u. cnlnscb. 

Cnbiscbes Haafs s. r. w. Cubikmaafs, 
d. i. eine der verschiedenen Oubik- Ein- 
heiten, wie für die l.ängen der Maafsstah. 
Wenn man von einem Gegenstände die 
Gröbe wissen will, mnfs man ihn messen, 
und der Maafsstah kann mit dem tn mes- 
senden Gegenstände nnr einerlei Natnr 
sein ; laingen wenlen durch Längen, 
Flächen durch Flächen, Köri>er durch 
Körper geme.ssen Aber nicht alles kann 
gemessen wenlen; dann tritt die Kerech- 
nung hinzn, wie bei nnzngänglichen_ I.i- 
nlan, die durch Vermessung von zngäng- 
Ifchen Linien mit Hülfe von Triangula- 
tion nnd /.cichnnng oder Berechnung er- 
mittelt werden. Flächenmaafse werden 
mir bei geringfügigen Gegenständen an- 
gelegt, sonst werden nnr Längen gemes- 
sen nnd hieraus die Flächen berechnet. 
Cnbische Maafse sind nnr im Gebrauch 
für Bedarf an Waaren; für sonstige kör- 
perliche Räume mifst man bestimmte 
Längen und berechnet aus diesen deren 
cnbischen Inhalt. 

Bekanntlich sind Linien mal Linien 


Flächen nnd Flächen mal Linien aiad 
Kürper; dies hat folgenden Grund i Denkt 
man sieb einen Punkt, der einen endli- 
chen geraden Weg zurückle^, ao hat der- 
selbe eine gerade Linie beschrieben. Macht 
nun diese Linie eine solche Bewegung, 
dafs ieder ihrer Punkte einen gleich gro- 
fsen Weg ziirückiegt, und dais jeder die- 
ser Wege eine gerade Linie ist, so he- 
schreilit die Lime eine Ehen«. 

Hält die Linie ihre Bewefrong irnnd wo 
an, so bat sie offenbar so viMe glelcn grofse 
grade Linien znrückgelegt , als Punkte 
tu ihr vorhanden sind Weifs mau die 
Anzahl dieser Punkte, so hat man diese 
Zahl nur mit der gleich groben Länge 
der Bewegung jedes einzelnen Punkts zu 
multipiiciren um die summarische Länge 
der ganzen Bewegung zu erhalten. Da 
aber die Punkte der I.inie unendlich nabe 
an einander liegen, ao drückt die Länge 
der nrsprüiiglicnen I.inie selbst die An- 
zahl ihrer Punkte ans nnd folglich ist 
die summarische Bewegung gleich dem 
Product, wenn man die bewegte l.inin 
mit der l.änge der Bewegung multiplicirt. 

Man hat also in dem neu gefnnde- 
iion Raum ein Zusammengesetztes, näm- 
lich I.inie mal Linie oder Länge mal 
Breite, eine Ebene. 

Bewegt sich min die Ebene wiederum 
SU dafs jeder deren Punkte eineu gleich 
grolseu gradlinigen Weg zurückle;^, so 
ist die Summe der Punkte, aus welchen 
die Kbone besteht mit deren Bewegu^- 
läugc multiplicirt der summarische Weg 
aller Punkte, diese aber unendlich nabe 
au einander sind in Stimme gleich der 
El>ene selbst zn .«etzen and nianhat Ebene 
mal I.inie gleich dom körperlichen Raum 
den die Kbenc mit ihrer Bewegung ge- 
bildet hat. 

CaMsche Parabel s. n. cubisch. 

Cabns. 1. Der bekannte Körper, W’ür- 
fei genannt, der einziire regelraälUge 
Körjier, dessen Seitenfläraen aus regel- 
luärsigeii Vierecken, ans Quadraten be- 
stehen. Kr hat 6 Seiteiitlächen, 12 Kan- 
ten nnd 8 Ecken. 

Enthält die Kante o Längeneinheiten, 
ao hat nach dem Art. ruhisehes Maafs 
die Seitenfläche n • a s a< Flächeneinhei- 
ten, der Citbus n* • o = a* Körpereinheiten. 
Hat also die Kante eine I.ängendinheit, 
so hat der Cubns eine Köqterelnheit. Ks 
ist hieraus ersichtlich, dafs dem Begriff 
von Cubikeinheit geroäfs kein Körper ge- 
eigneter ist die Cubikeinheit zn bilden als 
der Cubua selbst, obgleich die Kugel der 
Form nach ein viel einfacherer Körper 
oder vielmehr der einfachste Körper ist. 
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2. Die dritte Potenz n* einer Zahl n. seihen Oröfsen im Cubas gleichfalls ne- 
1. der Cnbus einer iweitheiligen Grölse gatir gesetzt, z. H. 

(e+i) ist nach dem Art. .Binomischer (— o + A)* = — 4 

Lehrsatz* Bd. 1, pag. 374, oder wenn man ( f a — A)’ = o’ — 3«A’ f llo’A — A’ 

dieselbe 3 mal mit sich selbst mnitiplicirt II. Ist ein Polynom zu cuhiren, so er- 

(n + A)* = o* + 3o*A + 3aA“ + A* hSlt man durch zweimalige Mnltiplication 

Sind a oder A uegatir, so werden die- mit sich selbst dessen Cubus z. ß. 

(e -I- A* -I- ei> 4- dx» -t- »x‘ + f3r‘ + jx‘ + Ax' -4 Ax")» = a» -f 3<j’Ax + (3fl»r 4 3oA»)x’ 
-|- (3fl *d -4 GoAr -4 A*) x* 

+ (3o ’« 4 GaAii -4 3<zc^ -4 3A*c) x* 

+ (3e V+ ti“*« + -4 3Ac») x“ 

+ (3o -4 Gabf -4 Goce + 3ad^ -4 3A -4 GAcd -4 c*) x® 

■4 (3a ®A "4 GaAg -4 Gar/" -4 Gade + 3A®f + GAre 4 3 Ad* 4 3r *d) x* 


Das Gesetz der Factoren vor den Po- 
tenzen von X ist folgendes; 1) die Coef- 
ficienten der Wnrzel sind überall zu 3 
and 3 verbunden in der Art wie die Com- 
biuationau mit Wiederholungen der drit- 
ten Klasse. 3) Diese 3 Factoren irgend 
eines zu x" gehörenden Coefticienten des 
Cubns liefern in der Wurzel mit einan- 
der multiplicirt ebenfalls jo< und 3) stehen 
vor den Bucbstabengrüfsen entw^er die 
Zahlen 1, 3 oder G; die Zahl 1 vor jedem 
Cnbus, die Zahl 3 vor jedem Product 
eines Quadrats mit einer einfachen Buch- 
stabengröfse, die Zahl 6 vor dem Pro- 
duct dreier einfachen Buchstabengröfsen. 

III. Die obige Reihe gibt ein Mittel an 
die Hand, ans einem unvollständigen Cu- 

9 

bus dia v anszuziehen, wie an dem fol- 
genden Beispiel erläntert werden soll. 
Der Cubus sei 3&ö, so setze 

34S = A 4 fix 4 Cx’ 4 flx* 4 ßxH 

Ist nun nach der obigen Formel 
366 ■= (o 4 Ax4c;r*4dx*4ex*4fx* 4. ...)* 
and wird dieaes Polynom in dem deca- 

dischen System ausgedrückt, so ist ® = jq! 

= «» = 7* = 343 
fi s3a*A 
C = 3n*c 4 3oA* 

I) = 3a*d 4 6«Ac 4 6* 

n. s. w. 

Nun hat man zunächst 
8*5 - 343 = 13 = fix 4 Cx* 4 fix* 4 

fix (< 12) = 3o*Ax = . A = 14,7 X A 

folglich a(<j^^] = 0 

and I 355 = 7,0cde/’... 

2. Cx* (< 12) = (3«»c 4 3aA»)x* 

= (3o»c4 0)x*= 1,47 t 

folgUch 

und 1*365 = 7,08 de 


Jodt^nfallff i^t nun nnrh 
12 *8x 1,47 “0,^4“ Oa-H 

3 . fix'O 0,24) = -“^;;^ = 0,147 rf 
'■ ’ ' 1000 

woraus 


V 0,147/ 


I 35.7 = 7,08 1 ffg.... 


und 
ferner 

0,24-0,147x 1 =0,093 = Kx*4 Fx*4.... 

. 3a*e4 3nr»4 0 

4. £x* (< 0,093) = — 

^ ’ ' 10000 

= 0,0147. f t 0,1344 
0,093-0,1344 0,0314 

woraus e < - . - = _ 

0,0147 0,0147 

e ist also negativ, folglich ist d=l ge- 
nommen, zu grofs, inithiu d = 0 

i 

und I 355 = 7,080 efg 

ferner 0,24 = Kx* 4 Fx* 4 6’x‘ 4 

und statt No. 4; 

- .... - „ . , 3u *e 4 3oc* 

5. Kx* (< 0,24) = - — — 

' ’ ' 10000 

= 0,01 47. e 4 0,1344 
0,24 - 0,1344 . , 27 

= 74- 


woraus e < - 


0,0147 


147 


27 


Aus dem geringen Rest läfst sich 

übersehen, dafs 7 zu grofs ist, woher r = G 
genommen werden mufs. 

Es ist also I 355 = 7,0806 fgh .... 
ferner 

0,24 - Kx' = 0,24 - (0,0147 X 6 4 0,1344) 
oder 0,01 74 = Ax* 4 fix* 4 Hx' 4 ... . 

G. Fx*«0,0174) = ’';^ = 0, 00147^ 

, 0,0174 27 

woraus o^öo.I, = *0 4 

Es kann uur die höchste einziffrige Zahl 
= 9 genommen werden, mithin 

1 355 = 7,08069 jA.... 


Digilizod by Google 


Cuba». 


160 


Calmioation. 


ferner 0,0)74- F,r‘ = 0,0174 - 0.00147x9 
- 0,(e*417 = Oj* + Hx’ + Jx“ + 

, 3a *ff 4- 6are 4- r’ 

7. Cx“(< 0,004 17)= — * — 

' ' lOOOOOO 

= 0,0001 47 j- 0,002528 

woraus 

^ 0,00417 - 0002528 _ 0.001M2 
S“'"' nix^iiV “ 0,000147“ 


' 0,000147 0,000147 

woher j = 9 

(355 = 7,080099 
ferner 0,00417 - 6'x‘ 

= 0,00417 - (9 X 0,000147 + 0,002528) 
= 0,000.319 = Hx' 4 Jx» + Hx* + 

8. «•»'(''0,000319)=-“^^^^^ 

lOOOOOoO 

= 0.0000147 . *+ 0,0003024 
. 0,0000166 

woraus * = = 1 

0,0000147 

daher 1'355 = 7,0806991 i*... 
ferner 

0,000319 - Hx’ = 0,000319 - 0,0003171 

= 0,0000019 = Jx" + Äx* + 

9. Jx" (< 0,0000019) 

_ 3o H + Bar^ 4“ 3a e’ -4 3c ’e 
lOOÖÖÖbÖÖ 

„ . /.3024 + 756 4 - 1152\ 

= o,rooooi37. + ( ) 

= 0,00004932 
woraus 

0,00000190 - 0,00004932 , 

I = - - , , also neeatiT 

0,OOCiOOU7 * 

mithin ist h mit 1 zu (trufs und =0 

V'365 - 7,0806990 iU... 

ferner 

0,000319 - Hx’ 4- 0,000319 - 0,0003024 
= 0,0000166 = Vx" 4- *x*4-.... 

10. Jx» (<0,0000166) 

= 0,00000147 i 4 0,00004932 
. 0,00001660 - 0,000004932 

woraus •- ■“ö,oooboi47“ 
wieder negativ; und es ist mithin auch 
g noch zu grofs, und mufs 8 statt 9 ge- 
setzt werilen, demnach hat man statt No. 7 

|’355 = 7.080698 Ai*.... 
ferner 0,00417 - &x* 

= 0,00417 - (8 X 0,000147 + 0,002528) 
= 0,000466 = Hx’ + Jx» 4 Hx’ 4 . . .. 

11. Hx’ (< 0,000466) 

= 0,0000147 X A -h 0,0003024 
, 0,0001636 

woraus * = ---- ,,11 

0,00(10147 

wofür natürlich nur 9 gesetzt werden kann. 

Itemnacb | 355 = 7,0806989 i*... 
ferner 0,0(K1400 - Hx’ 

= 0.000466 - (9 X 0,0000 147 4- 0,0003024) 
oder 0,0000313 = Jx* ) Kx» -f 


12. Jx* (< 0,0000318) 

= 0,00000147 ■ i 4- 0,00004932 
worans wieder • negativ wird and woher 
A mit 9 tu grofs ist. Aber auch A = 8 
ist, wrie sich üheneben läfst, noch za gtoCi, 
demnach ist statt No. 11 

l355 = 7.0806987 
ferner 0,000466 - Hx’ 

= 0,000466 - (7 X 0,0000 1 47 4- 0,0003024) 
oder 0,0000607 = Jx" 4- Kx* + .... 

13. Jx» (< 0,0000607) 

= 0,00000147 X i 4- 0,00004932 

. 0,00001138 „ 


Man hat demnach 

J _____ 

l’355 = 7,08069878 

Das vorstehende Keispiel ist deshalb 
so weit und streng darcogefubrt , damit 
man hei den dabei oft vorkommenden 
Hindernissen durch zn grofs gewählte Zah- 
len nicht anf Rechnnngsfebldi schliefse; 
hei einiger l.'ehung verschafft man sieh 
mehrere Erleichterungen. 

Culmination eines Gestirns (cnlmen 
das Oberste einer Sache) ist der Durch- 
gang des Gestirns durch die Mittagslinie, 
oder der augenblickliche Stand des Ge- 
.stirns im Meridian des Beobachtangsorts. 
Fixsterne haben einen ungeänderten Cul- 
minationspunkt am Himmel; Sonne, Mond 
und Planeten ändern mit jedem Tage 
ibro C'ulminationshöhe in der Meridian- 
linie. Gircumwiarsterne (s. den Art.) 
gehen innerhalb eines Steintages 2 mal 
durch den Meridian des Oita, sie haben 
2 Culminationen, eine obere C, von der 
gröisten Hübe, and eine antere C, von 
der kleinsten Höhe, 

In dem Art. correspondirende Höhen 
ist angegeben , wie man die Mittagslinie 
eines Orts genau bestimmen kann. Hat 
man diese nun fixirt, entweder durch ein 
Fernrohr, welches nur in der Verticalen 
drehbar ist, oder durch ein Faden- 
drcieck, indem man das voidere Ende 
einer über eine Bolle geleiteten Schnur 
mit einem Gewicht hesenwert, so dals es 
vertical bängt und das hintere Ende der- 
selben innerhalb des Meridians befestigt, 
S") dafs beide Schnur-Enden den Meridian 
visiren, so kann man die C eines Ge- 
stirns unmittelbar beobachten nnd dessen 
Zeitpunkt unmittelbar an der Uhr ablesen. 

Die Sonne und der Mond culminiren 
in dem Augenblick, wo deren Mitteipn iikte 
in dem Meridian sich betinden; geschieht 
dies durch die Sonne, so hat man den 
Zeitpaukt des wahren Mittags. 
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Sterne, die zu (rleicber Zeit rniminiren. 
haben gleiche Redasceii'ion (*. Auf- 
steigung und Alisteignng eines 
Qestirns); Sterne, die l'J Stunden spä- 
ter culuiiniren. sind roii den vorigeu um 
180'* an Kectasccnsiuu unterschieden, ('ir- 
cumpularsteriie, diu 2iiial culminiron, ha- 
ben 2 Rcctascensiuneu , die um I8Ü° un- 
terschieden sind. Sterne, die in den Son- 
nenwenden culminiren, babeii einerlei 
Recta.scension und I/änge, weil dieser Me- 
ridian sowohl auf dem Ac>|Uator als auf 
der Ekliptik senkrecht steht. 

CBlminatiODspankt oder Pnnkt im Me- 
ridian, in welchem ein Oesfirn culminirt 
(s. den Tor. Art.). 

CnrTen, krunimo Linien. Es gibt 
2 Klassen derselbeu: Curven einfacher 
Krümmung und C. doppelterKrüm- 
mung. Die ersten sind solche, deren 
sämuitlicbe Punkte in einerlei Ebene lie- 
gen; die letzten solche, deren Punkte in 
Tersebiedenen Ebcucn liegen, und zwnr 
der Art, dafs jeder auch noch so kleine 
Tbeil der C tu verschiedenen Ebenen 
liegt. Die C. erster Klasse entstellen durch 
Zeichnung von krummen Linien auf einer 
ebenen OborHäche, die der zweiten Klasse 
durch Zeichnung von Linien auf kriiin- 
men Oberflächen, als auf t'ylinderu, Ke- 
geln, Paraboloiden u. dergl. Eben so ent- 
stehen dieselbeu als Durchschnittslinien 
sich schneidender krummer Flächen. Z. B. 
bei Kappen in Oewrdben; bei Ausbanleii 
an kruminliuigon Kedachiinoeii , bei Zu- 
sammensetzung technischer lleräihe u.s.w. 

Enter C in der Wissenschaft versteht 
man aber nicht jisle «illkührlich gezeich- 
nete und nach Laune l>uliel>i|; abzuän- 
dernde krumme Linie, sondern eine solche, 
bei deren Form unil Fortgang ein be- 
stimmtes Oesetz obwaltet. Der kurze 
Art: Coordinaten gibt darüber eine 
klare Vorstellung; nnd wie hier eine Co- 
ordinatengloichun^ für den Kreis aufgo- 
stellt ist, so hat teile andere anfser dem 
Kreis noch mögliche C. ihr eigenthnui- 
liches Ge.setz, welches hei C. einfacher 
Krümmung durch nur eine, l>ei C. dop- 
pelter Krümmung durch zwei Gleichun- 
gen ausgesprochen wird. 

Curven einfacher Krümmung. 

I. Allgemeines. 

I. In dem Art. Coordinaten ist die 
Gleichung für den Kreis 

CE* = r* = (« - *)* rin •« 
CH* = r’ = (n — t)* sin ’ 
woraus zu ersehen, dafs n* und jt,* eine 

II 


' s* = Srx-ir» 

oder auf 0 redneirt 

f + x*-irx = 0 (1) 

Diese Gleichung ist entstanden, indem 
der Durchmesser zur Abscissenlinie, einer 
dessen Endpunkte (/t) zum Anfangspunkt 
der Abscissen gemacht und der Ooordi- 
natenwinkel als rechter genommen wor- 
den ist. Diese 3 Einschränkungen haben 
die obige Gleichung offenbar ebenfalls 
eingeschränkt, vereinfacht, und sie kann 
als allgemeine Coordinatengleichuug für. 
den Kreis nicht gelten. 

Es sei Fig. 518 Eh'C ein Kreis, C des- 
sen Mittelpunkt, dessen Radius wie CE, 
CE= r. Eine beliebige gerade Linie AX 
.sei die Abscissenlinie, ein beliebiger Punkt 
A in derselben der Anfangspunkt der 
Abscissen und der Coordinatenwiukel wie 


Fig. 518. 



^ ADh'=f, so luuls zuerst die I.age des 
Kreises gegen A und .lA' festgestellt 
werileo, und dies geschieht angemsk'cn, 
wenn man vom Mittelpunkt C auf .-I.V 
unter dem ^ a die gerade Linie CH sieht 
und die Abstände AH = a und CH-= h 
setzt. . *y 

Nimmt man nun den beliebigen Ah- 
.stand Aü = j-, setzt die lieidon Ordinaten 
DE = i/< DE = fi, lieht die Ilülfslinien 
CH = BK normal auf DE so hat man 
CE» = r* = CM» + EH* 

CE* = r*xCH*+ EH* 

Nun ist 

CH — BK= BD lin ^ BDK = (n — *) sina 
EM= DH - DE = HK + DK -DE 
EH = - DH + DE - - (MM + DK) + DE 
Da nun ‘ 

HK=BC = b 

und DK = BD cos ^ BDK= — (a — x)rot a 
.so ist EM — b — {a — T) cot n — y 

EH = — b + (a — x) cot tr + j/ " 
und 


’_b — (a — x) cos fc — p]* 

« -b [- ö + (fl - x) cos n + p,]’ 

und dieselbe Function von x ist, nnd zwar Ist 

11 
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If* + 2 (« — *)y c« « + (« — x)* - 2t]r — 2i(a — x)n>fo + 4* — r*=0 
oder die Klammem aalgelüat 

y* — 2yx CO» o + x*+2y (a cofa — b) — 2x (jt~b cos n) + («* — 2ab eoio + 4* — r*) =0 (2) 


Sobald n = 90° = genommen wird, 
enUteht die 01. 

y + (o-x)*-2iy + 4> -r» = 0 (3) 

für 4 = 0, also wenn AX durch den Hit- 
telpnnkt C geht 

^ + (a-x)*-r* = 0 (4) 

nnd für a = r, wenn nämlich A in den 
Umfang des Kreises liegt, 

3^ + X* - 2rx = 0 (5) 

wie Qleichung 1. 

2. Es ist der Kreis die einfachste krumme 
Linie, und dennoch wird sie schon durch 
eine Gleichung des sweiten Grades be- 
stimmt; die einfachste unter allen Linien 
ist offenbar die gerade, und wenn man 
diese als Cunre behandelt nnd eine Glei- 
chung für dieselbe ermittelt, so erhält 
man diese vom ersten Grade wie folgt: 
Es sei Fig. 519, Bß die gegebene Rich- 
tung einer geraden Linie, AX eine be- 
liebige Abscissenlinie in derselben Ebene, 
so schneiden sich beide Linien in irgend 
einem Punkt C unter der Voranssetsnng, 


Fig. 519. 



dafs sie nicht 4= sind. Nimmt man den 
beliebigen Punkt A als Anfangspunkt 
der Abscissen , setzt den Abstand AC = a, 
den Schneidnngswinkel AC'R = n, so ist 
die Linie BD gegen A nnd AX bestimmt. 
Setzt man nun den constanten Coordi- 
natenwinkel wie AEF=ß, so ist zwi- 
schen der beliebigen Länge AE = x und 
der zugehörigen Ordinate EF=y 
CE . ^'= st« CFE : ti« FCE 
oder X — a : y = sin (a — ß): zin n 
woraus 

yriw(n — />) — X sia « -)- asM a = 0 (I) 
lär ß = 90° entsteht 

ycos n -t- X sian — istiniT = 0 (2) 

für a = 0, wenn also die Abscissen vom 
Darchschnittspnnkt C anfangen 

3f-x(yR = 0 (3) 

3. & gibt auch C. deren Bestimmung 


nur mit Hülfe von Gleichungen geschieht, 
in welchen die Coordinaten von Kreis- 
bogen oder Logarithmen abhangen, also 
von transcendenten Gleichungen wie z B. 
in dem Art. be rührende gerade Linie 
No. 4 , pag. 343 die Gleichungen für die 
Cjcloide: 

X = r(l — cos n) 
tf = r( <p- ria <p) 

Curven, deren Gesetzen algebraische 
Gleichungen zu Gmnde liegen nennt man 
algebraische Curven, Curven, die 
durch transcendente Gleichungen be- 
stimmt werden, transcendente Cnr- 
ven. Unter den letzten heilsen diejeni- 
gen, in welchen eine der Coordinaten 
als Exponent erscheint exponentiale 
Curven, wie die logarithmische Linie, 
deren Gleichung ist; y = ac. 

Die in einer Gleichung vorkommenden 
unveränderlichen Grüben heilsen die Pa- 
rameter der C., weil diese den Maafa- 
stab der C. besGmmen, dergestalt, dafs 
mit der Abänderung dieser Parameter 
nicht die Form, sondern nur die Abmes- 
sung der C. geändert wird. 

4. Wie die Gleichungen für die gerade 
Linie No. 4 eine Gleichung vom ersten 
Grade, die für den Kreis No. 2 vom 2ten 
Grade, so hat man auch Gleichungen 
vom 3ten, vom 4teu, .... vom nten Grade, 
zu welchen Curven von einfacher Krüm- 
mung gehören. Die gerade Linie, zu wel- 
cher eine Gl. vom ersten Grade gebürt, 
bildet die erste Ordnungder Linien 
überhaupt; die Curven, welchen Glei- 
chungen vom 2ten Grade zugehüreii, sind 
Linien zweiter Ordnung; Curven zu 
Gleichungen vom 3ten, 4ten . . .. nten Grade 
sind i.inien der 3ten, 4ten, nten 
Ordnung. Dagegen betrachtet man auch 
die Curven mit Ausnahme der geraden 
Linie für sich nnd nennt C. zu Gleichun- 
gen vom 2ten Grade Curven erster 
Classe, die zu Gleichn^en vom 3ten, 
4ten .... nten Grade sind C. 2ter, Ster, 
... (n— l)ter Classe. 

Die Gleichungen 1 No. 4 nnd 2 No. 2, 
wenn man in dieser noch die Klammern 
anflöst, heifsen vollständige Glei- 
chungen. Die erste hat die allgemeine 
Form: 

oy + 4x + c = 0 (1) 

die zweite die allgemeine Form; 

oy* + 4x* + cyx + </y -1 ex f = 0 (2) 

Eine Gleichung vom 3ten Grade ist voll- 
ständig bei folgenden vorhandenen Gliedern 
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«jf* + i*’ + ejf>» + + «>’ + fx* + j»jr + *» + «* + * = 0 (3) 

Ueberhaupt iat eine anf 0 reducirte it — 1, n - 8, 3, 3 betragen, + dem 

Gleicbnng Tom nten Grade vollständig, bekannten Gliede. 

wenn x und y in der nten, der (n - l)ten, l'm die Aniahl der su einer vollstän- 

der (* — 2) .... 2ten, Iten Potenz, wenn digen Gl. vom nten Grade gehörenden 

ferner die Producte von x and y vor- Glieder zu finden, bat mau 

kommen, deren Exponentensummen n. 


X und y in sämmtlichen Potenzen von der I bis nten 
X und y in den Producten 
das unbenannte Glied 

gibt die Summe der Glieder Sn d- j(n — 1) n 1 = 


Sn 

4(n-I)n 


1 

i(n+ l)(n + 8) 


Es hat also Glieder die Gleichung 
vom I . Grade = 1 • 2 • 3 = 3 

. 2. , =i.3.4 = 6 

. 3. , =1.4.5 = 10 

* 4. , — 15 

D. s. w. 

5. Setzt man in die allgemeine Glei- 
chung des Iten Grades 

aji + 5x + c = 0 
x = 0, so erhalt man 


c 



fSr x = + x ist 

5x e 

,= 

für ar = “ » 

— c 

»= -«- 

Setzt man für n, 5, c die Werthe aus 
Gl. 1 No. 2 mit Bezug auf Fig. 520, so 
hat man 


für 


fin ft 

i-Px, , = (*-.)_ — 


für x = 0; y= - a 


stnn 


iin{a-ß) 
für ==-x;, = -(x+n)— 

Setzt man a = 0, d. h. verlegt man den 


Anfangspunkt der Abscissen in den Durcb- 
scbnittspunkt beider Linien, so ist 

sinn 

für x = + x:y = x-T-- 

für x = 0; y = 0 

sinn 

y = -x- 


für x = - 

d. h. bei beliebiger Annahme der Abscisse 
rechts oder links sind die Ordinaten gleich 
grols, aber in Koziebung anf die Alncis- 
senlinie AX in entgegengesetzter Lage. 

6. Aua der allgemeinen Gleichung 2 
No. 4 * 

oy* + 4yx + cx’ ^. dy + ex -i- f= 0 
y entwickelt gibt für x = + x 
hx\d 


y=-- 

für 


in 
= 0 




” in I V2o/ n 


( 2 ) 


für x = — X 


d- kx ^ 1 /rf-5x\» cx«-ex4f 

’ in }[ in / a ' 


(3) 


Setzt man ans 01. 2 No. 1 die Werthe 
für die allgemeinen Coedicienten a bis f 
in diese 3 Gleichungen, so hat man die 
Wurzolgrüfso in 1: 


[(a - x) eoi o — 4]’ — x’ + 2(o — 4 cos n) X — o’ -I- 2fli cos « - 4* + r* = r* — (« - x)* «*•« 
Dieselbe in 2: 

(a cos n — 4)* — o* + 2 a4 cos « — 4* + x* = r* - a* sin *o 
Dieselbe in 3: 

[(a + x) cos B — 4]* — X* - 2 (a — 4 cos n) x + 2 o4 cos b — 4* + r> = r> — (a + x)’ sia ’« 


Ans der allgemeinen Gleichung bat 
man nun die Oidinate für positive Aliscis- 

sen (+ x) 

y= 4- (a-x) cos B -t l'r* - (a-x)>si«*B (4) 

für X = 0 

y=b — a cosB ± — a* sia*B (5) 

für negative Abscissen (— x) 
y = 4 - (o + x)coso*p'r* - (a+x)*si«’n (6) 


Für rechtwinklige Coordinaten, also für 
B = 90° hat man für positive Abscissen 

(+») 

y = 4 i p'f^ - (a - x)> (7) 

für X = 0 

y = 4 * (V* - a* (8) 

für negative Abscissen (- x) t 

y = 4 ± j/r* - (n + x)* (9) 

11 * 
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7. A. Id Gl. 4 ist (Vig. M8) i = Cff, 
(a — x) eo$ n = — DK aUo die Grtjfse Tor 
dem t'teicbeu die Linie DH, die Wnnel- 
grülse= HE = HF, so dafs 

y=DH2.jlp= oder DE ist. 

B. Für (o — *) ft» rt = r; d. b. für 
BK = CJ = r mufs H in die Peripherie 
in J fallen; dann wird HE= ffF=0 und 
DE = DE die Tangente in J. Ks existirt 
also nur diese eine Ordinate 
=A - (rt - x)cotn=tf-^-(a-i)co$B DK~H K+ DK 
welche jene Tangente in J + Cß ist, die 
Ms in AX fällt, nämlich die Ordinate LJ, 
Fig. 520. 

O. Für (a-«)sina>r, also wenn D 
zwischen A und L fällt, wird die I gröfse 
negatir, y ist nnmüglicb, wie auch Fig. 
520 nacbweilst 


Fig. 520. 



1). Für j = rt, also fl — f = 0; d. b. wenn 
AB = X, ist 

ya b± r also Fig. 520: 
y = ßC + j = ß/V oder fl.W. 

E. Ffir x = a + x, d. h. wenn x über 
B hinaus, also zwischen B und X fallt, 
wird a — x = rt — = daher die 
Vgrofse r* — (— x)* sin *« = r* — x® sin*« 

und 

y = 6 -f- X cos rt ± I V* — X* sin *« 

So ianf^e nun x sin « < r bleibt, erhalt 
man Doppelordinaten zwischen H und 0, 
für X sin « = r wird die pgrofse = 0, 
y = 6 + xcosrt = 6 + r cot rt ~ 6 — ■ BPtg BOP 
~GP— 6’0= GO\ die letzte Ordinate ist 
also wieder die zweite Tan|^ente GO^ an 
G und für x sin« > r, nämlich für x über 
ii Mn existiren keine Ordinaten mehr. 

8. Kür x = 0 in 01. 5 existiren nur Or- 
dinaten wenn osinn* r, wenn also der 
Punkt A innerhalb LO liegt. Wird A in 
L angenommen, so ist n^BL und es 
existirt die einzige Ordinate, die Tan- 


gente in Jssk-~ BL co$a = hd‘ BL cos BLJ 

= JQ-^LQ = JL. 

Wird i4 in 0 genommen, so isia = 0; 
y = b *r=BC^ = NB oder HB. 

Wird A in 0 angenommen, so ist 
fl = — BO und 

y —b.\-acostt=-b ~BO rasBOP=.GP~ OP^GO 
die einzige Tangente in G. 

Ffir + fl fi« B >r, wenn also der Punkt 
A in den Verlängernngen von BL nnd 
BO liegt, wird (ue | gröfse negalir nnd 
y ist unmöglich. 

9. Wenn x negatir ist, wenn also x 
in der Verlängerung von LA liegt, gibt 
cs keine Ordinaten, weil schou a$ima>r 
ist. Es existiren die No. 7 gedachten Or- 
dinaten, wenn der Punkt A innerhalb LO 
oder in der Verlängerung von BO gele- 
gen ist; im ersten Fall für positive und 
negative, im 2ten nur für negative Ab- 
scissen. 

10. Die zn beiden Gleichungen 1 No. 3 
und 2 No. 1 gehörenden Cnrven unter- 
scheiden sich also auch wesentlich darin, 
dafs bei jener für alle positiven und ne- 
g.vtiven Werthe von x bis ins Unendliche 
Ordinaten existiren, hei dieser dagegen 
die Abscissen für mögliche Ordinaten be- 
schränkt sind. Da die Uurve ein Steti- 
ges ist und da wegen der Unendlichkeit 
des Kanmes kein (irund für die Annahme 
vorhanden ist, dafs die irgendwo aiif- 
höre, so miifs da, wo die Ahscisse für 
Onlinaten eine Grenze hat, die C. in eine 
dem Fortschreiten der Abscissen entge- 
gengesetzte Kiebtung sich wenden und 
entweder in sich zurückkehren, wie beim 
Kreise Fig. 519 oder sich schneiden. Diese 
Aendernng im Fortgänge characterisirt 
sich dadurch, dafs an solcher Stelle statt 
2 Ordinaten aus der Gleichung nur eine 
hervorgeht, welche die Kichtungsänderung 
vermittelt, wie in Gl. 4 No. 6für(a-x)sisn 
= r oder für * = o — r rosec b und 
X = fl -H r rotec n oder bei rechtwinkligen 
Ordinaten 01. 7 No. 6 wenn x = a - r 
und =fl-|- r ist. In jedem der beiden 
Punkte geschieht eine Umwendung der 
Cnrve. 

11. Bei Curven, welche zurückkehren, 
heifsen diejenigen Theile, welche einer 
anderen Folge von Ordinaten angehören, 
Zweige. Haben diese die Eigenachafl, 
dafs sämmtliche Ordinaten von der Ab- 
scissenlinie aus nach entgegengesetzten 
Kichtungen genommen paarweise zu einer 
Abscisse gehörig gleich lang werden, so 
heifst die Absris.senlinie ein Dnreh- 
messerderC.;sind dieOoordinaten recht- 
winklig, so heilst der Durchmesser be- 
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sonders Axe und ihr Darchschnittspankt 
mit der C. Scheitelpunkt. 

Die beiden geschlossenen Curven, 
der Kreis und die Kllipse werden durrh 
jeden Durchmesser in Aweige geschieden, 
das Oval ist eine geschlossene Linie, die 
nur einen Durchmesser und ‘i ganz be- 
stimmte Zweige hat. Man gebraucht den 
Ausdruck Zweige vornehmlich von Cur- 
ventheilen, die von einem Scheitel- 
punkt aus, nach verschiedenen Rich- 
tungen ins Unendliche auslaufen, wie bei 
der Parabel; bisweilen laufen sie durch 
einen Punkt, den Knoten, in welchem 
sifr sich durchkreuzen. Hiervon sollen 
die beiden folgenden Sätze Beispiele lie- 
fern. 

12. Die Gloichnng 

xy* ~ ny^ = 0 (I) 

f 'ibt eine C. der zweiten Klasse oder eine 
.inie der 3ten Ordnung. 

Für a? = 0 wird y = 0; der Anfang.sminkt 
der Abscissen ist also zugleich ein Punkt 
der C. 

Entwickelt man y so erhält man 



Es existiren also für je<les x (mit Aus- 
nahme für x = 0) 2 gleich grofso entge- 
gengesetzt liegende Ordinaten, die einen 
positiven z. H. über, die anderen nega- 
tiven unterhalb der Abscissenlinic. 

Setzt man x negativ, so entsteht 


ar* = y* (a — ar) 

woraus a; : a — * = y* : a-® . (1) 

Nun hat man, wenn Fig. 521, ÄFHB 
ein Halbkreis ist, EF die lothrechte Or- 
dinate in K\ AF, BF Sehnen, nach 
Euklid X, »4 : 

AK:BE=AF*:BF^ 

Nimmt man vom Mittelpunkt C das 
Stück CG = CE, errichtet die Onlinate 
GH, zieht die Sehne AH , welche die Or- 
dinate EF in K schneidet, so ist 

z bah = zabf 

daher A A' «3 A FBA 

und AF:BF= EKi AE 

folglich AE:BE = EK*iAE^ 


Fig. 521. 



Es existiren also für negative Abscis- 
sen keine Ordinaten und der Anfangs- 
punkt der Abscissen ist der Scheitelpunkt 
der C. 

Es ist y* = 


a-x 


a a(a-x) 

= f-’ + lV- 

rt a? a*(a-ar) 

«1 ■ rt ^ ^ 

Das Quadrat der Ordinate wächst also 
in einem noch hriheren Maafse als mit 
dem (’ubus der .Abscisse und beide Zweige 
der 0. sind gegen die Absci.ssenlinie 

COUVC.X. 

Endlich ist a die Grenze der positiven 
Abscissen und für x = n wird y nnend- 
lich , folglich diese letzte Ordinate eine 
Asymptote an beiden Zweigen der 0. 
Die ('. «ler aufgestellton Gleichung ist 
die Cissoide (v/'onoc, Ephen) des Dio- 
kles nnd soll nun construirt werden. 

Aus Gl. 1 erhält man 


Setzt man nun den Durchmesser AB=m, 
AE = X so ist BE — a — x, und es ist 
X : a — x = EK^ ; x* 

folglich ist nach Gl. I, EK die Ordinate 
y für xr: AE. 

Nimmt man eino Abscisse AG > \a 
dann ist nach Euklid 

AG : BG = Ain : BH* 

Verlängert man nnn GH und yiFbis zu 
ihrem gemeinschalllichen Durchschnitts- 
punkt J, so ist 

^JAG = ^ IBH 
also A JA f» (v A ABU 

und AH:BH=GJtAG 

also AG : BG=GJ‘ .AG'* 

oder X : rt — X = GJ* ; x* 

und GJ — y für x= .4£? 

Der obere Zweig der Cissoi<le für po- 
sitive Ordinaten hat ungefähr die Form 
JDKA, der untere Zweig für die nega- 
tiven Ordinaten hat dann die ihr gleiche 
Form ACM, 

13. DioKonchoide (»oy/y, Muschel- 
.schale) Muschellinie ist eine Linie der 
4ten Ordnung oder eine L. der 3teo Klasse. 
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Ibr« auf 0 reducirte Gleichnn;; iat 
g* + 2cy* + (x>- a*+c*)»*-2«’cy-nV=0 (I) 
Die K. besteht ans 3 einseinen Linien, 
die eine f;emeinschaftliche Asymptote ha- 
ben und die also in den beiden einander 
entitcgenuesetsten unendlich fernen Punk- 
ten sich berühren. 

Setzt man in die Gl. — g für y so er- 
hält man die Gl. 

jr*-2ci/* + (x*-a*+c’)s»+2o’cj-o’c*=0 (2) 
Die erste Gleichung ist für die obere, 
die zveite für die untere K., und diese 
untere enthält nnter gewissen Uedingnn- 
»n einen Knoten, um dessen Willen die 
Linie als Beispiel hier aufgeführt wird. 

Fie. .122. 



Ks sei Fig. 522. A'.V die gemeinschaft- 
liebe Abscissenlinie, .4 der Anfangspunkt 
der Abscissen. In den lieiden Gleichun- 
gen kommt X nur im Quadrat Tor, die C. 
ist also für + X und — x dieselbe und 
daher die obere und die untere K. von A 
ans zn beiden Seiten symmetrisch. 

Es sei BP normal in A auf XX', P 
nnter dem Abstande c von A ein fester 
Punkt, AB= AD eine constante Länge a, 
B und D sind die Anfangspunkte, oder 
wenn die zu beiden Seiten von A lie- 


genden 4 Zweige der K. betrachtet wer- 
den, die Mittelpunkte der oberen und der 
nnteren K. Die Constriiction ist folgende: 

Man zieht, um Punkte der K. zu er- 
halten, von jedem beliebigen Punkt z. B. 
E der Abscisse eine gerade Linie EP 
nach dem Punkt P, dem Pol der K. mit 
Verlängerung nach oben und nimmt auf 
dieser Linie von E aus zn beiden Seiten 
die Längen EE=E(i=a, so ist E ein 
Punkt der oberen nnd 0 ein Punkt der 
nnteren K. 

Ans dieser einfachen Constmetion er- 
sieht man, dafs B und D die entfernte- 
sten Punkte von .V.V sind nnd dab die 
Punkte F nnd G, jo weiter E von A ge- 
nommen wird, je schräger also die Linie 
PE ansfällt, immer näher aneinander 
rücken, die Linie XX' aber nie erreichen. 
Die Normalen FH nnd GJ sind die gleich 
grofsen Ordinalen und die Abstände 4N 
und AJ, welche um Jll = 7JF. unterschie- 
den sind, die Abscissen für die Punkte 
F und G. 

Die Gleichung für die K. ergibt sich 
nun folgeudcrmaarsen: 

Es ist PAiAE= GJ : EJ = FH : EH 
oder c : x' -I- JE = y : JE = y : JE 
«der r : X - JE = y.JE 

daher JE^^= 

c-y c+y 

Für x' = x hat man also 

JE = -^ (3) 

c± y 

WO das obere Vorzeichen für die obere, 
das untere für die untere K. gilt. 

Nun ist 

E6'» = EP = FH' + EH' = GJ' 4 JE» 

oder “’ = y’ + (^) W 

woraus die Gleichung 
y*±2cjf*-Kx»— o»-|-c»)jr» s2a»c^a»c»=0 (5) 

Wenn A, B, C, D die 4 Wurzeln der 
Gleichung für y sind, so hat man 
(y-A)(y-ß)(y-O(y-D)=0 
woraus entwickelt; 


y*-(A-|- B + C+ D)y>-KAB-F AC-I- AD A- BC BD + CB)y' 
- {ABC + ABD + ACD + BCD)y + ABCD = 0 


Es ist mithin ABCD = — a'<f 
- (A -F 2? + C -I- O) = -t 2c 
folglich sind für die obere K die Wurzeln 
A=-i-n;ß = -n;C=-c; D= — c 
für die untere K. 

A = +o;E = — n;C = -pc;/) = + e 
Die beiden Wurzeln ± c enthalten der 
Fignr nach einen Widerspruch; denn da 
y entweder = oder < a ist, so kann y we- 
der -f c noch — c werden. Sollen also 


diese Wurzeln gelten, so mnfs P nach p 
innerhalb AD verlegt werden. 

Die Gleichungen I nnd 2 sowie Gl. 4 
sind zu complicirt, als dafs man die Form 
der C. aus innen unmittelbar entnehmen 
könnte; sie sind auch erst der vorange- 
gangenen Construction entsprechend auf- 

g efunden worden. Man kann aber aus 
il. 4 mit Hülfe von GL 3 eine einbehere 
Relation für die Veränderlichen ableiten ^ 
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Beieichnet man nämlich H«n jtdesma- 
liften Abstand AE mit i so hat man ans 3 
Für die obere K. 


s 

xy r 

= X = — X 

(6) 


C+ y c+y 

and 

X = 2 i 

( 7 ) 


c 

Für die 

nntere K. 


z 

= x+ -- = X 

(8) 


e-y c-y 

und 

h 

II 

1 ** 
o I 1 

i<« 

( 9 ) 


Diese Werthe von x in Gl. 4 gesoUt, 
gibt für die obere und untere K. 



s* = — c« 

01) 

und 

i = — i V- p« 

V ' * 

(12) 


Nun ist, wenn y = *n ist, s = 0 
d. h. E fällt in A und die Ordinalen sind 


AB = + a und AD = — a 

Für j = ±n hat man ssAl/a’-c* 

Es mufs also c < sein als a und ea 
entstehen die Ordinaten 

EH = — c und Ap = + c 
{Ap ist = + c gegeben) 
wenn Ep = EF=a ist. 

Fürs = ) fl’-c* wird also für die untere K. 
x = 0 und Ap = + c 

ist eine Doppelordinate weil sie 3 mal 
entsteht, nämlich wenn E rechts und 
wenn E links von A genommen wird. 


Fig. 523. 



Bei s = l'o’ — c* für die obere K. 
wird x = AM = 2s 

wie auch Ol. 7 besagt, nämlich 
c + p 2c 

X = s = — » = 2» 

c c 

Bei K AE entstehen für die obere K. 
der Reihenfolge nach wie M, N, 0-, für 
die untere K. durchkreuzen sich die Zei- 
gerlinien in p, deren Endpunkte bilden 
eine Rundung phD, von welcher pD der 
Durchmesser ist. Gebt nun E von A 
links weiter, so wird von I) ab rechts 
eine Krümmung HLp beschrieben, welche 
der Krümmung DEp Oi ist. Ist E nach 
E' genickt, so dafs E'A = EA, so fällt 
die C. wieder in p und von E rechts und 
von E' links entstehen nnendliche Zweige 
pQ und ;)(>' so wie ER und ER' welche 
sich der ÄA' immer mehr nähern ohne 
sie jemals zu erreichen. 

Die Konchoide, wenn c>a ist, hat 4 
Zweige; die beiden unteren wie die bei- 


den oberen SER und BER'-, wenn c<«, 
5 Zweige; BER, BER', KpQ, LpQ' und 
KDL. 

14. Die Abscisae kann eine Curve in 
höchstens so vielen Punkten schneiden, 
als die höchste Potenz von x io der Glei- 
chung Einheiten enthält, weil für ein be- 
stimmtes p, hier = 0, x' höchstens n Wur- 
zeln haben kann. Sie kann aber die Curve 
in wenigeren Punkten schneiden, weil 
einige unmögliche Wurzeln von x' bei 

= 0 ezistiren könnten, oder auch in 
einem Punkt, wenn n gerade ist und 
alle Wurzeln unmöglich sind. Ist n un- 
gerade, so schneidet die Abscisse die C. 
in wenigstens einem Punkt. 

Eine Ordinate kann die C. höchstens 
io so vielen Punkten schneiden, als die 
höchste Potenz von p, die in der Gl. vor- 
kommt, Einheiten enthält, aber auch in 
weniger Punkten und in gar keinem Punkt 
aus denselben obigen Granden. 
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Beisp 1. Gleichung 1 No. 2: 

I y — ft) — X $in a a tin rt =: 0 

gibt für y = 0 einen reellen Werth für j*, 
nämlich x = a. Daher schneklet die Ab- 
sois»e die gerade Linie, aber nur in einem 
Punkt, y entwickelt gibt 
(x— a) sim n 

sin (ft — ft) 

als«» für jcdc.s x, auch für x = 0, einen 
reellen Werth für*/ entweder positiv oder 
negativ, und also schneidet jede Ordinate 
die gerade Linie in einem Punkt. 

Beisp. 2. Gleichung 2, No. l ist für 
y-0 

x’ - 2x (« - 1> cos ft) -f- a*— 2a6 cot n -j- 6*— r*=0 
woraus 

X + a — i cot n — b* sin *« 

Beide Wertho von x sind unmöglich, 
weil r<bsintt 

daher schneidet x den Kreis nicht. Liegt 
dagegen dieAbscissenliuio durch den Kreis, 
so ist r > btintt 

es entstehen 2 reelle Wertho und ^-lA' 
schneidet den Kreis in 2 Paukten. Un- 


ter welchen Bedingungen y (bei unmög- 
lichen Wurzeln) den Kreis nicht schnei- 
det, und (bei möglichen Wurzeln) nur 
einmal und höchstens 2 mal schneidet, 
ist No. 7 un<i 8 mit Bezug auf GL 4, 5, 
6 No. 7 nachgewiesen worden. 

Beisp. 3. Gl. 1, No. 12: 

XI/* -|- X* — ay* = 0 

gibt für jf = 0 nur den einen Werth x = 0, 
mithin wird die Cissoido von der Ab.scis- 
senlinie nur in einem Punkto und zwar 
in dem Anfangspunkt A der Abscisson 
geschnitten. l)afs und wie weit y die 
Ctirve in 2 entgegengesetzten Punkten 
schneidet, zeigt Nu. 12 selbst. 

15. Aus dem bisherigen Vortrag ist tu 
entnehmen, dafs Gleichungen vollständig 
und unvollständig sein können, um eine 
Linie von der Ordnnng des Grades der 
Gleichung zu geben; es gehört aber dazu 
noch die wesentliche Bedingung, dafs die 
auf Null reducirte Gleich u ng nicht 
in rationale Factoren sich auflö- 
seu lasse. 

Die Gleichung 


y* + (a + c) XI/ -f OCX* -f (5 -f- li) •/ + («d + tc) x + öd = 0 (l) 


gibt keine Linie der zweiten Ordnung, 
weil sie, wie schon aus den UoefKcienten 
ersichtlich ist, aus zweien rationalen Fac- 
toren hesleht, nämlich aus 

(y ^ ax + b)(y + rr il)-0 
Ks ist also 1 / + rtx + /> = 0 
'und j/ + cx + d = 0 

Jede von beiden Gl. gibt eine gerade 
Linie, und .somit gibt die obige quadra- 
tische GL 2 sich durch.>ichncidcndc grailc 
Linien; deren Durchschnittspunkt liegt 
unter der Äb.scisso x, die man erliält, 
wenn man setzt 

ax -f 6 = cx -f d 

also unter x = (2) 

a — c 

und hierbei ist y = — — ^ (3) 

IJ — c 


Man nntersucht die Gleichung auf ra- 
tionale Factoren, wenn man nach einan- 
der 1 / und x = 0 setzt und die beiden da- 
durch erhaltenen Gleichungen untersucht. 


Für j/ = 0 entsteht aus Gl. 1 
OCX* -f- (tul -|- bc)x -f öd = 0 
Diese geordnet gibt 

, / d ö \ d ö 

X* -h (— H ) X -I X — = 0 

\ c n / c a 

worans man die Wurzeln und 


erkennt. 

Für x = 0 entsteht ans GL 1. 


I/* + (ö -f- f/) 1/ -f öd — 0 

woraus <lic Wurzeln - ö und - d hervor- 
gehen. 

Beispiel. Die Gleichung 

t/ - xy - {Uj* + 2y + ‘)x .3 = 0 (4) 

ergibt für x = 0 

y* + 2y - 3 = 0 

woraus y = -p i und —3 

Diese Fig. 524 in A, dem .\nfangspunkt 
der Absci.s.sen aufgetragen ergeben die 
Curvenpuukte li uud C. 

Für y = 0 entstc'ht 

— öx* + 9x — 3 = 0 
woraus x = -(- 1 und + i. 
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Diese Lianen in Af.V toh A ah nach 
AD und Ah aiif|^tra;^a, ergehen die 
l’urvenpunkte D und E. 

Für 2 '= I entsteht aus Ul. 4: 
y + tf = 0 

woran.? y = 0 niid = — I 

Der I’nnkt D für y = l) ist srlnm he- 
leichnet; für y = 1 entsteht der Curven- 
punkt h\ 

Kür * - 2 entsteht aus 01. 4 
y= - n = 0 

also y = -)- 3 unil — 3 

Nimmt man .40 = 2, so erhält man die 
Punkte H und J, und wenn man die 
Punkte H, E, F,J und C, 0, H lusani- 
menzieht, die in K sich schneidenden ge- 
raden Linien BJ nnd CH, die für weitere 
Ahscissen ±» eerlängert werden. 

Um den Dnrcbsrhnitt.spnnkt K au.s Gl. 2 
nnd 3 zu hestimmen, hat man erst die 
Werthe von n, h, c, H aufznfinden. 

' Vergleicht man 01. 1 mit 01. 4 so ist 


a + c = -M *-fd = + 2 

rtc = — 6 W = — 3 

Hieraus erhält man (s algebr. Olcichnng 
pag. Bl, 0.) 

<x= + 2; A = - 1; c= - 3; d = + 3 
also für A': 


Aufser dieser practi.sch geometrischen 
Darstellung kann man auch die tileichung 
auf gerade Linien prüfen, wenn man in 
die (il. erst x= I nnd dann x = » setzt. 
Liefert die 01. statt einer krummen Linie 
2 gerade Linien, so mufs für x = « auch 
das MÜwbe • entstehen, wenn ahmlicfa im 
Anfangspunkt der Abscis.sen (Ile CnrTe 
anfängl, wenn also y = 0 für x = 0 
X = 1 in Oloichung I gesetzt gilit 
y’ -t- (« 4 A 4 e 4 rf) y -t- (ii d A) (c d <0 = 0 
hieraus 


y = ■ 


ad-Ad-ed-<l |Ood-*d-cd-d\* 


li“ 


d- 

) - ('• + i) (cd- <0 


Die Wurzelgröfso findet man ± 

mithin y entweder — (#i d- A) orler - (c t <0 

X = n in (II. t gesetzt gibt 

ij‘ + [« (a d c) d (A d y d "cn’ d (<«l d Ac) « | M = 0 

woraus 

"(>ide)d(Ad<0 ~ 


(ö) 


y = - 


> * I + - (-«f t bc)n - bä 


Die Wnrzclgröfse findet man 

* , 

2 ’ 

mithin 

y entweder = — (*<• d A) oder — (i«c 4 rf) (6) 
Es ist oben gefunden worden, dafs für 
X = 0 die Wurzeln der Oleichnng für 
y = sind — A und — d. Die Cnreo be- 
ginnt also erst dann in dem Anfanj^spiinkt 
der Ab.srissen, wenn man die .V.V nach 
der Minusseite um die Entfernnng A oder 
d verlegt, nnd die Onlinaten für x=l 
sind nicht wie ad b : 

(« d A) und — (c d '0 

sondern 

— («4-A — n) = -n und -(cd<f — '0=~<’ 
nnd dieUrrlinaten für x = n sollen .sein — »a 
und - IK-. Von der ursprünglichen Abscis- 
senlinie , V.V' sind dann diese Onlinaten 
— («<» 4- A) unil — (»r d d) 
wie sie ad fi entwickelt worden sind. 
Eine Oleichnng vom 3ten Grade, di« 
in 3 rationale Fartoren 
(ydo*dA)(ydc*d<^(jfde*dn = 0 


sich aullösen läfst, gibt ein System von 
3 geraden Linien. 

Sind die Factoren 

(y d o* d A) (y^ d X* — dx) = 0 
so ist der erste Factor die Gleichung für 
eine gerade Linie, der zweite Factor dio 
Gleichung für einen Kreis vom Durch- 
messer d und die aus beiden Factoren 
hervorgehende Gleichung vom 3ten Grade 
gibt statt einer Curve dio gerade Linie 
und den Kreis. Eben so kann eine Glei- 
chung vom 4ten Graile 4 gerade Linien, 
2 Linien der 2tcn Ordnung, eine grade 
Linie und eine der dritten Ordnung liefern. 

16. Die Anzahl der geometrischen Bc- 
stiimuungsstücko jeder Itesomleren C. zu 
wissen ist eben su wichtig wie bei den 
geradlinigen Figuren nnd man findet die- 
selbe ans folgender Betrachtung. 

Wenn man'die Ke,stimmungsgleichnng 
einer C. mit einer liestimmteu Zahl mul- 
tiplicirt oder dividirt, so bleibt die 
Gleichung und also anch die durch sie 
bestimmte 0. dieselbe; z. B. die 01. für 
die gerade Linie 
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“J + ** + « = 0 y»»<le Linie XX Kj. b96 beetunen, ■nd 

liefert dieselbe Linie in Beiiehung auf fst aorleieh der Pnnkt C in XX (ef^a. 
ihre Lage lu einer gegebenen anderen in «oTrher beide Linien sieh schneiden 
wie die Gl. sollen, so hat man von C ans die Läoee 

h c B 

yH — •» + — = 0 CÜ = -j- Dod di« Ordinat« 1>E = — Ä auf- 

aa y| 

Schreibt man diese Gl. allgemein : autragen und erhält die gesnrhte Linie 

jf + Ai + B = 0 KB durch C. 

so ersieht man, dafs die gerade Linie be* Es sind also za ßestimmang einer ge- 
kannt ist, sobald die Zahlen A und B raden Linie KF 2 Punkte (C und ^ er- 

forderlieh, also so riele Punkte als Coef- 
ficienten zu bestimmen sind, wenn der 
Ton y = 1 gesetzt wird, oder so ziele Punkte 
als die Tollständige Gleichung Glieder 
hat weniger einem. 

Die Gleichung für den Kreis ist, der 
CoefSeient Ton jt = 1 gesetzt ; 

y’ + «yx + 4x* + -(■ dx + • = 0 (1) 

Gesetzt nun, es wäre ein Punkt des 
Kreises gegen eine gerade Linie XX' der 
,\rt gegeben , dals in einem Abstande i> 
Tom Punkt C die rechtwinklige Ordinate 
= A ist , 

so hat man für if«, y=.L 
Diese Werthe in die allgemeine Glei- 
chung gesetzt, erhält man 
d* + oAxa + n*x6 + d*e-bn.d + cx0(2) 
Snbtrahirt man Gl. 1 Ton Gl. 2, so lallt 
e fort und man erhält eine Gleichung 
Soll man also die gerade Linie der Tor- Ton nur 4 unbekannten Coefficienten 
stehenden Gl. gegen eine andere gegebene a, b, e, d nämlich 



( I* - y*) + ("•d - ya-) a + (<•’ - X*) 6 -t (A - y) c + (« - x) d = 0 (3) 

Kennt man nun einen 2ten Punkt des C die Onlinate = B ist und setzt diese 
Kreises, so dafs für den Abstand ß Ton Werthe io Gl. 3, so erhält man die GL: 


(. 4 *- B^-HnA-fiB)a + {,,>-ß*)b-i^{A-B)e + lt<-ß)d = 0 ( 4 ) 


mnitiplicirt man Gl. 3 mit (n — ^), 01. 4 
mit (o - x} und subtrahirt, so fällt n fort 
und man erhält eine 01. Ton nur 3 un- 
bekannten Coefficienten a, 6, c n. s. w. 

l'm also alle !> unbekannten Cnefficien- 
ten der ursprünglichen 01. finden und 
den Kreis construircn zu können, müssen 
5 Punkte desselben gegeben sein. Hieraus 
ist die Regel rrsichtli^, dafs zu einer C. 
so ziele geometrische ilestimmiingsstücke 
gehören, als die für sie erforderliche zoll- 
ständige Gleichung Glieder hat weniger 
einem Nach Xn. 4 ist diese Anzahl der 
Glieder für eine Gleichung vom aten 
Grade 

= I (" + ')(» + 2) 

daher die Anzahl der Ilestimmiingsstücke 
für eine Linie der nten Ordnung oder 
eine L. der (» — l)ten Classe 

= 4(it + l)(»-|-2)- t = {i.(a-|-3). 
Erleichterungen für die Constmctioo 


der C. erhält man, wenn man die Ab- 
scissenlinie durch 2 der gegebenen Punkte 
legt, wodurch die beiden zugehörigen Or- 
dinaten = Noll werden. 


II. Linien der ersten Ordnung. 

1. Diese bestehen nach I. No. 2 nur in 
der einzigen geraden Linie. Die Co- 
ordinatengleichnng für dieselbe ist No. 2 
mit Fig. 520 entwickelt. Es ist noch zu 
bemerken , dafs mit n und ß auch die 
Winkel auf der Plusseite wie Fig. 526 u. 
527 bezeichnet werden und dann hat man 


y = I* T ») 


sin (ß — «) 


(I) 


Für « = 0 , d. b. wenn der Anfangspunkt 
der Abscissen in dem Durchschnittapunkt 
C beider Linien liegt 


sinn 

* ~ ' sin (/S — o) 


( 2 ) 
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Fifir. 526 




u. 527. 


Wenn /9 = 90° genommen wird, so ist die Linie in dem Anfangspunkt A der 
Für Gl. 1. Ahscis.sen an und schneidet dieselbe dort 

y = {x e) lg n (3) unter dem Z. «• 


Für Gl. 2 : 

ij = xtga (4) 

2. In der allgemeinen Gleichung für 

die grade Linie 

y a + hx (5) 

bedeutet a die Ordinate (AD) im Anfangs- 

unkt der Abscissen, und der Coefticient 
von X ist der Quotient, wenn man die- 
selbe Ordinate AI) durch den Abstand 
r zwischen dem Durchschnittspnnkt beider 
Linien und dem Anfangspunkt dividirt. 

Sind die Coordinaten rechtwinklig, so 
ist das bekannte Glied a in 01. 5 die 
Normale AD im Anfangspunkt A der 
Abscissen bis zur verlangten geraden Linie 
zxetgn, und der Coefficient b des zwei- 
ten Gliedes ist 


so dafs bx = X • lg n = FG ist. 


3. Die Polarglcichung für die gerade 
Linie bestimmt sich wie folgt. 

Es sei CX die Polaraxe, C deren Durch- 
schnittspunkt mit der verlangten geraden 
Linie, « der Winkel zwischen beiden, der 
Abstand des Pols P vom Durchschnitts- 
puiikt C = e, eine Polanibscisse, y 


Fig. 529. 




Fig. 528. 


Ist tt~ 0 so ist y = ö , und die gerade 
Linie läuft mit der Abscissenlinie in dem 
Abstande a parallel. Ist d = 0, oo fängt 


die zugehörige Polarordinate, so ist 
e : y = * in (x — n) : sin n 
sin n 

woraus y = e - 

sin (x — a) 


(0 


Beisjiiolo. 

1. Keisp. y = X 

Im Vergleich mit 01. 5 No. 2 ist hier 
n = 0, mithin beginnt die gerade Linie 
in dem festgesetzten Anfangspunkt der 
gegebenen Abscissenlinie; 
ferner ist 6 = « = 1, mithin n = 45® 

Ist also (Fig. 528) CE die gegebene 
Abscissenlinie mit dem Anfangspunkt C, 
so zeichne CF unter n = 45®, und CF ist 
die verlangte Linie. 


2. Beisp. y = — cos rc -b X sin n p3 
Es sei A in XX', der Anfangspunkt der 
Abscissen ; zeichne nach der Minnsseite hin 
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/_ BAX = a, nimm AD= 1, Hille 
das I.oth OC so ist AC = — coi n, 
folirlirh C der Diirrhsrhnitts- 
piinkt der Terlan(;lcn Linie mit 
A.V. 

Nimm ein belieliiccs x = AK, 
Terläncore BA, fälle das Lotb KO, 
so ist KG =: X sie n 
errichte das I.oth KK, aeichne 
KH ~ KO, schneide KX' aus II 
mit IIJ = 2 KW, mache KK = KJ 
so ist CK die verlangte Unie. 

Denn es ist 


Fig. 530. 



KK’ = IIJ' - WK* = (2WK)’ - WK> ^ 3 WK’ = 3x« sin«« 


folglich KK=xsinol3. 


Ist (Fig. 531) t’.V die INdaraxe, C der 
eegcKene Ilurrhsclinitts|>unkt zwischen 
dieser und der verlanf^ten Linie, so ist die 
verlangte gerade Linie die Normale auf 
CX in C. Denn es ist 


Fig. 531. 



_ I_ 1 _ _ 

CO» X »in (SO’ — x) »i» (x — 90”) 
Also in Foniiel 1 1 n = 90". 

Nimmt man nun auf der Minusseitc 
CP= 1, so ist für ein beliebiges 
x = Z lll’C, PD = y 
und man hat auch 

ri)-.PC = sinu.t<HPDC 
y \ — 1 : cosx 

1 

Woraus y- 

ro» X 

III. I.luien der zweiten Ordnung 
o<ler Cnrven der ersten Klasse. 
Von diesen Cnrven ist No. 1 die Coor- 
dinalengleirhnng des Krebses heispiels- 
weise entwdrkelt und theilweise unter- 
sucht worden. Ks sollen nun hier ans 


der der ganzen Klasse zugehörigen allge- 
meinen (ileichung 

oy -I- 5xg + cx’ + dx + ex -I- ^ = 0 (1) 

die verschiedenen Arten der hierher ge- 
hörigen Cnrven und deren l>esoiidcre 
Eigenschaften ermittelt werden. 

1. Da 1/ und X in der 2ten Potenz 
Vorkommen, so hat sowohl y wie x zwei 
Wurzeln; d. h. es existiren für jede Ab- 
scisse X zwei Ordinaten und für jede Or- 
dinate y zwei Abscissen x. Nut bei Un- 
vnllständigkeit der GL ist dies nicht: 
Wenn a = 0, so existirt für jedes x mit 
ein y und wenn c=0, so existirt für 
jedes y nur ein x. 

2. Für 6 = 0 nnd rf = 0, also hei der GL; 

ojf’ -t- CX* -I- «X + /■ = 0 ' (2) 

existiren für jedes x zwei gleich grobe 
aber entgegengesetzt liegende Ordinaten 

d. h. die Ahscissenlinie ist ein Dnrch- 
III e SS er der C. 

Für 6 = 0 nnd c = 0, also bei der GL 
ay’ + ei' + dy +f =0 (3) 

existiren für jedes y zwei gieieh grofse 
aber entgegengesetzt liegende Abteissen 

, = ,»=|/-5[l±^äL±/ 

d. h. jede behäbige Ordinate ist ein 
Durchmesser der C., wenn man die- 
selbe als Ahscissenlinie und die der Ab- 
scissenlinie parallele x als Ordinaten be- 
trachtet. 

3 8ctzt man x = 0 in di« Formel für 
y, so erhält man 



Wenn also f nnd o gleiche Vorzeichen 
haben, also da a immer positiv ist, wenn 
f positiv ist, so existirt für x = 0 kein« 
Urainate, aber für ein negatives f existi- 
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reu 3 gtaioh (^fse entg«geag«seUte Or- 
dinaten. 

Setzt man in die Formel für x, y = 0, 
so erhält man 

Für y = 0 existirt also keino Abscisse 
wenn f und e einerlei Vorzeirhen haben, 
für verschiedene Vorzeichen aber existi- 
ren 2 gleich grofse und entgogengesetsto 
Abeeissen. 

4 . Ist ^=0 also die Gleichung: 

fly* + bxy + ex* + dl/ -f ex = 0 (4) 

so ist für X = 0 auch ein Werth von y = 0, 
und der Anfangspunkt der Coordinaten 
liegt in einem Punkt der Gurvi*. 

5. In Gl. 4: y = 0 gesetzt gibt 

rx* -f ex = 0 

Mithin entweder x = 0 oder x = — ^ 

e 

und — — ist die Entfernung zwischen 
e 

beiden Durrhschnittspunkteu der AhscU- 
seiilinie und der (’urve. 

In Gl. 4: X =: 0 gesetzt ßibt 

ny* + dy = u 

woraus entweder y = 0 oder y - — — 

n 

C. Setzt man In Gl. 1 y - 0, so erhält 
man 

rx* 4 fx + /■ = 0 

— e * — 4cf 

woraus t — „ — — 

2c 

Ist c* > 4r/’ so entstehen 2 ungleiche 
ÄbHcisseii 

2c 2c 

bt e^<4cf so entstehen nur 2 Abscis- 
sen wenn cf subtractiv ist 

Für c* = 4c/ entsteht nur eine Abscissc 


«y* + + cx* + dy = 0 _ (5) 

wird für y = 0, x nur = 0, aber für x = 0 

wird 1/ = 0 und = 

'' a 


7. Setzt man in Gl. 1. x=0 so entsteht: 

«y* + dy + /'=o 

— d * i'd* — 4nf 

woraus y = - 

'2a 

Für d*> 4af entstehen 2 ungleiche Or- 
dinaten 

_d + |'d*”4rt/ , , -d-i'd*^4a/ 

y= yi L L 

2/1 2a 

Ist tP<4af dann exbtiren nnr Ordi- 
naten wenn of subtractiv bt, wenn also 
da a immer positiv ist, f negativ ist. 

Ist d* = 4«/ .so existirt nur eineOrdi- 
, d 

nate « = 

^ 2« 

8. Setzt man nun noch d = 0 so hat 
man die Gl.: 

oy* f + ex* = 0 (6) 


- A + — 4ftc 

V- - y .1 


(7) 


Für diesen Fall ist mit x = 0 ancb y = O 
und gegenseitig. 

9. Die bbherigen Hetrarhtnngen haben 
nur die Hedeiitiing und den Kintlufs der 
einzelnen (Vienicieiiten für sämmtliche in 
diese Klasse gehörenden ('urven aiizeigen 
sollen; es ist nur noch zu bemerken, dals 
da X lind y l.iiiien sind, alle Glieder der 
allgenieincii Gleichung von einerlei also 
von 2 Dimensionen sein müssen; demnach 
sind a, h, c ahstnicte Zahlen; //, e Linien 
und f ist eine Flache. 

Der Character der Curven ist aber nur 
aufaufasseii , wenn man den Zusammen* 
hang der Ahscissen von beliebiger Lange 
mit deren zugehörigen Ordinaten betrach* 
tet, und hierzu eignet sich ganz beson* 
ders Formel 7. Dagegen geht diese letzte 
aus einer unvollkommenen Gleichung C 
hervor. 


Für e = 0 und auch für /= 0 oder bei 
der GL 


iO. Ans der allgemeinen Gl. 1 erhält 
man 


— (öx + d) ± )'(&* — 4ac) X* 4- 2 {bd — 2ac) x -f- d* — 4af 
2 a 


( 8 ) 


Diese Gleichung gilt nun für jedes x, fsem x besser zu übersehen divldirt man 
so grofs man es neVimeii mag, und um mit x mul erhält 
den Eintlub der Glieder bei beliebig gro- 


_5 

X 




2(4«< - -iarj ^ 


4af\ 


(9) 
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Je ^Iser * (feDommen wird, desto 
kleiner werden die Teranderlich^n fiüe- 
der zur Rechten, weil diese sammtUcb x 
im Nenner haben, während die Zähler 
constant sind und für x=:o& fallen die^ 
selben als 0 fort. Es ist demnach für 

X = OO 

-»= — [-&* yv^ac ] ( 10 ) 

d. i. Formel 7 für den Fall, daf» d, t, 
f=0 sind. 

Da die Seite recht« eine endliche Grüfse 
ist so ist — nicht =0, welches da- 

X » 

her kommt, dals y mit x = sc, ebenfalls 
anendlich ist nnd dab zneleich zwischen 
X = 00 und , = 00 ein endliches Verhilt- 
nib statt findet. 

Sämmtliche Cursen der ersten Klasse 
zerfallen also in 3 HauptgattnnL’en, 

1. die, für welche die WurzelKröfse 
b’ - Aae positiT ist. 


* — = i. r '(4« _ iac) 

X a J 


S. di« für welch« sie negaÜT ist and 
3. die für welch« sie Nall ist. 

Hat ä einen wirklichen Werth, ist aUo 
h nicht s 0 , so ist es für den ersten Fall 
gleich^ltig, ob c additiv oder suhtracUv 
ut; in den beiden letzten Fällen mols c 
additiv sein. Ist für die Gleichang 3, 
No. 2, wo die Abscissenlini« ein Durch- 
meftser ist, 4 = 0, so ist für den ersten 
Fall c subtractiv, für den zweiten Fall c 
additiv nnd für den dritten Fall c = 0. 

11. Die C. des zweiten Falles: 4*<4wr 
Qotenicbeideu sich dadurch, dafa für x= «o , 
y nnmoglicb wird, anfTallend von den C. 
der beiden anderen Fälle; es kommt nno 
darauf an, den Untennchied der Curven 
des ersten und dritten Falles zu bestimmen. 

Geht man auf Gl. 9 zurück, so hat man, 
wenn zugleich die l>eiden ungleichen Or- 
dinalen mit y und y’ bezeichnet werden: 
1. Kür h>4ac 

(II) 

X X* 


2. Für b = Aac 

”^ = i\ 


, %kä — 4ae , tP — 4nf 

t . 


( 12 ) 


Io dem ersten Fall, wo die beiden letz- 
ten Glieder der Wurzelgröfse für x=co 

verschwinden, ist 

y — yt • X = I 4* 4or ; o 
In dem zweiten Kall ist 

PC"-; 


In dem ersten Fall, für 6>4ac, siebt 
also die Differenz beider unendlichen Or- 
dinalen mit der nnendlichen Abscisse in 
einem endlichen Verhältnirs 
y _ 4ac : n 

In dem zweiten Fall, für 6 = 4arsteht 
die Differenz beider anendlichen Ordina- 
ten mit der anendlichen Abscisse io einem 
nnendlichen V’erhältniCs. Denn es ist 


+ d^pr^ . ^ _ I J + (rf> - 4<I/) : ax 

Gegen das anendliche ernte Glied der Wurzelgrobe verschwindet das endliche 
zweite (Jlied, und es ist das Verhältnib 


. ! X = V(26<f - 4i»0 X : ox = y'(2M - Aae) : a I x = 1 ! 


\'ibd — 4ae 


pi = 1 : 00 


12. Es kommt nun darauf an, die _3 
Oattungen der Cnrren erster Klasse nä- 
herkennen zn lernen, nnd dies geschieht 
am eeeienetaten, wenn man die allge- 
meine Gleichnng für diesellien dergestalt 
einschränkt, dab für jede beliebige Ab- 
acisse x eine mögliche Ordinate exiatart. 
Demnach ist nach No. 4 in Gl. 1 znnächst 
fxOvoL setzen, und man hat die 01.: 
ny* + 6yx -f cx* -f d, -p ex = 0 (13/ 

Sämmtliche 3 Gattungen der Cnrre 
haben nach No. 2 die gemeinschaniiche 
Kigenschan, für * = 0 nnd d = 0 in der 
Abscissenlinie einen Durchmeaser zu be- 


sitzen nnd man hat daher die eingeschränk- 
tere Gleichnng 

oy’ -P ex* -P ex = 0 (14) 

so dab für jedes x (mit Ausnahme von 

X = 0 und TOI) X = — — , s. No. 5) zwei 
c 

gleiche aber entgegengesetzte Ordinateu 
entstehen, nnd zwar ist 



Für 


r = 0 wird nun jr = A 



und da a immer positiv ist, so exiatireu 
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für die Gleichonr 14 bei e = 0 für ein 
poeitivee e nur Ordinalen für neptlire 
Absciasen. Damit diese Einsrhränknni; 
nicht statt 6nde, soll das Ulied ex in 
Gl. 14 subtractir gesetzt werden und man 
hat die Gl. 

oy* 4- ex* — er = 0 (15) 

Ist nnn (I. Fall) 5* > 4ae-, also0>4<se 
so ist c subtractiv, and die Gleichung 
dafür ist 

I. oy’ — cx’ — ex = 0 (16) 

Ist (2. Fall) A*<4oc; also0<4oc 

so ist c additir und die Gleichung da- 
für ist 

II. ajf’ + cx’-exriO (17) 

Ist (3. Fall) A’ = 4oc; also 0 = 4oc 

so ist c = 0 und die Gleichung dafür ist 

III. ay’-ex = 0 (18) 

Da nach I. No. 16 eine C. dieselbe bleibt, 
wenn deren Gleichung durch eine con- 
stante Zahl luultiplicirt oder dividirt wird, 
so hat man durch a dieidirt, y entwickelt, 

und wenn man — mit A und — mit B 
a a 

bezeichnet 

I. Für 4*>4ac 

y* = ilx -t- Äx* (19) 

II. Für 4*<4ae 

y> = Ax - fix» (90) 

Für *1 = 

. . / = ( 21 ) 

wobei zu bemerken, (s. No. 9), dafs A 
eine Linie und fi eine abstracto Zahl be- 
deutet. 

13. Die beiden Curven I und III haben 
für eine unendliche Ahscisse 2 niiendlicbe 
Ürdinaten, die C. II. hat für eine unend- 
liche Abscisse nnmögliche Ordinalen, und 
da eine C. nie aufhürt, so mufs die C. dl. 
Rückkehrungen machen (s. I. No. 10.) 

Nun ist für y =0, x entweder = 0 oder = ; 

B 

es existirt also nur für 9 bestimmte 
Werthe ron x ein einziger Werth und 
zwar =0 für y; ferner hat für alle übri- 
gen Werthe von x, jedes y zwei und 
nicht mehr als zwei Werthe, mithin kann 
die C. nur eine Umkehrung machen nnd 
die C. II. mufs eine geschlossene C. sein, 

Ton welcher zugleich der Dnrchmes- 
B 

ser ist. 

Um diese geschlossene C. näher zu nn- 
tersuchen, setzt man 
A 

* * 

so dafs die Abscisse x, am zweiten Null- 
punkt Ton y anfangt und der ersten Ab- 
aeisse x enigegengebt. Dann erhält man 


y,» = Ax, - fix,' 

Es ist mithin die geschlossene C. von 
beiden Endpunkten ab symmetrisch nnd 
yin der Mitte ein Maximum, nämlich für 
A 

oder für die Gleichung 
woraus 

* 2t fi ' » fi 

Es ist demnach die C. II. eine Ellipse, 

-i- und sind bei rechtwinkligen Co- 

ordinalen deren Axen. Ist fi>l so 

ist - die groise, -j- die kleine Axe; 
y B B 

ist fi < 1 so ist die grofse und 

B y B 

die kleine Axe; für fi = 1 sind beide 
Axen gleich grofs und die C. ist ein Kreis 
nnd IV: y> = Ax - x» (22) 

14. äetzt man in die Formeln 1 bis IV 
(19 bis 22) (- x) für x, so entsteht 
I. y,» = - Ax, + fix,« 
woraus y, = ± |'— Ax, -i fix,» 


II. 

y,» = - Ax, - fix,» 

woraus y, 

= *)'- .4x, - fix,» 

III. 

j:",* = — Ar 

woraus y, 


IV. 

= -jr.* 

woraus yi 

= 1 A-r, — J,* 


(Jleichnng I. ist also die einzige der 4 
Gleichungen, in welcher y einen reellen 
Werth erhält. 

Für x = --^ , also für den negativen 

Werth der Ellip.senaxe wird y = 0 und 
die Abscis-senlinie schneidet die C. Sonst 
hat die Ab.scis.senlinie mit der C. keinen 
Durchschnittspunkt weiter. 

Setzt man in den lieiden Gleichnngen I, 
y, = y, so erhält man 

Ax-pfix» = - Ax, -t-fix,» 
oder (x,»-x»)fi-(x. +x)A = o 
oder (x,-x)fi-A = 0 
, A 

woraus x, = x-|-- 
B 

so dafs nach der entgegengesetzten Rich- 
tung der X von der constanten Länge 

g all dieselbe C. wie für die positiven 

X, aber nach entgegengesetzter Richtung 
der positiv gelegenen C. beginnt, eine 
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Einnscbaft, «eiche der eiDii|(en Ilyper- 
bel angebürt. I>a ferner eine C. tod der 
Gl. 111. nur eine Parallel sein kann, die 
Gleichung 11 aber entweder eine Elli|i»e 
uder einen Kreis liefert, su liestebeii 
die ('nrren erster Klasse nur in 
den 4 Kegelscbnittslinien. 

15. I>ie Kegelscbnittslinien sind in 
dem Art. ISrennpunkte der Kegel- 
schnitte ^ag. 430 mit Hülfe Ton Fig. 
267 durch ihre Gleichungen entwickelt, 
wenn die CiHinlinaten rechtwinklig sind, 
die Abscissenlinie die Axe ist und der 
Anfangspunkt der Aliscissen im Scheitel- 
punkt liegt 

Fig. S33 zeigt Fig. 267 in den hier 
notbwendigen Umrissen; ABD ist der 
Axendurchschnitt eines Kegels, )■ (statt «) 
dessen Winkel an der Spitze, K der Schei- 
telpunkt sämmtlicher Kegelschnitte, so 
gelegen, dafs wenn /!/■’= AF genommen 
winl die Länge KB = k ist. 


, , aia B dm(r — *) . , 

y» = k I --S-' . SI» IJ X* ( 24 ) 


ees’ 


(C) Für die Hyperbel 




• siB IJ • X* (25) 


Für die Parabel ist die El- 

lipse I)>r, für die Hyperbel n<r- . 
Für den Kreis fällt KJ in /■£, es ist 

1=90°+ f 

nnd wenn man diesen Werth in die Glei- 
chung 24 für die Ellipse setzt, so erhält 
man die Gleichung für den Kreis 

y* = *x-x* (26) 

Es ist demnach in den Gleichungen 
19, 20 und 21 

A=k. ’ (27) 
3' 


Fig. 632. 



tl (statt ,4) bezeichnet allgemein den 
Winkel, den die Axe KJ jedes Kegel- 
schnitts mit der Kegelseite AW bijdet, 
io welcher der Scheitelpunkt K liegt. 
Setzt man nun in den hormelu sub. A, 
B, C Bd. I. pag. 420 u. f. für n = y und 
für fl= ti< ao erhält man 

(A) Für die Parabel 

y’ = 2k sin • X (23) 

(B) Für die Ellipse 


± »in (v — 3 ) . 
B= sin i| 


(2S) 


IC. Sollen nun die GWichnngen 19 bis 
22 in ganz allgemeine wie I. Gl. 1 rer- 
nanilelt werden, so hat man Art. t’oor- 
diiiatenglpicbung mit Fig. 616 die Glei- 
chungen 

I. y sinn -b(4 -b •) sin, 4 = s sin (f -f if) 

II. I — yrof rt-zroi (;t+ d) = n - (4+ ii)ros^ 
Es sollen also hiermit die mit x, y und 

i< = 90° gegebenen Gl. 19 bis 22 auf an- 
dere für M, », J gewählte Gleichungen 
rediicirt werden. 

Setzt man a = 90° und ändert die Con- 
stauten a und 4 in p und y um sie mit 
den Coeflicientcn n und 4 nicht zu Ter» 
wecbseln, su hat man 

I. y + (j + “)»•«;» = »»•* (^ + J) 

II. X — %eu$(ß + d) = p - (g + ß 
Nun hat man 

I. Für die Parabel 
y* = /tx 

Setzt man in (liese 01. die Werthe von 
y nnd x ans Gleichung I. nnd II., so erhält 
man: 


[s sin OJ -f J) - (S + w) sin fl’ = (i* + <J) - ^ (2 + ") "* /* 

II. Für die Hyperbel. 

y*=ylx + ßx» 

wie Torher verfahren gibt 

[isin(/tf J)-(y4 «)sinfl‘=/l [p+iroi(^+J)-(y+»)coifl + Ä[pf loos(?-t-<»)-(j4 wjeosd)* 

111. Für die Ellipse. 

p^ = Ax- «X» 

[ssin(^-l-il)-(9+«)ii«fl’=yf[p-|-scof(3J-f d)- (y-t-u)c«ifl-fi|j»+seoi(, 4 +d)-(y-(-ii)coifl* 
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TV. Fnr den Kreis 

y* = Ax — X* ' 

[» tin(ß + d)- (g-l-v)nM/!y=A [p+»foi(^+<>)-(si-Hi)coffl -[p+»ee«(/J+())-(j+u)eeejl)* 
Diese 4 Gleichungen anfgmöst und geordnet findet man: 

I. Die allgemeine Gleichung für die Parabel: 

««•(/J + d) »• — 2 mm OJ + + mmV«* - [•2jMMy + d)MM/S + iico» (/S + d)]* 

+ (2j liH V + 'l coi />) M + y’ «iM*^ — il (p — j coj /9) = 0 (29) 

II. Die allgemeine Gleichung für die Hyperbel. 
t*in* (/} + d) — fi COJ* (d + d)]i’ - 2 [»in (/S + d) »in/) + fi coj (d + d) co» d]MI 
+ (mm *ß — B co»*d)n* — [2j M" Cd+ d) sinß + Aco$ (d+d)+ 2B cm (d + d) (p — oco»/!)]» 
+ [2j MM *d+ Aco$ß+2Bcoiß(f—gcot ^]m+j’ iim *ß— d (p— y cot ß)~B(p—g co»d) — 0 (M) 

III. Die allgemeine Gleichung für die Ellipse. 

[»•M* (d + d) + Bcof ’ (d + d)]»* — 2 [»»M (d + d) »iMd — fico» (d + d) cot d] »« 

+ (siM'd + Bcoi*ß)u* — [2yfiM(d + d)iiMd + dcoi(d + d) — 2ßeo»(d + d)(p — ycoi d)]s 
+[(2y iin*ß+A cotß—2 B coiß(p-g cot d)]**+y 'tin*ß~A(p—g coiß)+B(p—gcoißir=0 (31) 

IV. Die allgemeine Gleichung für den Kreis. 

a’ — 2 cof d • SM + «• — [2y co« d + (d - 2p) cot (d + d)]s + [2y + (.4 — 2p) cot d]n 

+ y’»«M *d - 4 (p — y CO« d) + (p - y CO« d)’ = 0 (32) 

17. Setzt man ß = 0, so erhält man die 
Azen der Kegelschnitte zu Äbscissenli- 
uien, die Ordinalen unter dem belielugen 
Z. d und Fig. 516 verwandelt sich in Fig. 

533. Man erhält demnach die Gleicbnngen : 

I. Für die Parabel. 
simM • s’— Aco« d •s+Am— . 4(p — y) = 0 (3.3) 

II. Für die Hyperbel. 

(«in M — B cos *d) s* - 2 ß cot J - sm — ß«- 

— [A + 2ß(p-y)]ro«d- « + [A+2ß(p- y)]M 

- A(p-y)- ß(p-y)‘ = 0 (:14) 

III. Für die Ellipse. 

(«IM *d 4- ß cos *d)s* + 2 ß cot d • SM -f ßn* 

— (A — 2ß(p — y)]co«d* • + [A - 2ß 

- A (p - y) + ß (p - yfc 0 |(.'!5) 

' V. 

IV. Für den Kreis. 

s’ - 2 CO« d *«0 + M* — [2y + (A - 2p)] co« d- 1 + [2y + A - 2p] M - A (p -y) + (p — y)’ =0 (36) 
18. Setzt man in die Gleichungen 33 bis 36 für s den Werth (t + ä), so er- 
hält man die schiefwinkligen Coordinatengleichungen für eine Abscissenlinie , die 
mit den Azen der Kegelschnitte in der ^tfernung csindd^ läuft. 

I. F ür die Parabel. 

«in ’d • «’ — (A cot J — 2k «in ’d)i + Au — A (p — y + ä co« d) + A’ «in V = 0 (37) 

II. Für die Hyperbel. , 

(«in ’d -- ß cot ’d)s’-2 Bcoti-tu— ßn’+ [2 («in ’d - ß co« ’J)A - A co« d - 2ß(p-y)co« d]s 
-(• [A + 2ß(p — y)— 2Bh cot d]u — A(p — y)- B(p — g)’ + («in’d — ß co« ’d)A’ 
-[A + 2ß(p-y)]*co«d = 0 (38) 

III. Für die Ellipse. 

(«in’d + ß cos’d] s’ + 2ß co« d>su-f ßn’ — [[A — 2ß{p— y)]co«d — 2(«iM*d+ßco«’d)A]a 
+ [A — 2ß (p — y) + 2ßA co« d] u — A (p — y) -f ß (p — y)’ - [A — 2ß (p — y)] A cos d 
+ («in ’d + ß co« ’d) A’ = 0 I I (39) 

IV. Für den Kreis. ,, 

2 co« d • «M + m’ - [(A — 2 [p - y]) co» d - 2A] s + [ A - 2(p — y) — 2A co« dj M 

-A(p-y) + (p-y)’-[A-2(p-y)]Aco«d + A’=0 (40) 

II 12 


Fig. 533. 
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19. SeUt man in Gleichung 29 bU 39 »Utt den Werth (90° - fl so erhält 
man Coordinatengleichungen für eine beliebige Abscissenlinie und Ordinaten die 
Dormai <Un Ax6q der Kegelfcboitte aind. 

I. Für die Parabel. 

s» - 2 »•« /»• s« -I- »<• ’/f* •»’-ÄJ si« (»'S +<2j n» im ^ß-A (p-geoiß) =0 (41) 

11. Für die Hyperbel. 

t’-2ii» 3- »« + («« »•»/*•» + 

g^rin’ß-A(p-gcas^ - B{p- gcotirii‘ = 0 (42) 

111. Für die Ellipse. 

s*-2«*3-s« + (iia»3+Bcos’a)«.>-2s«w3-s + [2j»i«V+'^«>'lä-2fir"^(p-9«>»W“ 
+ g^ tinfß - A{p — g cot ß)+ B{p — g eo$ ^' = 0 (43) 

■ IV. Für den Kreis. 

t’ -2<in3-su+«’-2jiMi3-i-f [2j+ {A~ip)eoiß}m+g'rin'ß-Alf-gecfßWf-gcotfr)l*=0 (44) 

20. SeUt man in die Gleichungen 37 bis 40 den Werth 90° für J, au erhält 
mail die rechtwinkligen Coordinatenrfeichungen für die Kegelschnitte, wenn die 
Abscissenlinie mit <fen Axen in derBntfemung 4 4= läuft. 

1. Für die Parabel. 

* s* + 2äs + Am — A (p — j) + 4* = 0 (45) 


II. Für die UyperbeL 

»J _ + 94» + [.* + 241 (p - j)] M - A (p - j) - « (p - j)’ + 4> = 0 

III. Vür die Ellipse. 

s« 4 Bm* + 24» 4- [A - 2B (p - j)]m - A (p - j) + B* (p - j)’ + 4> = 0 

IV. Für den Kreis. 

»» + «’ 4 24» + (A - 2 (p - s)]m - A (p - j) + (p - j)’ 4- 4‘ = 0 


m 


(47) 


(48) 

2t. SeUt man in die Gleichungen 33 gelschnitte, wenn deren Axen die AhscU- 
bis 3® den Werth 90“ für S, oder in die senlinien sind und bei dem Anfangspunkt 
Gleichungen 41 bi» 44 für 3 den Werth A in der Entfernung p Tom Scheitel. 

= 0, oder io die Gleichungen 45 bi» 48 j pjrabel. 

für 4 = 0, so erhält man die rechtwmk- 1 „s -n 

ligen Coordinatengleichungen für die Ke- iP S! 


(49) 


11. Fir die Hyperbel. 

»> - Bm> 4- [A 4- 2 B (p - j)] M - A (p - 9) - B (p - j)> = 0 


(50) 


Iir. Für die Ellipse. 

»> 4- Bm» 4- [A - 2B (p - j)] • - A (p - j) 4- ß (p - 9)’ = 0 (5t) 

rV. Für den Kreis. 

,i + „14-[A -9(p-9)]«-A(p-9)4-(p-9)’ = 0 (**) 


22. Setzt man in diese letzten 4 Glei- 


cbuugeu für u deu Werth (p — 9 ~ 

m) so 

erhält man (vergl. 01. 19 bi» 22): 


I. Für die Parabel. 


»’ — Am = 0 

(53) 

II. Für die Hyperbel. 


»>-Am-Bm* = 0 

(54) 

111. Für die Ellipse. 


»*-Am + Bm» = 0 

(55) 

IV. Für den Kreis. 


s’ - Am 4- M* = 0 

(56) 


23. Aus den Gleichungen 29 bis 56 
ist nun die Bedeutung der Coefficienten 
in der allgemeinen lk>ordinatengleicbung 
für die Kegelschnitte 

o»* -4 4»h 4- CM* 4-d» + eM + r= 0 
zu ermitteln. 

1. Der Coefficient o von »• ist allein 
abhängig von dem Winkei zwi-scheu deu 
Ordinaten und der Axe des Keceischnitts, 
indem (3,4- d) als Anbeuwinkel von ß 
und d jenen Winkel jederzeit mifst (s. 
01. 29 bis 40). Ist dieser Winkel = 90“ 
so ist a = 1 (s. Gl. 41 bis 52). Bei dem 
Kreise ist a jederzeit = 1, weil jeder 
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Darehmesser des Kreises zagleich Axe 
des Kreises ist, also jede beliebig gele- 
gene Ordinate auf irgend einer der Axen 
des Kreises normal steht. Dividirt man 
daher eine mit ot’ gegebene (ileirhung 
durch a, »o verwandelt man sie in eine 
Uleichung für dieselbe C., in welcher die 
Urdinaten rechtwinklig auf der Axe ste- 
hen. Ans diesem Urunde sind die Glei- 
chungen 29 bis 40 nicht mehr in Ke- 
tracht zu ziehen, sondern nur noch die 
4 Gattungen No. 41 bis 44, 49 bis 49, 
49 bis 52 und 53 bis 56; und es sollen 
von Jetzt ab die Coefficieiiten t bis f für 
a = 1 gelten. 

II. Der l'oeflicient t von su ist für alle 
4 Kegelschnitte =: dem doppelten negati- 
ven Sinns des zwischen der Abscissen- 
linie und der Axe des Kegelschnitts be- 
findlichen Winkels ß (s. 01. 41 bis 44). 

Liegt die Absrissenlinie 4^ der Axe oder 
ist sie die Axe selbst , ist also = 0 , so 
fehlt das Glied sh (s. Gl. 45 bis 56 und 
vergl. No. 2); nach No. I. fehlt es also 
jederzeit l>eim Kreise. 

III. Der Coefficient c von h’ ist in al- 
len Kegelschnitten von dem gedachten 

abhängig, aber er ist in jedem Ke- 
gel.Hchnitt verschieden: 

A. Kei der Parabel ist r allgemein 

= + Ab.scissenlinie 4 der 

Axe oder die Axe selbst, au ist = 0 und 
das Glied h’ fehlt. 

B. Bei der Hyperbel ist 

c = si»*^ — ß cos ’jS 

C. Bei der Ellipse ist 

c — sin ’ß + B cos 

Ist nun die Abscissenlinie 4 der Axe 
oder die Axe selbst, so ist 

bei der Hyperbel c = —B 

bei der Ellipse c = 4fi 

beim Kreise ist deshalb c immer = 1. 

Die Bedeutung von B s. No. 15 u. 94. 

IV. Der Coefficient d von s ist = der 
doppelten Entfernung des Anfangspnnkts 
A der Abscissen von der Axe; pisitiv, 
wenn die Almcissenlinis zwischen der Axe 
und der Cnrve liegt, wie Gl. 45 bis 48, 
wo die Ordinaten s um k kleiner sind ; 
negativ wenn die Axe zwischen der C. 
and iler Abscissenlinie liegt wie 01. 37 
bis 40. Setzt man in die Gl. 33 bis 36 
den Werth (a — h) für s so werden die 
Ordinaten s in den Gl. 37 bis 40 und 45 
bis 48 um h grölser, die AbscLssenlinie 
rückt also um eben so viel von der C. 
weiter ab and wie letzt jedes Glied mit 
den Kactoren As additiv ist, so wird es 
dann sabtractiv. Liegt die Abscissenlinie 


in der Axe, so ßllt das Glied s fort, wie 
in Gl. 49 bis 56 (vergl. No. 2). 

V. Der Coefficient e von h hängt von 

3 Elementen ab. Von dem ß zwischen 
der Axe und der Abscissenlinie, von der 
Entfernung des Anfangspunkts A der 
Absci.ssen oder dessen Prujection auf die 
Axe von dem Scheitelpunkt des Kegel- 
schnitts und von den Parametern A und 
B der Kegelschnitte. 

Ist die Axe zugleich Abscissenlinie und 
der Scheitelpunkt Anfangspunkt der Ab- 
scissen su ist bei allen Kegelschnitten 
e = -A (s. Gl. 53 bis 56). 

Ist die Axe Abseissenlinie oder diese 

4 der Axe und die Entfernung zwischen 
A und dem Scheitel = p — g = s so ist 

liei der Parabel e- + A 

, , Hyperbel « = + A 4 2Bs 

, , Ellipse e = + A — 2Bs 

beim Kreue e = + A — 2s 

Die Bedeutung von A und B s. No. 15 
und 24. 

In Gleichung 41 bis 44 ist 
p — g cos ß = s 

and man hat also, wenn die Abscissen- 
liiiie mit der Axe den ^ß bildet: 
bei der Parabel e = +2g sin*ß + A cos ß = N 
, , Hyperliel e = Ä’+ 2Ä co«/J • I 

. , Ellipse o=N — 2B cosß • s 

beim Kreise e= iV — 2 cosß • s 

Anmerk. Für den Kreis erhält man 
die Formel, wenn man in den Factor von 
H in Gl. 44: für 2g den Werth setzt 
2g sin V 4 2j cos 'ß. 

VI. Der Coefficient f, das unbenaniite 
Glied wird nach No. 4 = 0 wenn ein Punkt 
der C. zugleich Anfangspunkt der Ab- 
scissen ist (s. Gl. 53 bis 56). Liegt der 
Anfangspunkt der Abscissen in der Ent 
fernnng (p — g)~s vom Scheitel in der 
Axe (s. Gl. 49 bis 52) so ist 

bei der Parabel f =~ As 
, , Hyperbel f= — As — Äs* 

, , Ellipse f=—As + Bs^ 

beim Kreise /= — As4s* 

Liegt die Abscissenlinie in der Entfer- 
nung A von der Axe, so ist 
bei der Parabel /■= — As ± A* 

, , Hyperbel /■= — As — Äs* * A’ 

, , Ellipse f = — As + Äs* ± A’ 

beim Kreise /■ = — As 4 
Das obere Vorzeichen von A* gilt , wenn 
die Abscissenlinie der C. näher, das un- 
tere wenn sie der C. entfernter liegt (s. 
61. 45 bis 48). 

Schneidet die Abscissenlinie die Axe 
in Entfernung p vom Scheitel, und liegt 
der Anfangspunkt A der Abscissen von 
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dem OarrbschnittipDnkt in der Entfer- 
nang j, der Winkel iwUchen Abaciuen- 
linie nnd Axe =ß, 
so i>t = 

die Eotfemnng des Punkts A Ton der 
Axe nnd (p-fcosfi) = t, 
die Entfemnng der Projection des Punkts 
A xon dem Scheitelpunkt. Man hat so- 
dann (s. Gl. 41 bis 44) 
bei der Parabel f = k,’ — Ai, 

, , Hyperbel .As, — Äs,’ 

, , Ellipse ^=*,’ — As, -b Äs,’ 
beim KreiM f =k,* — At, + i,* 

24. Bestinnnnng der Parameter A nnd 
Ä (No. 15). 

Es ist A = ^ k (1) 


5 eischnitte mit den Seitentheilen FD nnd 
^4 zu geraden Linien zusammen ; A und 
Ä werden = 0. 

Für ^ = 90°-b (illt FJ in FE, der 
Kegelschnitt wird ein Kreis. 

Es ist 

sii.(90° + |-) 


k = k 




Ä= ; sia(90“-b^)=l 


Ä 


_ ±siw(i |- y) . 


cos’ 


Für ij > y ist der Kegelschnitt eine 
Ellipse, also in allen Lagen, wenn FJ 
siwii (2) um fron FM + AÄab, links herum bis 
in die Richtung FA sich bewegt, mit 


Der Winkel y Fig. 534 hat die Gren- 
zen 0 nnd 180°; bei 0° fällt der Kegel 
mit seiner Axe in eine gerade Linie zu- 
sammen, Z. 1 •if‘1 ebenfalls =0 uud A 
und Ä werden =0; bei 180’’ geht d« 
Kegel in eiue Kreisebeiie über; A und F 
werden ® . 

Der Winkel ij bat seine Grenzen 0 und 
180“. Für beide Wertbe fallen die Ke- 


Ausnahme von ij— 90“-!-'^ wo die El- 
lipse in eineu Kreis übergebt, ln diesen 
Fallen gilt für Ä das additire Vuneichen. 

A winl ein Maximum für ij = fH)°, näm- 
lich A = — * — . 

«s|- 

Hierbei wird 


ß = * 90“ = * _ ,,z Z) 

5 y s y ' ^ ' 


Es wird also Ä positix und der Kegel- 
schnitt eine Ellipse für y <' flO", und Ä 
negativ und der Kegelschnitt eine lly- 
perliel für y > 90“. 

Für j = 9o“ wird Ä = 0 und der Ke- 
gelschnitt eine Parabel. 

Zwischen 

, = (9"° + -j) «nd >1 = ( 90 “- 

wird A>4, für alle anderen Werthe von 
I) wird A < ä. 

Für ij<y, also in allen Lagen von FJ, 
von FM -p AB ah, um F recht.» bis in 
die Richtung FD gedreht, ist der Kegel- 
schnitt eine Hyperbel und für Ä gilt das 
subtractive Vorzeichen. 

25. Fig. 534 ist in den rmrissen mit 
Fig. 533 gleich. Beschreibt man ans F 
mit K£= * den Bogen EC zieht CL 4= F’F 
so ist CL der Parameter A. 

Denn lallt man das Loth CG auf AD, 
so ist C0 = CFnnr\ = kt\n <\ 

Halbirt man nun Zy durch AH so ist 
Alf normal mit EF und CL, 
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^/UC= 90’ -4 
2 

/_ CGL - 90” 


alio 
nnd da 
so ist 
Nun ist 
CG = CL- cot y_ GCL = CL 

r 


folglich 

und 


CL . 


cos -- = k sin t] 


CL = 


_ 1 I _ 


r 

cos — 


k = A 


(0 


Bei einerlei y wächst A von i; = 0 bis 

l( 

II = 90° wo A ein Maximnm = 

"* I 

wird. Je gröfser y desto gröfser wird A, 
bei )■ = 180” wird A = <k . 

Zieht man fff ± AB, 
so ist j/ JFM = rj — y 

and fällt man die Normale CM anf fff, 
so ist CM — CFsin (ij —y)=kstH(,ti — y) 

Es ist zugleich ^ LCM - LCG = ^ 


daher 


CK- 


V__ 


CM 


daher CK cos ^ — ^ (*i ~ y) 


and 


CK _ sm(i) — y) 


Nun ist 

„ _ »in tj sin (ij- y) A sin (i, - y) 

« — — - -fr ( 2 ; 


2 

daher B 


oder 


cos- 
CK 

’ k ' k ' 
„ CK -CL 
® = ~£fi~ 


A-CK 

*» 


Verlängert man Cf, nimmt CN = CL = A, 
zieht iVr+ fff so ist 

CF-.CN = CK-.CP 
CN-CK CL-CK 
woraus Cf = -p^.-=--- 

CP CP 
mithin eF~ k 

26. Sind die Parameter, A als Linie 
and B als abstracto Zahl gegeben, oder 
sind beide ans einer gegebenen Gleichung 
ermittelt, so existirt der ans beiden Pa- 
rametern hervorgehende Kegelschnitt in 
jedem beliebigen Kegel , d. h. in einem 


Kegel mit beliebigem Z}' an der Spitze 
des Axenqaerschnitts. 

Denn ans Gl. I. No. 24 bat man 

A cos = ä sin tj 

und je nachdem B positiv oder negativ 
gegeben ist hat man in Gl 2; ij > oder< y 

Nun ist aber ans einem gegebenen y 
und einem gegebenen B der z b lu fin- 
den und diesen in die Formel für A ein- 
gesetzt ergiebt bei gegebenem A den 
Werth von k. 

Noch ist zu bemerken, dafs man sich 
durch die Vorzeichen nicht irre machen 
lasse: B ist immer als absoluter Werth 
zu nehmen; bei der Ellipse ist 

ß = + 

2 

bei der Hyperbel ist 

COS.X 

27. Beispiele. 

■ I. Die Gleichung y* * yxy-f 16x“ 
gibt eine Parabel, weil 

(= 8») = 4m (4 • 1 • 16) = 64 ist 

II. Die Qleichnng y’±8xy— 16x°-b.... 
gibt eine Hyperbel, weil 

i’ (= 64) > 4oe (= - 64) ist. 

III. Die Gleichung 8xy + 18x’-f ... 
gibt eine Ellipse, weil 

M(=64)<4m(= 72) ist. 

IV. Die Gleichung y* ± 8xy -|- x’ -)- . . . 
gibt einen Kreis, weil 

8’ < 4m und zugleich a = c ist. 

Beispiel V. Gegeben ist eine Glei- 
chung, me mit a, dem Coefficient von s’ 
dividirt folgende ist 

s> + lOi« -I- 3»* -t- 25» -b 7» -b 20 = 0 (1) 

Hier ist <» = 1; c = 3; also 4m = 12; 
5=10, also 8’ = 100; folglich 8’>4m 
nnd die der Gleichung entsprechende C. 
ist eine Hyperbel. 

Es soll aber nach No. 23 , II. der Coef- 
ficient von »« = — 2sin;7 sein, also sub- 
tractiv nnd < 2; es .scheint demnach, 
dafs die gegebene üleicbnng eine Hyper- 
bel, überaaupt einen Kegelschnitt nicht 
gibt. Um dies zu untersuchen, dividire 
die Gleichung duKh eine Quadratzahl 
von der BescMifenheit , dafs der Coeffl- 
cient < 2 werde, am beimenuten also mit 
der Zahl 100. Dann erhält man 


+ ^ « + 0,03 «• -b 2,5 ^ + 0,07 -i. -b 0.2 = 0 

Han erhält aus der eisten Gleichung 


(ü) 
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10« + 35 , ; 

* = 7 , 3 l 88 *> + 472 II + 545 


Aai der zweiten 


I • + 2,5 , 

2 * i I f, 88 «»+ 4,72 *+ 5,45 


( 9 ) 

(■») 


Man er>ieht, daf» man aus demsclla;ii 
H das.seihe i erhält, «eiche der lieideii 
lileirhnngen man auch nehmen will 
und man kann daher für die erste Glei- 
ehnnjr schreihen 

‘ ;u f 0,fi:iii».f 2,5i+n,07iii0.2=0 (:.) 
l>a nun nach Nn. 28, II. der Coeffi- 
cient t von s« (hier = I) »ubtnctiv 
sein Kill, »o mnls n ne|;atiT sein und 
■nan hat statt til. |; 

10JW4 3«=+ 25»-7« + 20 = 0 (6) 
statt tileicbung 3 

, IO*-25 . 

‘ = + - , — ± i 1 88«>-472n + 545 (7) 

nnd sUtt Gl. 5 

- j* + 0,03 ■> + 2,5 » - 0,07« + 0,2 = 0 (8) 

A. Setzt man in Gl. 7 
für « entweder + 3,681301 oder + 1,682335 
so erhält man die Wnrzelpröfse = 0 nnd 
for * = 1,682335 wird » = -4,0883 
fnr * = e,681301 wird »'= + ,5,9065 , 

Wenn man also die Werthe von « in 
Gleichnnft * setzt, für welche nun der 
Kei^elschnitt (gefunden winl, so hat man 
die Ordinateu der Scheitel 

für *= 1,682335-, » = -0,40883 
für * = 3,681301; »' = + 0,59065 
Hierans ist klar, dafs beide zusammen- 
Kehärigen Hyperbeln mit den t'oordinaten 
die Lage von Kig. 535 haben müssen 
(verel. r’ig. 516). Wenn nämlich E der 
Annngspnnkt der Abscissen ist, so ist 
bei 

* = £ß = + 1,682336; s = ^D = -0,40883 
bei 

*= £ß’=+3, 681301 ; s =yl'/)’=+0,59065 


Fig. 535. 



Es stimmt auch diese Zeichnung mit 
der Eigenschaft der Gleichungen 1 bis 8, 
dab kein Werth von * den Werth » = d 
gibU 

Die graphische Constrnction der obiger 
tileichuiig (5 oder 8) entsprechenden Hy- 
perbel wird durch Verwandlung deren 
t-oefficienten in die No. 23 angegebenen 
Werthe ermittelt. 

B. Der Coefficient 4 von »*, hier = I 
ist nach No. 23, II. = 2 sin ,4, folglich ist 

iin;3 = j nnd 

^ ü. h. der zwischen der Abscissenlinie 
hü' und der Axe Lh begrilTene 

/ ACO ist = 30'’ (9) 

wobei noch zu bemerken, ilafs das 2te 
Glied 

in Gl. 5 ist : -I sin 30° •>(+*) 
in Gl. 8 ist : - sin SO” •»(-*) 

C. Nach No. 23, III. ist 

c (hier = 0,03) = »i«V - ß coi >n = J - }Ä 
woraus 


„ . sin (r — «) . . 

ß = + sin i; = + J • 0,88 = 0,2933 .... 

2 


( 10 ) 


D. Nach No. 23, IV. ist 
d (hier = 3,6) = 2g sin d = 2 • | g =g 
Da nun d hier additiv ist, so mübte 
nach No. 23, IV. die Abscissenlinie zwi- 
schen Axe und Curve durchgehen, da 
aber in Gl. 1 bis 8 kein Werth von * 
dm Werth » = 0 ergibt, so ist solche Lage 
nicht möglich nnd folglich mub g nega- 
tiv sein. Man hat demnach 

Cß = g = -2,5 (11) 

Dieser Werth von g stimmt auch mit 


der Zeichnung nnd den ad A berechns- 
ten Wcrthen von * und s für die Schei- 
tel A, A'. Denn 

Cfl = Cß - DE = 2,5 - 1 ,682335 = 0,8 1 7665 
hierans 

AD = CD sin 30° = {CD = 0,40883 
ferner 

CÜ'-ED^- C£ = 3,681301 - ->,5=1,181301 
hierans 

A’D' = CD" sin 30° = { CD' = 0,59065 

E. Nach No. 23, V. ist 


- c . «(W8r = 0,07)=2gsi«V + ilco»/J + 2ßcosg-s 
0,07 ist hier subtractiv für (- ■}. 


( 12 ) 
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In dieser Gleichung 12 befinden »ich 
2 Unbekannte A und 5 ; es mnFs deshalb 
der folgetule Coefficient /' hinzngerogcn 
werden. Nun ist 

F. Nach No. 23, VI. 
f (hier = 0,2) = g~ sin -ß - As — Bs* (13) 
Setzt man nun in Gl. 12 die Werfho 
für ß nnd g und entwickelt A so erhält 
man : 

.d = 1,3(J254G6- 2ÄS (14) 

Diesen Werth von A in Gl. 13. gesetzt, 
gibt 

0,2 = 1,5625 - (1,3625466 - 2Bs) s - Bs^ 
oder geordnet 

,3 _ 4,64504 s f 4,644886 = 0 
woraus s = 2,32262 ± 0,86557 
und i= + 3,18809 und + 1,45695 (15) 


Diese Längen sind die Entfernungen 
der Projection K des Anfangspunkts E 
der Ahscis.sen von den Scheiteln A und 
A’ also die Längen KA' und KA. Die- 
selben stimmen auch genau mit den ad 
A ermittelten Längen von « für die Or- 
dinalen der Scheitel A und y4’*, denn 
6s ist 

DE cos ß = DE 1 * = 1,682335 +* = 1,45695 
und 

D'E cos ß - 3,68 1 301 l 'i = 3,1 8809. 

G. Nun ist nach No. 23, V. und Glei- 
chung 42 

s ■= p - g cos ß 

aber AK = — AC + CK 

und da g negativ, 
also + CK = — g cos ß 

ist, so bt p ebenfalls negativ und 


p ={- AQ = gcosß + s = - 2,5 4 J + 1,46695 = - 0,70809 (16) 

Eben so bt s'^p' — geosß 

aber + A! K — + y4'C + CK ~ + A'C — g cos ß 

und p’ = (+XC) = < 7 ^ 0 * /* + »' = -2,5 +5 + 3,18809 = + 1,02303 (17) 


Auch diese Längen von p nnd p' stim- 
men mit den ad A berechneten Ordina- 
len AD und A'D' für den Scheitel; denn 
man erhält 

- 0,70809 X tg 30® = - 0,40883 
nnd. +1 ,02303 x tjr 30° = + 0,59065 

H. Nun bt noch der Parameter A zu 
bestimmen, und dies geschieht durch For- 
mel 14 für A. 

Han erhält bei « = 1,45695 
A = 0,50802 

Bei 5 = 3,18809 wird A negativ, wel- 
ches unmöglich ist, und es existirt na- 
türlicher Weise nur ein Werth für A. 

Für die Verzeichnung der Hyperbeln 
hat man nun aus G: 

p = - 0,70809 
p’ = + 1,02303 

Nimmt man in der geraden Linie LK 
den willkührlichen Punit C, trägt nach 
einer Seite die Länge Gj4 = p, nach der 
anderen die Länge CA' = p' so erhält 
man die beiden Scheitel der beiden durch 
(31eichnng 1 gegebenen Hyperbeln nnd da 
A = 0,507802 
O Aft 

und ß = ^1^ = 0,2938.... 

so hat man für die Hyperbeln die Glei- 
chung 

= 0,507802 • X + 0,293 . . . . x’ 

J. Zum Hewebe, dab die Hyperbel mit 
der Gleichung 1 nbereinstimmt setze man 
für X eine bestimmte Länge z. B. AG — 10 
so ist 

= 6,07802 +• 29,333 . . . . = 34,4 1 135 
woraus y = 5,86612. 

Die Projection K des Anfangspunkts E 


auf der Axe LK liegt vom Scheitel A 
entfernt um die Länge AK = s= 1,45696 

A(r= I0,0$000 


mithin ist die Projection 
der zu AG gehörenden 
Äbscisse Eßf von K ent- 
fernt = 8,54306 

und die Absebse « = EM ist 

C05 30 

Nun war die Richtung der Absebse ED 
negativ , folglich bt « = EM positiv, und 
die Formel 7 für * mufs geschrieben 
werden 


, = + ± • p'88i*’ + 472 m + 546 

9 

Setzt man in diese den Werth von 
u = 9,864666 so erhält man 

* = - 61, 8233± 58,6612 
also » = — 120,4855 und —3,1621 
und die Zehntel davon genommen, für 
Gl. 8: 

» = - 12,0485 und -0,3162 
Es bt nun 

das erste a die Ordinate Mit = — 12,0485 
das zweite » die Ordinate MJ — — 0,3162 
subtrahirt gibt IIJ = — 11,7323 
und die Hälfte = 5,8661 = y 
K. Zur Ueberzengung, oaCs beide Hy'- 
perbeln zusammen gehören und einander 
^ sind hat man aus No. G, 16 und 17 
>4A' = p + p’= 1,73112 
hierzu x = 1 0 


gibt, -x' = AL = 11,73112 
Man hat non 

y» = - 11,73112 A -b 11,73112’ • B • 
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= - 6,967 + 40,368 = + 34,411 
wi6 bei d«i enten Hyperbel. 

Ee Ut dieses Beispiel deshalb so com- 
plicirt gewählt und so sorgfältig dorch- 
genommen worden, damit die rorgetra- 
genen Gesetze über die Katar der Cnr- 
ven enter Klasse als allgemein gültig 
erkannt werden. 

IV. Linien dritter nnd höherer 
Ordnungen oderCurTen zweiter 
nnd höherer Klassen. 

Diese Gurren Enden wenig Anwendung, 
sie sind ihrer verschiedenen zusammen- 
gehörigen Eigenschaften wegen ebenfalls 
in Gattungen zu bringen und haben For- 
men der mannichlacb^n Art , und um so 
mannichlacher je höher deren Ordnung 
ist. Die I, No. 12 betrachtete Cissoide 
ist eine Linie der dritten Ordnung, die 
Konchoide No. 13 ist eine Linie der vier- 
ten Ordnung. 

Unter Familie von Curven versteht 
man die Summe der Gurren, von denen 
jede einer anderen Ordnung angehört, 
deren Gleichnngen aber allen der Form 
nach eine nnd dieselbe allgemeine Glei- 
ehong an Grunde liegt. 

So z. B. drückt die Gleichung 

s ax** 

eine Familie aus zu welcher die Glei- 
ebnngan gehören 



jt* = o** u. s. w. 

Die bekannteren Gnrven und deren 
Kenntnifs verlangt wird, als der Kreis, 
die Parabel, die Hyperbel, die Ellipse, die 
Konchoide, die Neoide, die Evolvente, die 
Gycloide, die Epicycloide, die Hyprcycloide, 
die logarithmische Linie, die Spirallinien 
n. a. w. werden in diesem Worterbuche 
ihre Artikel haben. 

0WT6Blehr6, auch höhere Geome- 
trie genannt, eine höhere Disciplin der 
Geometrie, ist die Lehre von denjenigen 
kmmmen Linien, (Curven) die nach 
irgend einem Gesetz gebildet sind, von 
deren Eigenschaften und von den Flä- 
chen nnd Körpern, die aus ihnen durch 
Constmetion hervorgehen können; wäh- 
rend die niedere Geometrie nur gerade 
nnd Kreislinien und die ans ihnen her- 
vorgehenden Flächen nnd Körper lum Ge- 
genstände ihrer Untersuchung macht. 
Anch wie die niedere Geometrie hat diese 
höhere G. ihren synthetischen nnd ihren 
analytischen Theil. Die Ableitung des 
Verhältnisses zwischen den Abscissen nnd 
Ordinalen der Kegelschnitte im Art. Brenn- 
pnnht« der K. Imon als synthetisch an- 


gesehen werden, die Entwüholaiig der 
Farmen der Curven im vorigen Art. ist 
nur analytisch. Die hörere Q. hat dem 
Obigen nach auch ihre Longimetrie, ihre 
Planimetrie nnd ihre StereometiM. 

Der erste Theil der (X, die K anntnif« 
der Curven selbst, eine eigentliche Cnr- 
vagraphie ist in dem vor. Art. im All- 
gemeinen nnd ans dem Oeaiehtspanht 
gegeben, dals so viele Cturvaa exmtbwn 
als man Gleichnngen anbustellen beliebt. 
Diejenigen bekannteren Cnrven , deren 
speciell nicht Erwähnung geacbehen, wer- 
den in dem Wörterbneh ihre Artikel fin- 
den. Der zweite Theil der hier noch ab- 
zuhandelnden G. besteht in den Anfgaben, 
deren Lösung erforderlich ist, um mit 
den Curven rechnnngsweiaa veifidtfea m 
können, also in einer eigentlichen alge- 
braischen G, 

I. Bestimmung der Tangenten an 
Gnrven. 

Tangente oder berührende gerade 
Linie in irgend einem Punkt detOuva 
heifst diejenige gerade Linie, weiehe teleh 
diesen Pnnkt hindurch nht und mit dar 
Gurre diesen einzigen Punkt nur gemaia 
hat, so dafs keine zweite gerade Linie 
zwischen ihr und der Gurre dureh den- 
selben Pnnkt gezogen werden kann, ahne 
dafs diese die C. in 3 Punkten schnei- 
det (vergl. Bd. 1, Art. betühwnde gende 
Linie mit Fig. 204). 

Ist BT die Tangente an der Curve FC 
in B, so kann das Cnrven-Element in B 
zugleich als das Element einer Kreispe- 
ripnerie angesehen werden , deren Halb- 
messer in der normal auf TB in B ge- 
zogenen geraden Linie BN liegt , und da 
jeder Halbmesser auf dem von ihm be- 
rührten Kreiselement normal steht, so 
steht auch die im Berühmngspunkt nor- 
mal auf der Tangente befindliche Linie 
normal auf dem Curvenelement. 

Sind T und JV die Durchschnittspunkte 
der beiden genannten Linien mit der Ab- 
scissenlinie XX', BD die rechtwinklige 
Ordinate für den Pnnkt B, so heilst für 
den Punkt B: 

Die Länge der berührenden Linie BT 
zwischen dem Berührungspunkt B nnd 
der Abscissenlinie die Tangente. 

Die Länge der normal auf BT in B 
befindlichen Linie BK zwischen dem Be- 
rührungspunkt B und der Abscissenlinie 
die Normale. 

Die normale Projection TD der Tan- 
gente BT auf der Abscissenlinie die 8 n b - 
tangente und 

Die nonnale Projection ND dar Nor- 
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male BN anf dar AbadinnUnie dieSnb- 
no rmale. 

Fi(f. 536. 


, «ß y »» 

'»“ = flr = 8ibti-. = 8*='" 


( 2 ) 



Nun ist Tan geate 


Br==|/ßn+flfi«=|/-gS'’ +,» 

(al) 




( 9 ) 


Da 
80 ist 


^ DBN = ^DTB = ti 
DT.BD- BD .Diy 


Bd. 1, pag. 344 mit Fig. 216 ist bereits Subnormale 

entwickelt, wenn die Form der Cunro nv-^ — - « > ?*-/ r 

dnrch eine rechtwinklige Coordinatenglei- ~ DT ■* 

chnng y = /^r gegeben istt 

Snbtangente DT= -5^ = ^ (1) Ferner ist 

/8jr\ r* DT:BT= BD-.BN 

\Bw) woraus Normale 


(4) 


BN = 


BD- BT 


■© 




DT 


(S) 




( 5 ) 


Beispiele (pag. 344) 1. die Parabel: 
Gleichoog = p« 

Es ist 

Dx 2y 

daher Subtg. DT = — = ix 
P 


Norm. £iV= [/v’ + [~i 


I9 

2y 


Tang. BT= ^ j 4y* + p* 


Subnorm. DN = — 
2 


Norm. BN= 5 i'4y>i p> 
2. Die Ellipse. 


Gleichung: j’ — — - ■ (2a* - a’) 


Es ist 


daher Snbtg, DT = 


8 y _ c’ a — X 
ö» “ o’ y 

iax — x’ 


_ c‘ o — * 
* y 


II. Ist die Form der Curre durch eine 
Polargleichnng gegeben, so sei Fig. 637, 
C der Pol, EA (fie Polaraxe, Z.<f die 
Polarabscisse für den Punkt B, BC=t 
der Polarabstand oder die Polarordinate, 
Ton B: ferner sei BA die berührende ge- 
rade Linie an der Curre an B. Zieht 
man nun durch C die Linie TN normal 
auf CB, so heilst die Länge BT der Linie 
BA die Tangente, deren Projection CT 
auf TN die Subtangente, die in B 
auf BA bis in die Richtung TN errich- 
tete Normallinie BN die Normale und 
deren Projection CN auf TN die Sub- 
normale in Beiiehung auf den Punkt B. 

Diese Linien lassen sich nun ans denen, 
welche für rechtwinklige Coordinaten er- 
mittelt worden sind, für die Polarcoor- 
dinaten ableiten. 

Fällt man nämlich das Loth BD auf 
AF, setit CD = x, BD = y, so ist 


Tang. ßr=-i-|/gF)’-K«-x)7 
Soboorm. DiV= (a - ar) 


I ■' w, — jg , 

lg B AD = rot DBT = (I. Formel 2) 


Nnn ist ^ CBT=^ DBT - /i CBD 
mithin cot ^CBT = cot(^ CBD) 
und mit Hülfe dieser Gleichung ist Bd. I, 
pag. 346, B. mit Fig. 217 ermittelt. 


' 
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Kulita nuenle rr = — ^ (0 


o 

_o 


Cot. CäT = — (2) 
s> 

Nun erhilt man die Tanpenle flT aus 

BT ^ rTro$ecC/iT=^CT> | 1 + co(’Cßr 
I ^ 


oder 


. ‘ V 

(•:r 


Taneenl e ÄF = — - I »’+(-, ) W 
/ <)» \ I '<^1/ ' 

\ftv/ 

Aua der l’roportioii CT :CB = CB:CS 


oder 


romi 

(i^)' 


I = » : CA 


Die Bnhnorniale CA = „- 

_ 

da nun BN^yBC + CS^ 
ao ist 


(4) 


die Normalo AiV=: I 

U. Bestimmung des Krümmnngs- 
kreises an Curven. 

Ks ist ad I. gesagt, dafs jedes Cnrven- 
eleiiicnt als das Element einer Kreispe- 
ripherie angesehen werden kann ; der Kreis 
seihst, der cliesem Elemente angebort 
heilst der Krfi mmnngskreis oder 
Seh m iegn n gskrei 8 der Curve indem 
Funkt. Ein Krümmungs- oder Schmie- 
giingskreis ist also ein Kreis, der mit 
der vnrso nur ein Element gemein hat; 
er ist zugleich der gn'dste der Kreiee, 
die dnrch einen nnd denselben Punkt der 
C'nrre hindnrch geheo können ohne (Be 


CiirT» in noch «Deal Penkle in scha«e- 
ilen. •cleT der gT''f>te aller der die Cn i-ew 
in diesem Punkt zn hernhien 
eben knaa«. Dar H alhmame i diesMS 
KieieH lieet in dar Ridttang dae Kor- 
mala der Carra ia dcai BafihninKw- 
iwiifct and beitrt dar Krimmaofga- 
na Ihmaasar. 

Irin BcaSimmnsg dea Kiämm n ngw- 
kreiHa gasrUeht nna Mgeodar Art. 

aci BBJ eine Cnrre; d i a e a > e sei 
dnrA aioa rechlwiaUige C aoid l aaten- 
glekbaag gnglhMi ea sv>ll 

der Kniumiungskreis an dem Punkt 
B bestimmt werden, ist non A der 
Anfangapankt dar Abaeiaaan, ao ist 
A D s r die .Abaciaea, OB^f ii» Or- 
dinate ron A. Stallt BUL dän Kroai- 



Fig. 5.1Ä. 


mungskreis ror, so liagt deaeen Uittal- 
punkt C in der Normale BF oder in dee- 
sen Verlängerung. Bezeichnet man dia 
Ahsciase AE des Mittelpunkts C mit a, 
dessen Ordinate EC mit t, den Krüm- 
mungshalbmesser BC mit r, so sind diese 
3 Parameter o, ö, r des Krümmnngskreises 
zn ermitteln. 

Die erste Bedingung ist oSenbar, daCs 
der Punkt B der Cnrre sowohl als dem 
Kreise angehöre; hieraus entspringt die 
erste Bedingungsgleichong 

BC>= B(P + C(P 

oder r’ = (y - t)’ -Ko — x)* (1) 

Die zweite Bedingung ist, dafs der Mit- 
telpunkt in der Normale liege, lat dem- 
nach BT die Tangente an B 
so ist /_BTt) = ^CBG 
folglich BT : BD = BG : CG 
oder da 


U 

BT als Subtangente = 

Ux) 


(1. Formel 1) 
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_S _ , ' BUns «iamal in scbneiden, was öbrigena 

” S “ " unter der iweiten Bedinßnnj; zweimal 
geschehen wnrde. 

_ , . j , , ,, ,■ l.äl'st man, nm dieser Bedingung zu 

Die dritte und letzte Bedingung ist, genügen, die Ahscisse x um ein belie- 
dafs zwischen dom Kreise und der t iirvo biges Stück W* = k wachsen, so hat man 
kein anderer Kreis durch H hiiidiirchge- p^ch der Taylorschen Beihe für die Gurve 
hon kenne ohne die Gurve noch uimde- y = die Ordinate MK oder 

OM,. 

sSet/.t man tlie Fnnrtinn vf>n y filr <lcn Kreia, wie sic ülcichunp I aus.‘«|Micht: /’x, 
so hat mau für den KreU die Ordinate MH oder 



folglich die Differenz HK beider Ordiiiaten 

Da nun nach der ersten Bedingung <(x = fx=BD = y, so ist 

- s&) ** e?- m - 7;) ■ 


L)a nun diese DifTerenzenreihe mit den 
Potenzen ron k fortschreitet, so kann 
man k so klein wählen, dafs, welches 
auch die eingcklammerten Differenzen 
sein mögen, jedes Glied gröfser wird als 
die Summe sämmtlicher nachfulgenden 
Glieder. 

Wenn also zur Bestimmung der 3 Pa- 
rameter o, 6, r noch 2 Gleichungen er- 
forderlich sind, und sie worden so be- 
stimmt, dafs die ersten beiden Glieder 
der Reihe =0 werden, also 
8,,^ S/x_ 

8x 8x ~ 

, 8’uix 8fx 

8?-8x* = ° 

so schliefst sich der diesen Parametern 
zugehörige Kreis der Gurve am innigsten 
an, weil mit dem kleinsten Werth der 
Differenzenreihe auch die Differenz Kfl/ 
die gelingst mögliche wird. 

Um aus den vorstehenden Bedingun- 
gen die 3 Parameter zu entwickeln hat 
man Gl. 1 differeniirt; 

0 = 2 (y — fi) Oy — 2 (rt — x) 8x 
8y S(fx O/'x n-x 
worans = er- = — ; (3) 

öx 8x Ox y - i 


Han sicht, dafs diese Gleichung mit 
der 2tcn Bedingungsglcichuiig identisch 
ist und dafs die uuthwendige Gleichsetzung 
der beiden ersten Differenziale von (fx 
und /> die Bedingung aiisspricht, dafs 
der Mitlelpankt des Krümmnngskreises 
in der Normalo liege. 

Schreibt man Gl. 6: 

(y - 4) || = « - (b) 

und dilferenzirt, so erhält man 

«•-»"MS-;)’— 


worauss (y - 6) = — (7) 

Diesen Werth in Gl. 6 gesetzt gibt 

c, 

(dx») 

Diese Werthe aus 7 und 8 in I ge- 
setzt gibt 


\ 
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1. r = ± 


11. o = . 


I reohtwinkligeCoonlin»t«ngleicliung »= V» 

I I + J gegeb^D und man soll dis EtoIuIo nndon. 


»x> 


1 + 


(9) 80 neWe man die Oloichnngen 

1 + Ux) 


111. 6 = y + 


a 

öx> 


»y 
■ 8x 


( 10 ) 


11. 0 = 


111 . 4: 


( 11 ) 



l'eber das Voneichen xon r ist in be- 
merken, dab das positire Zeichen die 
l.age r von B aus nach BF hin , das ne- 
gative die Lage r über B hinans in der 
Verlängerung von FB bedeutet. Erste- 
res finaet bei einer hohlen, letiteres bei 
der erhabenen Cnrve statt. Da nun M 
der bohlen Cnrve das sweite Differenzial 
immer subtractiv, bei der erhabenen C. 
immer additiv ist (ve^l. den Art. con- 
vex nnd concav), so ist das Voneichen 
von r mit dem Vorzeichen des zweiten 
DiÄreniials von y übereinstimmend. 

Beispiel. Die Parabel. Anfangs- 
punkt der Abscissen im Scheitel, Abscu- 
senlinie die Axe; Gl. y*=p*. 

8*!» _ _ _P_ _ _ P’ t_ 

Ö** 4xy 4y* 4** 

bieraas 

^ _ (4x -b p)Vz _ (4x» + pxf/t 
~ 2yp ‘ixy 

» = *-^^2^ = 3* + zP 

._ 4x»-hy« _ 4x* 

~ y 

111. Bestimmung der Cnrve der 
Mittelpunkte. 

Jeder Punkt einer Cnrve hat seinen 
besonderen Krümmungskreis, nnd jeder 
derselben seinen MittoTpunkt. Diejenige 
krumme Linie, in welcher die Mittelpunkte 
aller Krfimmnngskreise einer Cnrve lie- 
gen, heilst Cnrve der Mittelpunkte, 
auch ^e Evolute der gegebenen Cnrve, 
so wie diese wieder die Evolvente der 
Mittelpunktscnrve heilst. 

Bei der No. 11. gegebenen Coordinaten- 
gleichung y “ ist die für dieselbe Ab- 
scissenlinie und denselben Anfimgspnnkt 
der Abscissen a die Abscisse nnd 4 die 
Ordinate des Mittelpunkts von dem in 
dem Punkt B derselben Coordinaten x 
nnd y gehörenden Krümmnngskreise. Ist 
daher eine Evolvente JBK durch eine 


Snbstitnire in beide Gleichungen y 
nnd dessen Differenziale aus der gege- 
benen Function y = i^x, eliminire y so 
werden a nnd 4 nur durch x ansgedmckt. 
Eliminirt man dann x aus beioen Glei- 
chungen, so erhält man eine Gleichung 
iwischen a nnd 4, welche die verlangte ist. 


für 


Beispiel. Die Coordinatengleichnng 
r die Parabel ist 


-py 


Verfährt man nun so wie io dem Bei- 
spiel ad II. so erhält man wie dort 
a = 3x + ip 

ä - 

X aus beiden Gleichungen entwickelt nnd 
die Werthe einander ^eich gesetzt, ent- 
steht; 

4*P (n - jp)* 

16 - 27 

woraus die verlangte Gleichung für die 
Evolute 

- 21p 

IV. Bestimmung, ob und wo die 
Cnrve einenWendnngspnnkt oder 
einen Rückkehrpnnxt hat 
Der Wendnogspunkt, in welchem 
eine Cnrve aus der convexen in die con- 
cave Form übergeht, macht sich in der 
Formel oder Gleichung dadurch kennt- 
lich, dafs der Krümmungshalbmesser für 
diesen Punkt ± «> wira, weil hier das 
Element der Cnrve geradlinig ist. Allein 
dieses Zeichen ist nicht genügend: es 

r 'lt auch für eine Spitze, einen Bück- 
ehrpnnkt, demnach mufs noch ein 
zweites Zeichen hinzntreten nnd dies ist, 
dafs bei einem Wendungspunkt rechts 
und links von dessen Ordinate die Or- 
dinaten mögliche Gröfsen sind, während 
bei dem Ruckkebrpnnkt eine von beiden 
Ordinaten unmöglich wird. 

I. Beispiel. Die Cissoide, pag. 
165, Fig. 621 hat die Gleichung 
xy’ -1- X* — ey’ = 0 
diese differenxirt gibt 
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jr* + 3»»-a,(a-.)|l = o; 

8j y»+3*> 

WOniDS ~ = r 

Ö;r 2y (a — x) 

Die DifTereotialgleicbQQ^ abermals dif* 
fereoxirt dbt 

w— ls’+#— )(|*)’+4»|f + 6— 0 

Du zweite Differenzial von y bildet 
den Nenner in der Formel für den Halb- 
messer des Krümmungskreises (Formel 1, 
No. 11.); demnach bat man du eben ire- 
8’y 

fnndene oder dessen Zähler = Null 

zu setzen nämlich 

5y* + 9** + 6xy® (x + 2a) = 0 
Man ersieht, dafs wegen der einge- 
klammeiten Oröfse>(x + 9a) nnr entweder 
für x = 0, weil fürx = 0 auch y=0 ist, 
oder für x= einem negativen und klei- 


neren Werth als 2a der Ausdruck = 0 
wird. 

Nun ergiebt sich aber aus der Gleichung 
_ xy> + X* - ay* = 0 

dafs für ein negatives x die Ordinate un- 
möglich ist, nämlich 

* I' O-I-X 

Daher ist kein negatives x möglich, x 
kann nur 0 sein, der Punkt der Ciasoide 
für x=;0 ist kein Wendungspnnkt, son- 
dern ein Rückkehrpnnkt. 

2. Beispiel. Die Koncboide pag. 166, 
Fig. 522 n. 523, bat die Gleichung (pag. 
166) 4 

oder nach Rntwickelung von x 

2 

8y 


X _ i'“’: 


Hieraus das Differenzial 


8x 


8x 


- 1 r- 

n l '-‘ 


- yKc ± y) 


± y I flS - y* - (g. -fc y) |'q* ^ y» 


oder 

oder redocirt und entwickelt 
Nun bat mau 


8x = - * y) («» - /) 


y’ ^'a‘ — y* 


Ox 


y» \>a* - y » 
a*c * y^ 




ex» - a»cAyS 

_ (g*e 4: y») [- y» -f 2y (g» - y»)] t 3y« (o* ■ 
(g*r ± y»)» ) a» - y» 


y») 8y 


a»y[2a»c-3cy»Ty^ 

(g»c ± y»)» 1 g» — y» 
g» y» (2g *c — 3ry» t y») 
Ös*c ± y*)’ 


/_ y’’ 1 g» -r,y»l 
\ g’c * y* / 


durch Probiren erhält man y = 2,909 
mit (y — 2,909) die Gleichung dividirt er- 
gibt die Gl. 

y» 4 5^909 y -|- 1 7 , 2S928 = 0 
beide Wurzeln daraus sind unmöglich 
und di« erstere y = 2.909 zu beiden 


Dieses zweite Differenzial wird nun = 0 
wenn der Factor 

2o V — 3ry* y» = 0 

wo das obere Vorzeichen von y» für die 
obere, das untere für die untere Kon- 

choide gilt. __ 

Für die obere Koncboide entsteht also Seiten von Ageuommen der Ort des 
die geonlnete Gleichung Wendungspnnkts. Dafs hier y zu beiden 

y’ -|- 3cy» — 2a V = 0 (1) Seiten von A genommen werden kanu 

Für die untere liegt darin, dafs wie pag. 166, 01. 5 vom 

y’ - 3cy» + 2a >c = 0 (2) 4leu Grade dartbut, für -|- x und - x ilie- 

1. Beispiel, 
hat man 
I 


Gleichung; 


’ - 3cy* + 2a *c = 0 (2) 4leu Grade dartbut, für'+ x und • 

Es sei r=l; a = 5, so **lbe Ordinate entsteht. 

2. Für die untere Koncboide ist 
für die obere Koncboide die die Gleichung 


y* + 3y> - 50 = 0 


■.y’-3y* + 50 = 0 
Die Wurzel ist y = - 2,909; die Glei- 
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ehanl; ddreh 2,909 dlTidHrt gibti nnd es genügt eine der beiden Olei- 

v’ - 5,909 j + 17,28928 = 0 chnngen iiir Besthnmong der Wende- 

dereu ^ide Wurxeln unmüglicb sind, punkte. . 

Die (leiden Ordinateii reehU uiul links SeUt man den Werth Ton y in Gle^i- 
eon A für die untere Konchoide sind de- cbung 12, pay. 167, so erkält mau für 
neu für die obere ^lekb. Die der oberen beide Koneboideu 
erscheinen positiv, die der unteren negativ, 

. = j- ,/«W = ± 5^^ ,/25^,9Ö9’ = * 1,398 


Die Werthe ron y nnd • in Gl. 7 ge- 
seift gibt für die o^re Konchoide 


_ c + y _ 1 -f 2,909 


1,398 = 5,46478 


c 1 

Für die untere Konchoide, wo s nega- 
tiv wird (s. 01. 8, pag. 167), indem » auf 
der entgegengesetüeu Seite von A liegt. 


Es sei ABG eine krumme Linie, CX 
die Abscissenlinie C der Anbogspunkt 
der Abscissen; C£ = *', CD = x die Ab 
scissen, KA = y', OB = y die Ürdinaten 
zweier Puukte A und B der krummeu 
Linie, diese Ordinalen jr', y als Functio- 
nen von x', X gegeben; man soll die 


x= — ^ s= LA®?? (_ 1,398) = -b 2,66878 

Der Wendnngspnnkt der unteren Kon- 
ehoide liegt also der Mittellinie näher als 
der der oberen. 

In dem Beispiel entsteht für die untere 
K. ein Knoten (s. pag. 167, Fig. 523); es 
folgt hier ein solches Beispiel, wo kein 
Knoten entsteht, indem c > a gesetzt wird. 

2. Beisp. Es seic=10, o = 5, so hat 
man die Gleichung für die obere Kon- 
choide 

,• + 30y> - 500 = 0 

»= -b 3,8445 ist eine Wurzel und gibt 
mden der beiden oberen Wendungspunkte. 
Denn die Gl. mit y — 3,8445 divimrt ent- 
steht 

y» -b 33,8845 y + 130,269 = 0 
welche 2 negative Wurzeln giebt, die 
nicht gelten können. Die Gl. für die un- 
tere Konchoide würde sein 

y*- 30y’+ 500 = 0 

Eine Wurzel ist hier wieder die entge- 
gengesetzte deroberen nämlichj^— 3,8445 
und diese gibt die beiden Wendungs- 
pnnkte ; denn die 01. mit y + 3,8445 di- 
vidirt gibt 

y> - 33,8845 y -b 130,269 = 0 
welche 2 positive Wuneln gibt, die hier 
nicht gelten können. 

Aus der Construction der Konchoide, 
nnd anch da für jedes x von 0 bis ± «o 
mögliche Werthe von y entstehen geht 
hervor, dafs die hier gefnndeiien Fnnkte 
keine Spitzen an der Curve sind. 

V. Reetification der Curven. 

HIernnter versteht man, die Länge einer 
0. anzugeben, oder die gerade Linie zu 
finden, welche mit der C. einerlei Länge hat. 


Fig. 539. 



und B befindlichen Cnrvenstücks be- 
stimmen. 


Lifst man CD = x um das Stück 
DF = A* wachsen , so ist die Ordinate 
FO = y+A» 

zieht man BJ^CX, 

seist äJ = Ax nnd C./ = A!I 

zieht man ferner durch B die Tangente A'M, 

BO ist 

Da die Tangente BH mit BJ densel- 
ben Winkel bildet wie mit der Abscis- 
senlinie, (nach pag 185, Gl. 2) die tri- 
gonometrische Tangente von /^HBJ 

oder lg HBJ = ^ 

Veiiäoycrt mau daher die Ordinate FG 
bis sie die Tangente in H schneidet, 

so ist HJ = BJ lg HB J = Ax 
folglich GH = Ax ^ - Ay 


BH 


.yBJ‘TJH^=] AxH(Ax-^^y=Ax| 1 + (ll)' 


by 


jOOglc 


und 


Curv«al«brQ. ‘IW 

Zieht maa DUti die Sehne HG so hat man 


Curven lehre. 


BG\ BJ^+ JC‘ = l/Ax» + A»" = Ax [/ 1 + (|^)’ 

Es ist aller nach Lehren der Geometrie der Bofren j;rölser als die Sehne und 
kleiner als die Summe der beiden ihn aufserhalb einschliefseuden peniden Linien, 
«der B6’ < AA - ÄW + C// 


oder 

oder 


Ax| 1 + (^)’<Al<Ax|.'’l 4 


9« 

+ Ax^»-A.v 

. A» 
fix Ax 


Läfst man nun den Zuwachs Ax von . At 

‘ beliebig klein werden, so nähert sich der f»lg>«ch hat das eingeschlosseiie Glied — 


Ax 

Zuwachsquotient ^ in dem Stell Yerglei- >ie'>selbeii Greiuwerth. Oder es ist 

A«*" ” 9 i, I 

chongsgUede beliebig seiuein Grenzwerth = I I It»“) 

By , . 9i/ Am &x y 

ys - und die Differenz kann be- /\ /9ir\*-, 

Ijebig klein, resp. =0 werden; das vor- •/ r Mix' 

/9 ~\3 Constante C bestimmt sich daraus, 

stehende Glied I ' 1 + ( als Grenz* dafs für x* der Bogen l±0 wird. 

I ' + ‘‘«f Vergleichung nähert vom Scheitel|iiiiikt^^ab genoiiimen werden. 

* , g ^ »lee 2 j = y 

.sich seinem Grenzwerthe | Tii^ p 

welcher dem ersten (iliede des dritten 9x ” 

Vergleichungsgliodes gleich ist; cs kün* also 

neu also die da.« Mittelglied ^ - ein.scblie- j - / | i x i . , 

r I K •. r.-sar. ./ P + VDx/ - ^ ■ '2s,/ 

rsenden beiden (liieder Nimmt man des leichteren Integrirens 






und I 1 ^ y sIs nrvariabel, ko Ist tu setzen 

' dx/ ~ Öx /^x 


einander beliebig nabe gebracht werden, 
oder sie haben einerlei Ur^nzwerth und und man erhält 


9x 








Da die Coordinaten vom Scheitel ans in dem Pol C den Anfangspunkt der 
genommen worden, »o i.st füry=0 auch rechtwinkligen Coordinaten und man hat, 
/ = 0 daher hat man zur Bestiiinniing da» Stück FB der Cnrre = i gesetzt, 
der Constante: 


fix 


■ V‘ ^ £)■ 


. Di Di ft//. 

Nun i.st ^ ■ 


0 = — [0 + p“ logn p] + C 

woraus C=-~-pUognp ftx 

daher Tollstandig und eben so 

' -k [wrW t ,• t*?] t -JJ.g 

2. Ist die Cnrve diireh eine l’olarglei- Substituirt man diese Werth» in die 
chung gegeben, sii nehme man Fig. Mi erste Funnel, so erhält mau 
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öi ^ _ l/i . 

hx f ' h(f hx / 

abo 

^ ^ l/i 4. V 

ö<^" 8»/.* r ^ \ 8y ’ 8x/ 


Non ist 
daher 

Dod 




y =s B n« 9 > 

x = — »cot <f 
8jf 8 b . 

8x 8 b 

g^ = ‘"»v-är'“» 


(^)* + (1»-)* = - li ”• f]’ + [‘ •»' f + ^ "" » J’ 


= B> (J»« + CO» *<f) + (»i« »V + CO» V) = »* + (^) 


>8y) 




und 


=/)'•’+ (1^)'»»+*' 

Die CoDstante C wird hier dadurch be* 
stimmt, da(s wean man den Werth von 
b' für den Punkt F einsetzt, 1 = 0 entsteht. 
VI. Quadratur der von Curven be- 
grenzten Ebenen. 

Hierunter versteht man die Bestim- 
mung des Flächenraums einer Ebene, 
welche durch eine Curve, durch die Or- 
dinaten ihrer Endpunkte und das zwi- 
schen beiden befindliche Stück der Ab- 
sci.sse begrenzt ist 

A. Ist die Curve ABG durch eine recht- 
winklige Coordinatengleichung y = /’x ge- 
geben, und soll der Flächenraum F zwi- 
schen AB, DE, y' und y bestimmt wer- 
den, so lasse man x um das Stück EF=C^x 

Fig. 540. 


Zeichnet man nun die Parallelen mit 
CF : GH bis in die Richtung EB und BJ, 
so entstehen 2 Rechtecke EFGH und 
EFBJ von denen das Erstere = £Fx FG 
= A * (y + A y) gröfser und das zweite 
EF X EB = A ir • y kleiner als EFGB = A F 
ist. Man hat also die Vergleichung 
A«‘(y-|-Ay)>AF>Aa'*y 

, AF 

oder y + A y > > y 

Bei beliebiger Abnahme von A ^ nimmt 
auch A y beliebig ab, und es können die 
beiden äufseren Glieder einander beliebig 
nahe gebracht werden und das dritte Glied 
ist der Grenzwerth des ersteren; mithin 
ist y zugleich der Grenzwerth des mitt- 
leren Gliedes und da dieses der Zuwachs- 
quutient von F als Function von x ist, 
so geht derselbe in das Differenzial von 
hF 

F über und wird = 

iix 

8F 


woraus 




und F=Jyhx + C 

worin die Constante so bestimmt wird, 
dafs für x = x'; F=0 entsteht. 

Zusatz. Bei dieser Entwickelung ist 
ganz davon abgesehen, dafs CE eine ge- 
rade Linie ist. Die Formel gilt also 
auch für den Fall , dafs CE eine in einer 
Ebene liegende Curve ist und die krumme 
Oberfläche ist dann das Integral der Or- 
dinate als Function des Bogens. 

Beispiel. Die Parabel: Wenn die 
Axe als Abscissenlinie, der Scheitel als 
wachsen, zeichne die Ordinate FG, so ist Anfangspunkt genommen wird, so ist 
FG = y -}- A y und die Fläche EFBG = A F. y* = px oder y = ypx 



I 


s 

daher F= Jvpx -f- C = l'p./*i + C’ = p|»« — -}-C = ?a*ppx -f C 

f \ 


Soll die Parabelfläche mit einem zu- 
gehörigen X = x' beginnen, so hat man woraus 


0 = |x' j/par' 

C = - \x'\fpx* 
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nnd vollständig ist 

F=\x\'pT - \x' y/px' = 5 1 p [x l'x - I x'] 
Für x' — O, wenn also die Paralielfläche 
mit deren Seheitel beginnen soll, hat man 
A’=5x)px = ?xy 

B. Ist die Curve durch eine Polarglei- 
chnng gegeben, so ist (Fig. 541) die Flache 
ACB zwischen dem Cnrvenstück A/i und 
den zu den Abscissen if' nnd i/ gehö- 
renden Ordinaten CA = »' und C/1 = s 
als F in bestimmen. I-äfst man mm die 
Abscisse i/ um das Stück ilCF = ^ ip 
■wachsen, so ist CF die Polarordinate 
(s -t- A s) SU ('/• -b A '/ ) und der Ausschnitt 
BCF=iiiF. Beschreibt man nun aus A 

Fig. 541. 



die Bogen B(1 und /■'II bis in die Kicli- 
tnng von CB, so ist der Bogen 
BO = 5 - A '/ 

der Bogen Fll = (» -I- A ») A '/ 
folglich Ausschnitt BCG = {i* A 7 
und^ Ausschnitt FCII = .!(« 4- A >)’ A 7 
Zwischen beiden .Aii.s.schnitten ist der 
Ausschnitt BfA' = A /■' begriffen , folglich 
hat man die Vergleichung 

is* A V' < A P'< 4(5 + Ai)’ A'f 

.Aff 


s’<^<i(i+A»)’ 
Av 


oder 


Bei beliebiger Abnahme von A <p wird 
das erste Glied 4** Grenzwerth des 
dritten Gliedes 4(» + A s)’ folglich auch 


der Grenzwerlh von -. Dieser Znwachs- 
A7 

quotient gehl aber bei beliebiger Abnahme 
von A7 in das Differenzial von F in Be- 
ziehung auf If über, also hat mau 

..a 

tlif ’ 

und f = 4/i* 8'/- -I- C 

worin C dadurch bestimmt wird, dafs für 
If' der Werth von F = 0 entsteht. 

VII. Bestimmu ngderOberflächen, 
welche bei Umdrehung von Cur- 
ven um feste Axcn entstehen. 
■Es sei (Fig. 630) CX die Axc, um welche 
die Curve AB sich hcrnmdreht, so soll 
die von AB erzeugte Oberfläche bestimmt 
werden. .ledor Punkt der C. also be- 
schreibt einen Kreis und die von AB auf 
CX gefällten Normalen, wie AE nnd BD 
sind die Halbmesser der von den Punk- 
ten A bis B beschriebenen Kreise. 

Ist CX zugleich Abscissenlinie der 
Curve, A der Anfangs]iunkt der Coordi- 
naten, die Curve durch die rechtwinklige 
Coordinatengleichung ij = fx gegeben, so 
setze C/) — X, CE — x', l)/i = «, E.4 — i/\ 
die von AB erzeugte Oberfläche = /■'. 

Wächst nun die Absci.sse X lim l)F=l\x, 
so wird die Ordinate ffG=i/ + Aj 
und die durch den Zuwachs BO der Curve 
erzeugte Oberfläche = A ff. Zieht man 
nun durch II die Tanuente Bll bis in 
die Kiclitnng von FO und die Sehne 110, 
so werden von den beiden geraden Linien 
Bll nnd BO zwei abgekürzte Kegelmän- 
tel beschrieben. Der von BO beschrie- 
bene Kegelmantel i.«l kleiner als A ff, 
der von Bll beschriebene Kegelmantel 
+ dem Kreisringstück, welcher nnrcli Oll 
beschrieben wird ist gröfser als A ff- 
Xun ist nach pag 185, Gl. 2, wenn 
man noch BJ -\ <\\ zieht, 
i)y 


lg ^ II BJ = 


dnlier 


8y 


IIJ =BJlg^ HBJ = Aa^ 


und BH=| 'Ax’ + (^»)'Aa’ = Ax j 'i -)- (g)‘ 

Der von BH gebildete Kegelmantel ist aber 
n (BB + ff«) - Bll = 7t (Bl)+ BD + Jll)- BH=rt (2j + Ax -g* ) Ax | ^ + (1?)’ a) 


der von GH gebildete Kreisring 

7t iFlF -F<P) = tt [(ffJ -I- ./If)’ - ff = 7 [(» + A X y - (y -f A y)’ j 

= " (a I* - A y) (2y -t- A X -p A y) 

U *3 ^ 


(II) 


4 
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der TOD BG gebildete Kegelmantel 

n(Äfl + Ft?)-BC=n(2j + Asr)-l'Ax> + A»’='»(2» + Aj)A^ l/l + (^*) (HI) 


Zwi.ocbeo der Grofse (l + II) und der 
Gröfse (III) liegt nun der Zuwachs A 
der Oberfläche F. Diridirt man die 3 
VergleichuiiesgUeder durch %o erhalt 


man 


I. =0 

II. 

III. =n 

so dafs 




/fiy 


Vflx 

axH 


r4Ax|~» + Ay) 


(2y+A,)| l + 

A F 

i + ii>^>in 

Ax 


Bei beliebiger Abnahme von A x eut- 
•tehen nun folgende Aenderungeu : 

In I wird das »weite Glied ^Ax des 
ox 

zweiten Factors beliebig klein und der 

^ y 

Factor selbst 2y + A^* kommt auf 


seinen Grenzwertb 2t/; da nun die beiden 
anderen Factoren ungeändert bleiben, so 

wird ' = 2"sj l + (||) 

In II kann der zweite Factor, indem 

seinem Grenzwerth -2— »ich beliebig 
Ax öx 

nähert, beliebig klein werden ; sein Grenz- 


wertb ist 0 und der Grenzwerth der 
ganzen Gröfse II ist =0 

In III endlich erhält bei beliebiger Ab- 
nahme von Ax, also auch von Ay der 
zweite Factor 2y -f- Ay seinen Grenzwerth 


A y 

2y, der Ztiwacbst^uotieiit gebt in das 
Differenzial über und es ist 


III = 2;Ty 



Es werden also 1 und III als Grenz- 
wertbe einander gleich, und folglich muC» 
auch der zwUeben liegende Zuwachsquo- 

tient in dem Differenzial tis seinem 
Ai" ö* 

Oreozwerth jenem Qreniwertbe gleich 
sein, und man hat 


und 


F = 2,yy*l'l +(;»)’ Ox + r 


Die C'onstante ergiebt sich daraus, dafs 
wenn man x* für x setzt, F = 0 wird. 


Beispiel. Die Parabel. 
y» = px, also y = \'px und 
mithin 


F = 2/f I l + ^ = 2^ \ P 9x = rr \ p ^ 4x p • 9x 


Setzt man 4x + p?= * 
s — p 

so ist X = — ~ 



oder = JDi 

daher F = /i Fp V» ■ jfts 

. . I ’ 

= \7l]p-j = l7Tpi*’f 

= i;/pT(4x-|- p)7 + C 
Für T = x' wird F=0 
folglich ist 0 = pT(4x' -f p)? + C 
und vollständig die Oberfläche des para- 
bolischen Conoida 

• 1(4j^ + p)’ - (4 j' + p)*] 

Fängt das Paraboloid am Scheitel an 
und ist geschlossen, so ist 

F= jrjpi (4x+ p)\ 


VIII. Bestimmung der durch Um- 
drehung vonCurven um feste Axe 11 

bervorgehenden körperlichen 
Räume. 

In Fig. 540 bei der ad VII, gewählten 
Bezeichnung, soll der durch Umdrehung 
des Curvenstucks AB und der Ordiuateii 
AD und BE nm die Axe CA' erzeugte 
Körper K bestimmt werden. Der von 
AD beschriebene Kreis ist ny,*; der von 
BD beschriebene Kreis der bei dem 
Wachsthum von x um A^ von CFbeschrie- 
bene Kreis i.st n(y + A»/)* und der bei 
der Umdrehung von ÄO, BE und GF 
beschriebene Körper ist A' F. Dieser 
Zuwachs des Körpers K ist zwischen 2 
Cylindem enthalten, von denen der eine 
den Kreis in nämlich nv* und der 
andere den Kreis in H, nämlich ^(y-f-Ay)* 
zum Grundkreise und den Zuwachs £F=A^ 
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lar 'Hohe h«(. Man bat alao die Ver- 
gleichung 

nj)’ • A* < AA'< n (j -I- A>)’ • A » 
oder wenn mit der Zunahme Ton x eine 
Abnahme Ton y geachieht: 

ny’A*> AÄ > n (y-|- Ay)’A* 
oder mit A^ diridirt 

Mit beliebiger Abnahme toii A' also 
auch Ton Ay «ird das erste Glied der 
ürenzwerth des dritten, rol^licb wird auch 
das mittlere zwischen beiden begrilTeiie 
Glied derselbe Grenzwertb, wobei es in 
8A' 

das DifTereiizial ^ übergeht, und man 
bat 

8A , 

woraus A'= a Jy'' + C 

Zusatz. Ks ist ay’ die Kreisfliclie 
au Ende des körperlichen Raums, der be- 
stimmt werden aoll. Aus dem Entwicke- 
lungsgange ist zu ersehen, dafs auch ein 
Körper bestimmt wird, der kein Umdre- 
bungskürper ist, wenn man statt ny* die 
Endfläche fx setzt, dann ist 
K =Jf* Sjc + 1-' 

Beispiel. Die Parabel. Ol.: y’ = pr 
K = n Jpx hx = yapx* + C 

Für x' statt X wird A' = 0 folglich ist 
Tollatindig 

K x: \ np (x* — X**) 

Setzt man für px und px’ die Werthe 
y> und yi* so erhält man 

A = ia (y’x-y.’xO 

Für x' = 0, also für das geschlossene 
parabolische Conoid hat man 
K = iay*x 

Cycloidalpendel ist ein Pendel, welches 
statt in einem Kreisbogen , in einem cy- 
cloidiscben Bo^en schwingt und der Grund 
für diese Einrichtung ist, dafs bei einerlei 
Länge des Fadens das Pendel durch 
Teiacbiedene grofse Bogen gleichzeitig 
schwingt, daf« es isochrone Oscillationen 
macht. Dies Pendel ist so construirt wor- 
den, dab man von dem Aufhängepnnkt 
IF aus nach beiden Seiten bin feste Flä- 
chen WA, WB Ton cycloidischer Form 
zusammensetzte und das Pendel an einer 
biegsamen Dhrfeder aufhing, die sich ge- 
gen das Ende Jeder Schwingung an |ene 
Flächen zum Theil auf- und beim Rück- 
gang wieder abwickelte , wo dann der cy- 
cloidische Bogen innerhalb ACB durcn- 
laufeu wurde und wobei es auf die Länge 
der Auf- und Abwickelung nicht ankam, 
weil wie eben gesagt, jener Terschieden 


grofse Bogen in einerlei Zelt durchlaufen 
wird. In der Praxis bat sich das C nicht 
bewährt, denn bei den nur kleinen Bo- 
gen, welche durchlaufen werden, ist es 
schwierig, richtige cycloidische Cbablonen 
zu fertigen, die Elasticität der Federn 
oder anderer Fäden veranlalät eine auf 


Fig. 642. 



die richtige Bewegung nachtheilige Rück- 
wirkung und zugleich sind kleine Kreis- 
bogen zu gleichzeitigen Schwingungen 
des Pendels ausreichend. Ans diesem 
Grunde soll dieser Art. auch nur kurz 
behandelt werden. 

Wenn die Flächen AW und BW Cy- 
cloiden sind, von welchen die kruninie 
Linie ACB sich abwickelt, .so ist diese 
die Erolute der beiden cycloidiacheii Bo- 
gen. In dem folgenden Art. No. 7 mit 
Fig. 543 ist nacbgewiesen , dafs die Evo- 
lute der Cycloide selbst 99 ist, und wäh- 
rend (Fig. 543} die Evolute der Cycloide 
ACB aus den beiden Hälften AW und 
BW besteht, so ist hier die Curve ACB 
die Evolute der beiden halben Cycloiden 
AW und BW. Ferner Ist nacbgewiesen, 
dals WD = CD ist, und der Erzeugunga- 
kreis für die beiden Cbablonen mnfs die 
halbe Pendellänge zum Dunbrnesser er- 
halten. ' 

Dafs nun der Isochronismus bei der 
Schwingung des Pendels in einer Cy- 
cloide statt findet, liegt In dem No. S 
erwiesenen Gesetz, dafs Jeder von der 
Mitte C ansgemessene Bogen, wie CL = 
der doppelten Sehne CP ist; d. i. der 
Halbmesser r moltiplicirt mit dem tfacben 
Sinns des von C bis L abgewkkelten 
Kreisbogens CP oder LK, dals also die 
von dem Pendel durchlaufenen cycloidi- 
scben Bogen mit den Sinns der ihnen 
zugehörigen ans IF beschriebenen Kreis-' 
bogen in Proportion stehen. Denn als- 
dann vereinfiicht sich der Ausdruck für 
die Zeit < einer halben Pendelschwingung 
und es ist 
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hierin ist I die Zeit, in welcher das Pen- 
del von A' bis E ßllt, I die Länge des 
Pendelfadens, j die Beschleunigung. Setzt 
man nun CE = Q so i.st die Zeit des Kai- 
lens bis C, nämlich 



unabhängig von der Länge des Bogens, 
durch den das Pendel fällt nnd für alle 
Bugen wie EC oder AC gleich grol's. 

Cjcloide wird durch jeden in der Kbene 
eines Kreises befindlichen Punkt beschrie- 
ben, wenn die.ser Kreis innerhalb einer 
Ebene auf einer geraden Linie sich der 
Art fortwälrt, dafs er mit der .Abwälzung 
eines Bogens auch um die.selbe Bogen- 
länge auf der geraden Linie fortschreitet. 

Die gerade Linie hoifst die Grund- 


linie oder Basis der C,, der sieb nna- 
wälzende Kreis heifst der Erzengung»- 
kreis und der Punkt, den die C. be- 
schreibt der beschreibende Punkt. 

Liegt der bescbreilwnde Pnnkt in der 
Peripherie des erzeugenden Kreises so 
heifst die C. die gemeine C., Kadlinie; 
man versinnlicht sich diese Linie durch 
Beobachtung der Cnrve, welche der Nagel 
eines Wagenrades während der Fortbe- 
wegung des Wagens in der Luft beschreibt. 
Liegt der he.schreibende Punkt innerhalb 
der Peripherie, so entsteht die ge st reckt e 
oder gedehnte C., welche z. B. die Kur- 
belwarze an dem Treibrade einer Loco- 
motive beschreibt. Liegt der beschreibende 
Punkt aufserhalb der Peripherie, so ent- 
steht die verkürzte oder verschlun- 
gene C. , wie sie z. H. die Windescheil>e 
auf der Wolle einer zu einem Krahn ge- 
hörenden mit Laufrollen fortznbenegen- 
den sogenannten Katze beschreibt. 


Kig. 
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2. Es sei An die Basis, AE der Er- 
zenguiigskreis im Anfango .seiner Bewe- 
gung, .• also der beschreibende Punkt. 
Ist Alt die Länge der halben Peripherie 
und befindet sich der Kreis über 0, so 
liegt jetzt der Punkt E in f> nnd der 
Punkt A in C. lat l>lt die Länge der 
rweiten Hälfte der Peripherie und befin- 
« det sich der Kreis über B, so ist von A 
bis B der ganze Kreis abgewälzt, der 
Punkt E ist nach F, der Pnnkt A nach 
B gekommen, nnd ALCHB ist die mit 


einmaliger rmwälzung des Kreises von 
dem Punkt A beschriebene Der senk- 
rechte Durchmesser in der Mitte der Be- 
wegung heifst die .A.ve der t'.; der Pnnkt 
C der Cyeloide ist von der Basis am 
weitesten, und zwar nm den Durchmes- 
ser des Erzeugnngskreises entfernt umt 
heifst der Scheitel der C. Von der 
Axe ab sind l>eide Hälften det C. einan- 
der SS;. 

3. Es sei der Kreis bis über J ge- 
kommen, JK sein lothrechter Durchmee- 
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ser, G sein Mittelpunkt, so ist der Pnnkt ist Rogen JL = rif ; rerlingert man MC, 
L in der Cycloide der Ort des heschrei- so ist 

benden Punkts, es ist der Bogen anf 7, JV = r sin y ; .VjV= Rogen JL ■ nf 
der Linie AJ abgewälzt und AJ = Bo- CiV = r co$ if 

gen LJ. und man hat die beiden üleichungen 

Nimmt man die aaf AB normale AE für die C. 
znr Abscissenlinie (vergl. Bd. I, pag. 343 


mit Fig. 215), so i»t AM = x die Abscisse 
nnd ML=y die Ordinate von L. Zieht 
man GL, setzt den Bogen für den Halb- 
messer = 1 zwischen den Schenkeln GJ 
and GL = if, den Halbmesser GJ = r, so 


I = r — r cos tf. (1) 

y = rif - r f in (p (2) 

Ans der ersten Gleichnng erhält man 

cos If = (3) 


also 


/t • l/, l2rx — x’ 

sy = J/I - cos V = 1 - (“T") ■ r 


Aus der 3ten Gleichang 
If = Are ^cos 

daher 

y = r Are ^cos “ j/Ürx - x* 

4. Nimmt man den lothrechten Dnrch- 
messer CD zur Abscissenlinie , den Schei- 


( 4 ) 


tel C zum Anfangspunkt der Abscissen, 
so ist CO = x, die Abscisse nnd OL = y, 
die Ordinate für den Punkt L. 

Nun ist AM = AE — CO 
und MLx: AD— LO 

oder x = 2r-x, 

nnd y = '"' — (ti 

Diese Werthe iil Gl. 4 snbstituirt gibt 


Tir — y, =r Are ^cos 


r - (2r - 


Xi)\ 


2r(2r-x,)-CSr-x,)» 


y, = r 1^0 -,4re^ros— ^ j + J'2rx,— x,* 

Da (irc ^cos den Bogen 

;/ -irr ^cos ) *'tm Halbkreise er- 
gänzt, so ist 

cosl o — Arc^cos — — f ~4- — j;- 
folglich hat man 

y, = rdrc^cos - ' j -(- ) 2rx, - x,* (5) 

Zieht man den Halbmesser PQ, so ist 
dieser ^ LG 

Bogen DP= Bogen JL = r are ^cos 
folglich Bogen CP = rare 




senlinie AE, so ist LS die Tangente und 
MS die Snhtangente; da nun LJ mit LK 
rechtwinklig ist, so hat man in der Ver- 
längerung LH Ton JL bis nn die Ab- 
scissenlinie AE die Normalo und MH die 
Snbnormalo des Punktes C. 

Wenn man für irgend einen Punkt L 
der C. den Erzougungskreis in seinem 
zugehörigenStando zeichnen w ill, so zeichne 
man über irgend einem Punkt z. B. D 
der Basi.^AR, den Erzeugungskreis C/’D, 
ziehe LP^AB, die Sehne PD und ans 
L die Parallele LJ damit, so ist J der 
Ort für den lothrechten Durchmesser des 
verlangten Erzeugungskreisos. 

6. Die Lage des Krümmungs- 
halbmessers ist durch die der Normale 
bekannt, die Länge desselben ist nach 
pag. 188, Formel 9 


Da nun lugleich 0P=(-2rx, — x,*' 
so ist nach I^rmel 5 

y= OL = Bogen CP+ OP 
aber auch y = LP + OP 
Iblgiich Bogen CP=LP 
6. Die Constrnetion der Tan- 
gente an einen beliebigen Punkt L ist 
M. I, pag. 343. mit Fig. 215 gezeigt; Man 
erhält sie in der geraden Linie KL. Ver- 
längert man diese bis 5 in der Abeeis- 




Aof Formel 1 and 3 entspringt 
Ö* 

‘ = r iin tp 


Ö7.“ 


r coi 7 


9 


Cycloide. 


198 


Cycloide. 


= ,, » 
jifi ^2 


. . ftif öf öx r — r co$ €T 1 

hierans ^ = ^ — = ~ 

oif aif- r i%n 7 ««i» 

Zur Auffinrlnnfj 4er zweiten Differenziale hat man 
tix <)y 

_ <^7 <^»7* ^7 ^x* _***•»• 7 • r *** 7 — r (l — coj 7) • r co$ 7 


r)x’' 




1 1 — eo% 7 

r 


'4 


folglich £> = + 


»m •(/. r «m ’ui , . «i V 

’ ^ 4 r »•« — cof -- 

9 9 

{'*-W 


- — Ar sin - 


J£ 

2 


-V-. 

2 


1. 

2 


i ■ f V 
4 r sin J- cos -J 


(fi) 


Nun ist ^ //ft = I ^ JGL = ^ 

//f = 2r 

daher JL = 2r.sin 

2 

woraus folgt, dafs der Krümmungsmittcl- 
piinktin Tsich befindet, wenn tr=2/tist. 

Nun ist JL’ = JKy.JN = 2rx 
daher JL = p2rx 
lind LT=H2rx (7) 

Die Ahscisse x für den .Scheitel ist 
= 2r, daher ist p für C= 4r = 2CD. D. h. 
der Krümmungshalbmesser des 
Scheitels ist = der doppelten Axe, 
er liegt, in der doppelten Yerläogemng 
von CD. 

Dies Resultat erhält man auch aus For- 
mel 6 ; denn für C wird <p der gestreckte 

Z DQC, also ~ = 90° und </. = 4r. 

Für den Anfangspunkt A ist <p=z AM.4 
= 0 und X = 0. Aus Formel 6 und 7 
geht also hervor, dafs p für A = 0 ist. 
D.h. Es existirt für A kei n Krüm- 
mnngskreis, und jeder mit noch 
so kleinem Halbmesser beschrie- 
bene Kreis würde mit dem ersten 
Element anfserhalb der Ciirve 
fallen. 

_7. Die Gleichungen fürdieCurvo 
der Mittelpunkte oder die Evolute 
der C. erhält man durch eine Coordina- 
tengleichung für den beliebigen Punkt 
T derselben. 

Fällt man demnach das I.oth TV auf 
AE, setzt TV =111, A(/ = e, so hat man 

daher A fiTU = z IKN = 

Nun ist 


e = Jrsin|^= l'irä.itfi® (») 
w = AJ A JT . cot 
= Bogen JL + JT cot y 

= T(f+ l'2rx • cot y (9) 

Nun ist Gl. I. X = r — r cot tf 
hieraus wenn man mit 2r multipliciri 
und radicirt 

) 2rx = r p2 (1 - cot i/) = 2rtiit y 

Diesen Werth in die Gleichungen 8 
und 9 für h und r substitnirt, entsteht 

’tp 

p = 2r tin -L = r (l — cot y) (10) 

und 

« = ryi -I- 2r sin cos = ry .p , (I l) 

Aus 10 ist cos 7 = - * 

^ r 

Daher «in 71 = t '! — cos *7 

_ 1 2rr — r* 

und 7 = Are ^co< - — ^ 

Diese Werth© in Gl. 11 substitnirt gibt 
M = r Are (cos = — + 1 '2rc - »» (12) 

Setzt man in diese Gleichung X| für © 
so erhalt man itleicbung 5. Die Eto- 
lute ist also eine mit dergegebe« 
nen 0. congruonte Cycloide; oder 
vielmehr sie besteht aus 2 halben Cy- 
cloiden, deren »Scheitel in, A und B lie- 
gen, deren gemeinschaftlicher Anfangs- 
punkt W in der verlängerten Axe CD in 
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Entfernung CD = 2r Ton AB liegt und 
deren Basis durch IV mit der Basis AB 
A- läuft, in der Form, wie Fig. 543 piink- 
tirt angegeben ist. 

8. Rectification de r Cycloide. 

Setzt man Bogen AL = t so ist nach 
pag. 181, rechts 1 oder 


‘-./l ‘ ^ Vftxl 
Nach No. H hat man 


öx + r 


- 1» lü 
8 * ^ 2 

= r fifi 


daher 



•tp _ 

1 + y • V Otf 




2h 


T-/-T 


•«? 


% 


also s = — 4rcos-— + C 

Für ^ = 0 wird j = 0 

folglich ist 0 = - 4r + C 
woraus C = + 4r and man hat 

AL = M = ir{l-ect^) (13) 

Für if = ISO”, also für 90° ent- 
steht die halbe Cycloide ALC = 4r 
d. fa. die halbe Cycloide ist = der 
doppelten Axe. 

Es ist AJKL = ^ 

also KL — 2 cot — 

2 

daher ist Bogen AL = s = 4r » 2 KL 
and da die nalbe Cycloide =4r ist, so 
ist der vom Scheitel C ab gemessene Bo* 
en Ci = 2 KL = 2CF 
. h. die vom Scheitel ab gemos* 
sene G. ist = der doppelten Sehne 
des in der Axe befindlichen Er- 
zengn n^skreises, welche durch 
die Ordinate OL des Bogens ab* 
ge.schniten wird. 

Es ist KL»=KJxKJV=2^.(2r^x) 
daher Bogen TL = s' = 2 | 2r (2r — x) 
oder wenn man, wie No. 4, CO=x' setzt 
CL = s’=2j2rx' 


und^der Bogen 

AL = 1 = 2 (2r — p2r (2r — x)) 

= 2(2 r-l' 2r»’) 
9. Quadratu r der Cycloide. Fallt 
man das Loth LK, so erhält man das 
Flächenstärk ACV (nach pag. 192) 

F — J X hy 

oder das Flächenstäck 

ALÄ=r=/y9x + C 

Nun ist (Gl. 1) y = rOf -sintf) 

(No. 8) 9x = r lin 7 

folglich P = r*y (fp — lin 7) sin 7 h(f 

=: r*/*7i sin 7 O7 — r* J sin *»p 87» 
Es ist 

J' 7* sin = f sin <f - J (J»in tf Ö7 ) hff 

— ^ tf cos tf — J ^ cot tf' hif 

TZ — (f cos tp + lin (p 
J sin *71 87* = J sin 7. • sin 7 O7' 

= sin tp J' sin tf htp — J [cos 7 87 jtintp 87 ] 
= — sin 7- cos 7 +y^ cos *7 87 
= — sin 7 cos 7 + J htp — j sin *7 87 
hieraus 

2/1!»«,, 87 = — sin tf cot 7 + 7 
und ^ sin *7 87 = ^7 — Jsin 7 ros 7 
Diese Werthe eingesetzt ergibt 


e 




F' 2 = r* [sin 7 — 7 cos 7 — 1 7 + ^ sin 7 cot tf ] (14) 

das Rechteck AML V ist = x • y = (1 — cos 9 ) (7 - sin 7 ) 

= r* [— sin 7 — 7 . cot 7+74 sin 7 cos 7 J (15) 
hiervon P abgezogen gibt den Flächenraum 

aLv = F = r* [^7 — 2 sin tf -f- Jsin 7 cos 7 ] (16) 


Für 7 = 0 verschwindet die Fläche, 
also ist die Constante =: 0. 

Für 7 = 180°= 7 ? hat man 
das Rechteck = 2 nr* 


= dem doppelten Erzeuguogskreise (17) 
die Fläche AECLA (aus 14) = ^nr* 

= dem halben Erzeugungskreise (18) 
die Fläche ADCLA (aus 15) = ^nr* (l9) 


• Digitized by Google 


Cyoloide. 


200 


Cycloide. 


'"■ “» ■■ ■*” •«'':’-’SV-M.,*i„.,„„.„ 

und Hache CLO = f" = ^3 r. "J ' 7 T '' “ '/] ' ** 

Sch.i,el au.Ke„;„lrXi’,;:,t‘j„t 1«- 
und «1117 = stnif* and es ist Fläche ° 7 also coi 7 = — (.©i y> ' 

#mO-x =(2r-x) ) = 

- r> r 7- '< ^ f + *'" V + »i* <f «. 7] 


22) ahg^ogen bleibt 

' (V -»'» 'l 'cotif.') (23) 

w. Zieht man durch den llitlelpuokt 
Ode, in der Axe befindlichen ErzeuiraiiBs- 
*r.-i,es ein« graile Unin nr + ,1.. ii-.:. 
fällt das Lulh 


Fi«. 'i4 



(* 4 ) 

(25) 

(* 6 ) 


Also F = ALV (Formel 13) 

= (x» - 2) r» 

-; ■; aa...„gu..„. F" = CLQ (Focmel 22) 

lainie (li + der Basis .. — (i^ + l)r’ 

1 iF auf Aö so ist "'««0 □ t Fflp = r . j' 

= ”-qoo . _=(i'* + l)r> 

2 gibt die halbe cy- 

cloidischo Fläche ACD = \n r> j, 

13. Zieht man di« Sehne CL so ist 

folglich ist A C/,0 = j. ; j ^r 

iliel 2-5'®*“^®" ‘•■'»'ho CLQ (For- 

bleibt Segment CLF über t’t = Jr’ (27) 

14. Ibalbirt man f 0 in Ä, sieht fV;fc AD 

hat tlitin a««. ..I I ’ 2 


so hat man 
also 


cos ff * 

•f ' = 60®‘ 


V,. , . — ou 

Mithin nach Formel Q2 


Aus No. 8 hat man = in 

Ox ‘'2 


= ln'L 

8x ^3 
0-» = r sin y 0,f 


*zi'K.n ,.:x; "" » ■ - i-- ' - i” . V I«,™ ,, . 

so ist A OEG = iDE- EG = ]r ■ , sin GQE = jr» sin 7 ' 

Daher Fläche CEE=(^DEG (<tg\ 

15. Die gewülbte Oberfläche, die 
der Bogfi, AL (Fig. 543) bei der Drehung 
um AM beschreibt, findet man aus der 
Formel (pag. I!)4, rechts) ‘•sher 

S.. »1 , = «»«b Umtomgnj 

«... [yv: „ -y » ( J) ,ß. -(y) . „ (y)j ^ 

Ä t7bS7LSÄ.Ä S, AS..”,rÄäÄ£ 
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Drehnnp um AFy wo in obiger Formel ^'=nr— y=r(je— 7 )+ 
(für F) j( mit jr ru vert;iuschen ist. x’;=r{l - ror (f-') 

16. Nimmt man dagegen die Axe CD 
der Cycloide inr L’mdrehung.saxe, so hat 
man die Oberfläche durch dieüm- 
drehung des Bogens CL um CO 
nach derselben Formel 


^2a/;|/l+g:)’0x' + C 


F 

Non ist 


hieraus 

|X=,(, + cos7’) 

also 

0 x' . , 

8,7- 

8 jf' 1 + cot i/i' 

und 

6x‘ tint/' 

0 x' = r «in y ' • * 

folglich ist 


F= 2nr» + tin 7 ■) J- 1 + *(■' • 8 '/ ‘ 

Nun ist 1 + ( 

\ sin tf / sin * 7 » sin ^tp 


l 


( 


I 


Also 

■* ‘ + sin 7 ') cos ^ • 87 .’ 

Um dsa Iat«gr«l gmr dprcb y »ns- 
indrncken, hat man 

7/ + sin7’ = 3!|^ + 2sin Y • e®»^ 

und 87 = 28 ^!^^ 

Also wenn man zugleich « für y schreibt 

F= \ ^nr’Jln + «in rr ■ cos n) cos tr * 0 n 
Schreibt man das Integral in 2 Glie- 
dem, also 

Ja • cos a • 0a +y* a • roj • 9 « 
so ist nach dgr allgemeinen Reductioas« 
forrael 

/tfx fx = f/X Jfx 9x — y^ 'x Jfx öx 

I- Joco$ahn = t^fcosahn~JhaJcosa^a 

= as\na-^Js\na^a ~ a sino + coi a 
n.ynn a cot *n 0 a 
= lifi fjcot Öo ~Jh lin ajcos *« 0 a 
= sintjcos V 8 n —J^ ajeos V0a =yl- B 


und ff: 16jfr*(J + II) 

Kun ist f»os *o 0« = i (liri a ce« e + x) 
daher 4 = j*ina(«naco»a + rt) 
pnd Ä = |/coia(«i»rt*«no + ff)8rt 

= « coi *rt 8rt + ijtt cot n 0n 

= ^{xnacot *a0a+)(^**^"d-co«a) 
Es ist also 

iifsina • cos 'a da - j (a iin a'^coi o) 

und nach II. /sinacos‘‘^aBn = A— ß 

folglich die beiden letzten Ausdrücke 
addiri 

\Jsinacos *a 0a = A — ^(axinad- coi o) 
lind 

W.Jttnacos'^a 0a = 5^1 - J(rt»i»a+ coxa) 
folglich 

I + II = CI f in a + cos a + ]Xtft a (ftn 0 cpx n -f-n) 
— j(aiina4-cox a) 
= a «in a + \cos a + )«in cot a 

Schreibt man nun wieder y für a, so 
erhalt man 


F= 16nr’ sin y + jcos y + 5«i» (y) cos +c] 

Für 7 = 0 wird F=0 folglich ist 

0 = 16nr» (0 + J • 1 + 0 + C) 

also ToUstindig 

F= 16nr« [|- sin 'f - i (l - cos ’L) + • ,i„ ’(|1) 't] 

Für 7 .'= 180'’ = ;» entsteht die gewölbt* .rn „ ,, 

Ql^ilXche d*r g«of«n Cycloide “ ”"^1* 


(29) 
S) (30) 
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17, Dreht sich der Bo|;en AL um ÄV, 
so erhält man den dadu rch erzeugten £, j,t 
Umdrehu ngskörper aus der Formel 
pag. 195, links. woraus 


k — n /** Sj 

X = r ö - eo» If) 

» = v) 

Oy = r (1 - coi If) Sif 


daher K = nr^ll - cot *</) (l - cot ’y) 87» = or^l - cot 7)* Sif 

= nr^(l — Seat tf + 3 cos ’t> — cos *7) 07. 

= nr’[yfefp - 3 Jcot 7 87 + 3 feot ‘‘tf 87 —Jcot *7 htf ] 
Nun ist Jhtf = 7 

Jcot If Bif = sin If 
Jcot *7 87 = I (sin If cot 7 + 7 
Jcot *7 87 = j sin 7 (cos *7 + 2) 

daher K = nr’ [7 — 3 sin 7 + }sin 7 cot 7 + 17 — jsin 7 cos *7 — jsin 7 ] 

= nr* [y7 — t/sin 7 + |sin 7 cos 7 — Jsin 7 cos V + 


Für 7=0 wird K = 0 , daher C = 0 Aae CD so hat man 
der Ton der Fläche ACD durch ümdre- K = n fit'* 8 »' 

hung um AD gebildete cycloidische Kör- * 

per ist, wenn man n für 7 setzt Setzt man aus No. 16 die Werthe Ton 

= 5 n’r* (32) y’ und 8 x' in diese Formel, so erhält 

18. Dreht sich der Bogen LCD um die man 


K' = tir^Jlif’ + tin if')^ tin If' Bif' = Tir* [Jif'^ sin7'-l- 2 fif' tin^if ' -b /sin *7 ’J 8 7 ' ' 
Nun ist nach der No. 16 citirten allgem. Reductionsformel (das Gestrichelte 
fortgelassen also 7 ' — 7 gesetzt) 

I. yi/.’ sin 7 87 = - 7’ cos 7 + 2y7 cos 7 87 = - 7 ’ cos 7 + 27 sin 7 2 cos 7 

II. Jif sin ’7 = 7 yiin *7 87 ~JJ‘*'* ÖV 

47 (— cot If sin 7 -b 7) — ijl~ V **" T ~ 9 ) Ö 7 = A — Ä 

ß = - lyiin 27 027) -b 477 Ö 7 = + 4 + !♦* 

daher 

II. Jif sin ^if' = iif (— cos 7 sin 7 + 7) + 4 cos 27 -b 1 7’ = J7’ — z 7 ~ Jcos 2/. 

III. y*in *9 89 = y»in 9 sin *7 89 = sin 9 yiin *9 89 —J" rot ifj sin *9 

= — Jcos 9 sin ’9 — I cos 9 

Hiernach 


K’ = nr»[ 47 ’(l- 2 cos 9 ) + 47 (bsiny- sin 29 )-bS™s 9 - Jcos 29 - Jsiny sin 29 ] b C 

K' =111 [4 /*(l-2cos7)b9sin 9(2-cos9)bjCos9(4-sin -7)b \ (sin ^9— cos^./)- { 43 C 33 ) 

Für 9 = 0 verschwindet der Körper daher C = — (* — 1)=— !4 gesetzt wor- 
den ist. . 

Der von der Fläche ACD durch Umdrehung nm die Axe CD gebildete cycloi- 
dalische Körper i.st bei 9 = 0 

K = .-.r» [jo’ (1 + 2) -b ; (- 1) • 4 + J (- 1) - 143 = [4.V’ - 13 (34) 


Cycloide. Die gestreckte oder ge- 
dehnte und die verkürzte oder ver- 
schlungene Cycloide. Ks sei BO 
der lothrechte Dnrchinesaer des auf der 
geraden Linie AB sich wälzenden Krei- 
ses, C sein Mittelpunkt. Aufserhalb und 
innerhalb CD seien an CD die beiden 
festen Punkte d, J verbunden, so sind 
D, d, d beschreibende Punkte zu drei Cy- 


cloiden; D der beschreibende Punkt für 
die gemeine C. , d der für die verkürzte 

C. und .1 der für die gestreckte C, und 

D, d, .1 sind die Pniute dieser 3 C. in 
deren Axe. 

Ist der Mittelpunkt des Kreises wäh- 
rend seiner Wälzung nach E gekommen, 
EG sein lothrechter Durchmesser, so ist 
£F = dem Bogen BM, der von B ab auf 


DioiiL^s 


H)C([e 
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AR sich abpe wälzt hat, so dafs Jfl nach 
F gekommen ist, = dem Bogen OL, um 
welchen der Punkt D nach ^1 hin fort- 
(feschritten ist. Der Halbmesser CD be- 
findet sich also Jetzt in EL, und mit dgm- 
•selben der Punkt d in / und der Punkt 
rf in X. Folglich .sind L, l und X Punkte 
der genannten 3 C. 

Ist RA = der halben Peripherie des Krei- 
ses, so ist bei der halben Abwälzung des- 
selben D nach A gekommen, der Halb- 
messer CD nach kA und mit demselben 
der Punkt d nach a und der Punkt J 
nach a. 

Ist CH = hH = dem Quadrant DN des 
Erzeugungskreises und befindet sich des- 
sen llittelpunkt in II, so liegt CD waa- 
gerecht; D liegt in K,d in k und J in x. 

Von hier ab kommt 
CD unterhalb CK, 
der Punkt d geht 
nberden lothrechten 
Dnrchmes.ser AJ 
hinaus, beschreild. 
den Bogen kea und 
die halbe verkürzte 
C.ist die Linie <//kea. 

Der zweite Bogen 
afk zwischen a und k 
gehört schon zu der- 
jenigen verkürzten 
C., welche entsteht 
wenn der Kreis von 
A aus in die Ver- 
längerung von RA 
tritt; er bildet mit 
der ersten C. eine 
Schleife und in k mit 
derselben einenKno- 
ten k, weshalb diese 


C. anch die ver- 
schlungene C. ge- 
nannt wird. Die ge- 
streckte C. dagej^n 
I bleil)t innerhalb RD 
und AJ, sie wird 
in der Nähe von a 
gegen Afi convex und 
zwischen n und x hat 
sie einen Wendungs- 
punkt. 

Hier ist k genau 
in dem lothrechten 
Durchmesser AJ, also 
in dem Mittelpunkt 
des über A benndli- 
1 eben Erzeugungskrei- 
ses gezeichnet. Dies 
kann aber nur sein, 
wenn Cd = dem Qua- 
drant DN ist. Für 
Cd Bogen DN fallt k links von AJ, der 
Knoten oberhalb Ck und die Schleife wird 
gröfser; für Cd< Bogen DN fällt k rechts 
von AJ, der Knoten unterhalb Ck und die 
Schleife wird kleiner. 

I. DiovcrkürzteCycloide. Um diese 
C. zu untersuchen istbei derselben Bezeich- 
nung wie Fig. 545, AR die Basis der Cy- 
cloidc, CD der Durchmesser des Erzeu- 
gungskreises in der Axe, Q dessen Mit- 
telpunkt, daher die gemeine Cycloide, 
aelc die verkürzte C. 

Setzt man nun für den Punkt I, am = t, 
ml = y, verlängert y bis o, setzt co=a?,, 
ol = iji , zieht den Halbmesser QPy. setzt 
^ pQc = ,f , so gehören die Bogen cl und 
CL zu if., und die Bogen al, AL zu dem 
Z.lGi= 2. pQd = 7 = 77 — y , . 

Fig. 54C. 


Cycloide. 


204 


Cycloide. 


i' 


Nnn ist * = /• = ei* + /i* = Ä + /G coi <y> | ^ - K cot <p (1) 

y = ml= AJ — ri = Bogen DP— Gn = rtf- — Ä itn if (2) 

Xt=oc=2R~ x= R+ R cotip = R- Acosif t ^ (3) 

y^xio^=AD — y=/tr-(r<f>-RtiH(p)—(n-(f)r + Htit^^f=r^t^^^*Vt X^) 


hieraus ist ^ie ad 2. 

R — X 

cos tf = ; CO» y ^ 


»in (/> = j/1 — CO» = 


- ^ ~^i 

~ ~~/T~ 
)/2A« — ** 


A 


l/2Äx, —X,* 

«*»«/',= -g 


. / ß-*\ 

y = Are ^co» = — ) 

Are ^co» = ) 

y = r ilrc ^co» V' 2 ß*-** W 

y, =rJrc^co»^-~^+V^ 2 ÄX|— x,*( 6 ) 

2 . Aus Gleichung 2 ; y = ry — Ä »in 9 
iolgt, dgfs für 2 Werthe von 9 , — y =0 
wird. 

A. Für (T = 0i "»»0 ^er Erzeuguqgskreis 
über A sich befindet und der Cnrven* 
punkt a ist. 

B. Für r(f> = R sin q oder fnT<f>= —titKf. f 
' wo der Curvenpunkt k ist. 

Zwischen q =0 und 9 7» wenn 

Ä j 

also q> < — sin q> ist, wird y negativ und 

es entsteht der Bogen oeA. 

Ist x= A, so liefft k in iV, und nach 
Formel 1 ist rugleicn 

x = R — R cot tfi 

Dies ist also nicht anders möglich als 
wenn R co»y = 0 , also wepn ist, 

wenn also der Quadrant des Knüses ab- 
gewälzt ist. 

Man hat also für diesen Fall 


d. b. A ist = dem Quadrant dee Ei^nP' 
gungskreises wie schon No. 1 beB^rkt ißt. 

Ans Formel 2: 

y =i rtp — R tin tfi 

wird für x = Ä, also augleich fij = 
y = inr-R 

Ist also A < inr, so ist y poisitiv, deg 
Curvenpunkt liegt rechts von Af, nach • 
hin, der Knoten k lallt unteriiaib 4ßr 
tellinie, die Schleife wird kleiner. 

Ist R>inr, so wird y negativ, deg 
Cnrvenpunkt fallt links von a. nach »>' 
hin; k fallt oberhalb N, die Scbl^ wird 
gröfser. 

Für A = r entsteht die gemeine G., i 
fallt in A und die Schleife verschwindet. 

3. Zur Construction der Tangente und 
der Normale hat man 


ans Formel 1 


aus Formel 2: 

8y _ r — Rcosq) _ 


1^ = Ä »i« y- 

6fp ^ 

öy D 
-^ = r — Rcoitt 

Qfp 


I Ä . , A 
iw = — »I» in s: — 

• r ’ r 


oder 


A = ^nr 


hieraus ^ = ’— der Tangente 
nx K ttn q> 

{lg o) des Z o den die Tangente in l mit 
der Linie am bildet, oder des Z> den die 
Normale für l mit der Linie ak pcier AR 
bildet. Die Construction ist einfach: 
Zieht man nämlich pü so ist 
Do — poty Z. opD 

Nun ist 

oQ = pQ cot q' = Ä cos q' — — R ca$ q 
folglich Do = DQ + Qozzr — R cot q 
und da po = R sinw’ = R sin q 
so ist r — A cot q = R sin q • tg Z 
r—Rcotq 

woraus tgZopD = — 

tt tin q 

Z opD ist also =r n und die mit pD ge- 
zogene Parallele IK die für l verlangte 
Normale. 

4. Die Subtangente für den Punkt 
l (wie MS für L, F$. ö43) erhält man ans 
Formel 1, pag. Ififi 


Ä« , _ . . r — R cot q R ttn q {yq — R ttn q) 

*8x ^ A»»»^ r- Rcaqq 

Die Tangente für l jL S für L Fig. 543) aas Formel 3, pag. 185 

_» 1/1 + (»»)’= 'S_z^s 

/Öy\r '8*' r-Rcotq ’ 

Die Snbnormale für l (RM für L Fig. 543) aus Formel 4, pag. 185 

8y , „ . - Äco»y> 

y ~ = (rq — Rttn q) — 5— ^ 

' 2^- ' ^ ’ Rttn q 


8x 


(7) 

( 3 ) 

(3) 


ja 
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Oie Normile für I {LR für b, Fi^. M3) aus Formiel 5, f»g. 185 


5. Die Läufe des Krümmungshalbmes- 
ser in der Normale erhält man, nach pag. 
188, Formel 9, wenn man wie im Tor. 
Art. N'o. C verfährt: 

Es ist ^ = 

n 9tn f 

^ = Htiinr 

«» 


BS . 
8v 


- H ros q. 


daher 

und 


ft’j _ ^OM if • H $in f — (r — 

D»’ M’rin’it 

^ * R am 7 f J _ (Ä* + r* — 9r Ä rof q)q 


Ä (Ä — r ros q) 


( 10 ) 


1 ^ ^ p 

also -r — : = A cot q- 

9 9* ’ 

ond = 


Rco$ii)R^nq A — rcMw 

¥ 


(II) 


8. Aus No. 3 bat man für q = 0, 
ft* ^ . r - A ros 0 

- =s ff Ä -'S--; =: QO 

Br ^ R sra o 
uiIAhi iet ff = Z UA = 90" 
lind die Normale (5r a liegt in der loth- 
mbteo «(T. Nnn i.st für >; =0 

»» 

Der Fnnkt A hatte keinen Krümmlings- 
kreis, «olil aber der Punkt o, und da 
au.H Formel 13 

2H : H — r— H - r : 

so erhält man dessen IIalbmes.ser, wenn 
man aus N mit Ka = H den Kreisbogen 
ff* beschreibt , aus a mit Aa — (/t - i ) 
den ßogen Ag zeichnet, das Loth gh fällt 



und da mithia 3H-. R + rrt R + 
so beschreibe aus e mit et> = R Af den 
Bogen D.S, fälle das l,oth SV so ist rft 
der halbe Krnmmnngshalbmesser für den 
Scheitel c. Für fl = r wird p =4r, wie 
im vor. Art. No. 6 schon nachgewjeeeii 
worden. Schreibt man fl = r + A sei er- 
hält man 

+ , ** 

-■‘"+rr* 

es ist also bei der verkürzten C. der 
Krümmungshalbmesser imnier gröl'ser als 
bei der gemeinen C. 

7. Man erhält ans Forme) 3 für g 

= r - n eos II = 0 
ä'f ' 

woraus für — j) als Maximum cotg 

K 

Setzt mnn <ties»en Werth von •/ in 
ml f, so erhalt mao 


;r= Ä- Ä. 


= /t - r = «r.4 


uud ah doppelt nimmt, wo dann 2 aA der 
Halbmesser des Krümmiui^skreises ist. 

Für also für den Scheitelpunkt 

c, Fiff. M6 wird 

_ («> + r« -h 3rfl)’ (R + r)* 
Ä(Ä-l-r) ~ R 


Ks liegt mithin ilas Maximum von - y 
immer in der Basis AB. 

Nun hat mau — y = — rg R rin 91 
Zeichnet man daher Fi^. 547 aus fl 
den Bogen nk, zieht NK, so ist Z »‘VA = f 

dessen Einheitsbogen = arc >st 

Zeichnft mau noch Bogen v4f, so ist 
Ag = r-i, KA = II $inq und 

- gx Ae = KA — Bogen Ag. 

Daher liert auch die Normale für e in 
der Basis Aß, wie schon in No. 4 die 
Formel 
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0 y _ H ro$tf ^ Ä _ _ 

hx H sin 7 /( Min ff ^ ^9 ^ 

oaciiweUt, indem rr = 0 und « = 0 wird» 
Den Krümmuriffshalbmeji^er für e er- 
bilt man au» Formel II 


p=. 


(fi. 


+ r« - 2«r 


iY 


= I Ä* - r* 


der Kruromong^halltmeflser ^ für den Paukt 
e Ut aIjMi die Länge Ak, 



n. Die gestreckte Cycloide. Bei 
derselben Bezeichnung wie Fig. 640 ist 
AB die Basis der gemeinen C., CD der 
Durchmesser des Krzeiigungskreises in 
der Axe, Q dessen Mittelpunkt, ALC die 
Cycloide, o/r die gestreckte C. Setzt 
man nun den Halbmesser QC des Er* 
zeagnngskreises =: r, den Abstand cQ des 
bes^reibenden Punkts c vom Mittel|mnkt 
Q = r^, setzt ferner, wie No. !, für den 
Punkt /, am = ar, m/ = y, verlängert y bis 
p, setzt cp= X,, ol -y, ^ zieht den Halb- 
messer (>P, setzt z 7 , , so gehö- 

ren die Rogen cl und CL zu 7 , und die 
Bogen al und A t zu dem ^ IGi = Z. 

= 7. =/i — 7-, (vergl. verkürzte C. No. 1 
bis 7). 

Nun ist 

r=lt=vH'^ln~r ,-^lGcostf ,=r,-r,ro57 (1) 
y = /m = AJ — ri = Bogen DP - Gn 
= T7 — r, «in »f 1 = ^7 — r, «in 7 (2) 

^i=r,-r,cotif, (.1) 

Vi =>■'/ I +»•1 *•" Ti ’ W 

hieraus ist 

r, — X r, — X, 

cos if = ; cos 7 I = — - 



• ,/~t » ■ F‘2r,x-x* 

f m 7 = F i — CO* *7- =: - 


«ifi 7 , 


_ I ir,x, - X.» 


7 = Are 


e{co. = h^) 
if , = Are ^cM = Ü! — 
y = Rarc ^roj =r üi— j-j 2^7 
y, = fi nrr(coi='' ’ j/jr , x , =x , t 

2. Gleichung 2 ist y = r7 - r, sin 7. 
rury =-0 entsteht 7=0 und r, «in 7 =:r7. 
Nun ist aber «tn r/v immer kleiner als 

7 , also r , «in 7 < r, t>, also noch viel- 
mehr r , *in<f < r7'. Es ist also sin 7) = r7> 
nicht möglich und es existirt allein für 
y = 0 und für das einzige x = 0 die Or- 
dinate ~0 wie auch derrorm der Curve 
enUprichl. Eben so existirt kein nega- 
tives y weil r, «in 7 < bleibt als r7» 

3. Wenn man in No 3 r mit r, ver- 
tauscht, so erhält man 


•(5) 

( 6 ) 


, r — r, ros w 
= ly rt = V r 

sin 7) 


(7) 


Zur Constmctiuii der Normale für l hat 
man nun 

DQ = r, ^p = pQ cot 7>, = - r, CO« 7) 
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dtber Do = r — r, coiif 
po = r, fiii <f 

potg^apD — Do ~r — r^ 


folglich 1$ a = - 


r| rof ^ 


I ? 

I 9 Z opD 


Ti fin f 

und Z-OpD= tt 

Zieht man daher durch I die mit pD 
parallele Ik, so ist diese die Normale in l. 

Da die Linie pD den Kreis rpd in noch 
einem Punkt p' schneidet, so exUtirt noch 
ein iweiter Punkt in der C., deren Nor- 
male mit pD und Ik ist, und man er- 
hält denselben, wenn man aus p' mit AB 
bis zur C. eine Parallele zieht. Jeder 
Punkt der C. ron a bis r hat also noch 
einen ihm correspondirenden Punkt für 
parallele Normalen und folglich auch für 
parallele Tangenten. 

Nur der Punkt der C. für den die aus 
D gezeichnete Linie den Kreis dpc be- 
rührt, hat eine Normale und eine Tan- 
gente, mit denen keine Normale and 
Tangente eines anderen Punktes der C. 
4: läuft. Man erhält diesen Punkt e wenn 
man aus dem Berührungspunkt f von Df 
an dem Kreise dpr mit AB eine Paral- 
lele fe bis an die C. zieht. 

Der Zusammenhang je zweier für pa- 
rallele Ordinaten correspondirenden Punkte 
ist folgender: 

Ist Z opD der Tangentenwinkel n für 
die Punkte p und p', Z pOd = if der zu 


p gehörige , Z p'Pd = d' der in p' gehö- 
rige Wälsungswinkel, bezeichnet man fer- 
ner Zp’p(* = ZPP'0 ßt »o l>*t mau 
a-ß = 90°-<f' = <r~90P 
woraus ß = 90“ -f o — y 
auch ist 2,f = 180“ - (f - ip) 


also 




beide Werthe für ß gleich ^ibt 

1/ — 

n — g = — ^ 

^ 2 
f/i -f 

woraus a = ~ - 
2 

Hat man also für den zu dem ^ f ge- 
hörenden Punkt l den gefunden) so 
erhält man — und mit diesem 

Z. den Punkt derC., der mit dem Punkt 
l parallele Normalen und Tangenten hat. 
Für den Punkt e hat man a :r ^ = 0 und 
dieser Z hndet sich aus r roi ^ s r,, 


also 7 = arc ^coi = 


4. Ans Formel 2: 

jf = — r, sin ff> 

und Formel 7 

©ar ^ Tj tin <p 

erhält man wie No. 6 für die verkürzte C. 

Die Subtangente für den Punkt t 
(wie MS für L, Fig. 543) 


= -r, t) • «'» y (»-T - r, ’in f) 

fix r I aifi ip r — r I rot ^ 

Die Tangente für l (wie LS für Fig. 343) 

I — r^ tifi tp 


I 1 + = r.f - r, ti« 9 

I '8x' ~ r-r, coi(p 


1'»^+ '’i (Ci- 2r rot 


Di» Subnormale für I (wie RU für L, Fig. 543) 

8jf , .r — r.cota 

Die Normale für I (wie LR für L, Fig. 543) 

I/. , /8g\* r./> — r, sin m 

»P‘'^\8x) - r.si«,. l’-’-l-r, (r,-2rro.T) 


( 8 ) 

(») 

( 10 ) 

(U) 


6. Die Länge des Krümmungshalb- 
messers in ^er Normale bei demselben 
Verfahren wie No. 6, und bei Vertau- 
schung von R mit r, 

p=(ij!±;LL2rri£fLv)! (,2) 

r, (r, -rcoiif) 

6. Auch hier liegt aus denselben Grün- 
den wie No. 7 die Normale für den Punkt 
a in aN, die Länge von p für a ist 

(o.r.lL’-C'Zrj:-)* 


Ist in beiden 0. der verkürzten und 
der gestreckten H — r = r - r, , d. h. ist 
in beiden der Abstand Cr gleich grofs 
= k, so ist (> für a bei der verkürzten C. 
kleiner als bei der gestreckten C. Beide 
e verhalten sich wie r, : R oder wie 
r - k : r + k. 

Für den Scheitel r ist - 

''' 

Auch hier für c ist p bei der verkürz- 
ten C kleiner als bei der gestreckten C. 
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4r: : 


di« 3 KrünnuBiipbalbneMcr fir di« n- 
mein«, die Terkunle und di« pestrerne 
C, im Stileitel verhalten sich wie 
(r + R? (r -h rV 
R r 

V ** 

= 4r:4r+— :4r + 

r k r k 

\b. Bei der verkürzten C. ist der Nen- 
ner in der Formel für {» = li (H — r eos <f). 
Da r immer < H, also r co$ tf erst recht 
immer < /{, so hat dieser Nenner stets 
einen positiven Werth. 

Bei der grestreckten C. ist dies nicht 
der Kall: der Nenner ist r’ (r* - r coi ^); 
es ist r > r' und es kann der Nenner 
imbtractiv «erden. Mithin exi.stiren Theile 
der C. , «eiche Stegen die Basis convex 
sind; der Funkt derselben für r' — r com 
ist ein Wendlingspunkt. Man sieht, 
dafs dieser Funkt der Funkt r ist, dessen 
Normale mit der keines anderen Punktes 
der C. 4^ läuft und der, «ie am Schlnfs 


'2 + 2 + 1 


1 + 1 

2+J_ 

2 


= 12 + 


15... Janoar, uml so das /ahr ond did 
übrigen Jahre hindarefa «ie in dem vor- 
angegangenen Cykel. Da das Jahr aus 
3G5 Tagen = ***/i ~ 52'y^ Wochen, also 
aus 52 Wochen und einem Tage besteht, 
so «ürde der Cykel einen Zeitraum von 
7 Jahren umfassen, wenn nicht das ie 
4te Jahr als Schaltjahr einen Tag mehr 
hätte, woher der Sonnencykel aus 4x7 
= 2 d Jahren besteht. 


von No. 3 angegeben, zu 7 =arc^cos-^^ 
gehört. 


CyclQI, Cykel, Kreislauf, also ein im- 
mer «iederkehrender Lauf, auch ein Zeit- 
lauf, oder ein Zeitabschnitt, in «elchem 
hestimmte astronomische Erscheinungen 
iii dersellien Keihenfülge «iederkehren. 
In der ('hronologie hat mau hauptsäch- 
lich 2 Cykel, den .Sonnen- und deu 
Mond cykel. 

Ersterer, der Sonnencykel begreilt 
die Zeit, nach welcher jeder Wochentag 
wieder auf denselben Jahrestag fallt, z. H. 
der Sonntag immer wieder auf den 1 , 8 , 


r>er Mondcykel hcgreifl denjenigen 
Zeitraum, nach welchem die Mondphasen, 
als der Neumond, immer wieder anf den- 
selben Jahrestag fallen «ie in dem vor- 
herigen C, und dieser begreift 19 Jahre. 
Denn ein synodischer Monat beträgt im 
Mittel 29 Tage 12*/« Stunden, das Jahr 
(das gemeine und das .Schaltjahr zusam- 
men) im Mittel 365*/« Tage, folglich hat 
man die Verhältnifszahl zwischen Daner 
des Jahres und des Monats 
_ 365 Tage 6 Stunden _ 365 ,25 _:3896 
29Tagel2]Stunden 29,53125 315 * 

l’m dies Verhältnifs auf die kleinst 
möglichen und dem Verhältnifs niüglicbst 
nahe kommendcu Zahlen zu bringen hat 
man den Bruch 

2 T 1 


1 +J 

2 +J 

1 + 1 
1 + 




LiTst luan ’/i. xl.. iiiilmdpatoiid fort, 
so bat mau den Kettenbrueb 



= 12 + 


a+s 


:12+1 =y^ 

^ 19 19 


So dafs 19 Jahre oder 235 synodische 
Monate einen Mondcykel ansmachen. Die 
Differenz beider ist an Zeit sehr gering, 
denn es betragen 19 Jahre zu 365*/« Tage 
in .Snmme 6339 Tage 18 Stunden und 
235 Monate zu 29 Tage 12*/4 Stunden 
sind 6339 Tage und 20'/t Stunde, .so dafs 
der Unterschied zwischen beiden nur 2*/* 
Stunde ausm.icbt. 

So auch kann ein Zeitabschnitt von 4 
Jahren , in welchen sich der Bnichtheil 
des Tages, um welchen die Erde mehr 
als 3G5 Tage um die Soime sich bewegt 
md der auf 4 Jahre in 3 Gemeinjahfen 
uod «Dem Schaltjahr abgetheilt i«t, ete 


C. genannt* werden, weil abgesehen von 
der noch nicht vollständigen Au.sglei- 
chung der Zeit die Erde an jedem Tage 
der folgenden 4 Jahre wirklich oder die 
Sonne scheinbar in demseib^i Ort in der 
Ekliptik steht. 

CyllDdcr ist eiu Kürper, der von 2 pa- 
rallelen, gleich grofsen Kreisebenen und 
einer um diese befindUebeu krummen 
Fläche begrenzt wird, die so beschaffen 
ist, dafs jede zwischen zweien Ümfaugs* 
punkten beider Kreise und 4^ mit der 
Verbindungslinie der Mittelpunkte der- 
selben gezogene gerade Linie mit allen 
ihren runkten innerhalb der krummen 
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Linie liegt. Die beiden begrenienden 
Kreise heifsen Endkreise, Grund- 
kreise des C., die gerade Verbindungs- 
linie der Mittel(mnkle beider Kreise 
heifst die Axe des C., die krumme Ober- 
fläche der Mantel des C. Jede mit der 
Axe parallele Linie im Mantel heifst eine 
Seite des C. Steht die Axe auf den 
Grundkreisen normal, so heifst der C. ein 

G erader, steht sie geneigt gegen die 
imndkreise, so heifst der C. eiu schie- 
fer C. 

2. Führt man einen mit den Endkrei- 
seu parallelen Durchschnitt durch den 
Cylinder, so ist dieser ein den Eudkrei- 
sen congrueuter Kreis. 

Denn es sei HOEF der Cylinder, AC 
dessen Axe, POLQ eine + mit den End- 
kreisen genommene Durchschnittsebene, 
«eiche die Axe in K schneidet. Zieht 


Fig. 549. 



man nun aus einem Punkt G des l in- 
fangs eines der Endkreise eine Parallele 
GH mit iler Axe, so liegt diese infolge 
der obigen Erklärung mit allen ihren 
Punkten in dem Mantel des C., und be- 
rührt also den zweiten Endkreis und den 
Durchschnitt in 2 Punkten //, i, die mit 
G in derselben geraden Linie liegen. 

Verbindet man nun die 3 Axenpunkte 
mit den 3 Umfangspunkten su den 3 ge- 
raden Linien CG, AH, KL, so liegen 
dieselben zwischen zwei Parallelen AC 
und GH also in einerlei Ebene (Eukl. 
Erkl. 35 und XI, 7), und da sie in 3 mit 
einauder parallelen Ebenen liegen, so sind 
sie untereinander + (Eukl. XI, 16)j nun 
sind AH und CG als Halbmesser zweier 
gleicher Kreise einander gleich, folglich 
auch KL mit ihnen gleich. So lifst sich 
Tou jeder ton K nach dem Umfang dos 

li 


Durchschnitts gezogenen graden Linie 
beweisen, dafs sie uen gleichen Halbmes- 
sern der Endkreise gleich ist, folglich sind 
diese Linien Halbmesser und der Durch- 
schnitt POLQ ist ein Kreis. 

3. Führt man eine Ebene durch die 
Axe oder 4= mit der Axe, so bildet der 
Durchschnitt dieser Ebene mit dem Cy- 
lindermantel ein Parallelogramm. 

Denn es sei MNRS eine durch die Axe 
AC gelegte Ebene, so schneidet diese 
die beiden Endkreise in 2 geraden Linien 
MR und NS die beide in der Dnrch- 
schnittsebene und zugleich in den paral- 
lelen Grundkreisen liegen, folglich ein- 
ander + und als Durchmesser gleicher 
Kreise auch einander gleich sind. Führt 
man nun durch die Endpunkte N und S 
des einen Durchmessers 2 gerade Linien 
4^ der Axe, so liegen diese in der zn den 
graden Linien AC und NS gehörenden 
Eliene , d. h. in der durch die Axe ge- 
legten Durchschnittsebene und schneidet 
den Durchmesser MR des zweiten End- 
kreUes; da nun beide durch N und S 
4= AC gezogene Linien mit allen ihren 
Punkten in dem Oylindermantel liegen, 
so schneiden sie den Durchmesser MR 
in M und R, das Viereck MNRS ist der 
Durchschnitt der Ebene mit dem Cylin- 
der und ist, da MN RS und MR NS, 
ein #. 

Ist HRGS die + AC geführte Durch- 
schnittsebene, so liegen die beiden Durch- 
schnittsliuien HR, GS der Ebene mit den 
Endkreisen in der Durchschnittsebene und 
sind einander + weil sie in den paral- 
lelen Endebenen liegen; durch G und S 
2 mit AC parallele Linien geführt, schnei- 
den die Linie HR und da sie gänzlich 
im Cylindermantel liegen, die HR in H 
und«. Nnnwar//« tCS, ßH + AC + Ä.S 
folglich der Durchschnitt GHRS ein 

4 . Wird durch eine Tangente des Gmnd- 
kreises eines Oylinders eine Ebene 4= zu 
dessen Axe gefegt, so hat diese Ebene 
mit dem Cylindermantel nur eine gerade 
Linie gemein und ist eine Tangential- 
fläche dea,Oi|lindors. 

Denn es sei JK eine Tangente in G 
an dem Gruudkreise KFG, JLMK eine 
durch JK u\ it der Axe AC 4= gelegte 
Ebene. Legt man nun durch AC und 
den Punkt G eine Ebene, so schneidet 
diese die Ebene JKLM in einer mit AC 
parallelen geraden l.inie, folglich fallen 
beide durch G gebenden Durchschnitts- 
linien in eine gerade Linie GH zusam- 
men, welche sowohl dem Mantel als der 
Ebene JKLM angehort. Jede andere in 
der Ebene JKLM mit AC # gezonne 
Linie, wie z. B. NO schneidet die Tan- 

14 




1 % 


i' 


‘ i 

i 


f 


< 


k 

Digitized by Google. 


Cylinder. 
Fig. 550. 


210 


Cylinder. 






gente JK in einem anderen Punkt als 
(1. den sie mit dom (imndkreise allein 
gemein hat, folglich liegt jede andere 
Linie innerhalb JKML nnd ^ AC aufsor* 
halb des Cylindermantels und folglich hat 
die Ebene JKLM nnr die eine grade 
Linie 67/ mit dem Cylindermantel ge- 
mein und ist eine TangentialHäche des 
(Zylinders. 

5. ln jedem schiefen Cylinder gibt es 
aufser den mit den Endflächen parallelen 
Durchschnitten noch ein zweites System 
von parallelen Durchschnitten die mit 
dem Grundkreisc congruente Kreise sind. 

Es sei liDNO ein schiefer C., AC seine 
Axe, die Ebene UDMO durch die .\xe 
und normal auf die Grundkreise gelegt. 
Zieht man nun in dieser Ebene die grade 


Fig. 551. 



Linie 67/ durch den Punkt J der Axe 
der Art, dafs ^ ÜUÜ = Z dafs also 
die Linien 67/ und HD antiparaiiel sind, 


und führt durch GH eine auf die Ebene 
normale Ebene, so ist deren Durch- 
schnitt GKIIL mit dem Cylindermantel 
ein den Endkreisen congmenter Kreis. 

Um dies nachzuweisen, lege man durch 
irgeud einen Punkt z. H. L des Durch- 
.«clinitts dieser Kl>enc mit dem Mantel 
einen den Endkrei.sen parallelen Kreis 
KKFL, de.ssen Mittelpunkt sei C, die in 
der Ebene liDSO befindlichen Durch- 
messer EF und 67/ beider Kreise schnei- 
den sich in dem Punkt M nnd beide 
Kreisebenen in der durch d/ gehenden 
grailen Linie LK, weU’he mjrinal der 
Ebene lil)i\U ist, weil es beide Kreis- 
ebenen sind, 

mithin ist j/L}lF=-^LMHz:Ii 
ferner ist Z MJC = Z BHD =zBÜH 
da nun auch Z -WC7 - BÜll 

so ist z = Z HJC 

daher MC = MJ 

Zieht man also die Linieu LC, LJ so 
sind die beiden bei M rechtwinkligen 
Dreiecke 

r^LMC&C^LMJ - 

daher ist auch LC =■ LJ. 

Nun ist LC der llalbme.sser des Krei- 
ses EKEL — dem Halbmesser der Grund- 
krei.se und JL ist gerade Verbindungs- 
linie eines Mantelpunlvts L mit dem Axen- 
punkt J, die l>ciae in der Ebene GKHL 
liegen. Da nun L in dem Umfang der 
letzten Ebene beliebig gewählt ist, so 
liegt auch jeder andere Punkt des Durch- 
schnitts zwischen Mantel und Ebene GKHL 
von dem Dnrchschnittspunkt J der Ebene 
mit der Axe um den Halbmesser des 
Grundkreises entfernt nnd folglich ist die 
Durchschnittsebene GKHL ein den End- 
kreisen congmenter Kreis. Man nennt 
den Durchschnitt GKHL einen Wech- 
sels c hn i tt. 

ü. ln jedem anderen ebenen Durch- 
schnitt des Mantels, der nicht parallel 
den Gniudkreisen liegt oder ein Wechsel- 
schnitt ist, wird von dem Mantel eine 
Ellipse begrenzt. 

Denn ist Z HIIG nicht = Z BHH so 
ist auch MC nicht = MJ , CF nicht = 7// 
und der Durchmesser EF des Endkreises 
nicht gleich der Linie 276 = GH. Nun 
ist MK normal auf EF und nonnal auf 
GH. Es ist aber in dem Kreise EKFL 
MK^ - EM X MF 
da nun A <V6/’Jcv> a MHF 
so ist GM .MH = EM. MF 
also auch 

GM d MH : GM = EM + MF-. EM 
oder GH.EF=GM:EM 

nnd da auch GH : EF= HM : FM 
so ist 6//» : EF^~=GM~HBTEM~t^ 


1 


J 


Digilizeü üy Google 


Cylinder. 


211 


Cylioder. 


oder 


hieraus 


GH*.EF>=GM 
HIC=G!« ■ HMx 


HB ■.HK' 
EF» 


GH^ 


otler MK'‘ = GH x (C//- GM) x 


EF* 

GH* 


beliebi)^ wiederholte Verdoppelunft der 
VielecKsseiten und der zu innen gehöri- 
gen Rechtecke wird die Summe der in- 
neren Rechtecksflächen immer grölser, 
die der änfserpn immer kleiner und man 
Setzt man nun HK als lothrechte Ör- j*"" summarische Grüfsen einau- 

diiiate =y, GM als Abscisse = j so hat “®''. “"die bringen. Aber immer 

uiaii die Gleichung bleibt der Cylindemmutel kleiner als die 

RF* EF* 80111106 der äuiseFen und gröfser als die 

~ fll ~ Qui Summe der inneren Rechtecksfläcbeu, 

welches die rechtwinklige Cooidinaten- r"‘' ai“ . desseu 

gleichuug für die Ellipse ist. .VnTi “fl“«/“ Tn’ 

* Fnr y ßnu'tui^A lUA’^x, lu ueweii Hohe (he Axe ist ebeufiilb 

kleine * ‘““®“ “>* die Summe der 

Vüt/JUFc ' und (frü&er aU die Summe der 

älStUlnrc'^"dt*S:ntoT3“ei.m “«^-^jin-der gleich 

Ellipse. Der UaDtel eines schief ahgeschmt> 

7 Der aeraile frlind»r..,.n(«i i.t _ ‘®"'" (?e™den Cylinders ist ebenfalls = 
iLXI^v t ylindermantel ist - Kechteck 2nrh, wenn r der Halb- 
eilieiii Kechteck, dessen Grundlinie — ^ i r> jt. *• o i i* n--» 

dem Umfange ihs Grundkreises und des- Orundkreises und * die Hobe 


seiner Axe ist. 

Denn ist BDF.F der abgekürzte Cylin- 
der, dessen Grundkreis den Halbmesser 

= »■ hst und des.sen Axe .1C = h ist, 

«Vh denTyHiidemm^^ und man lert^ durch den Kndimnkf A 

iKen Seite aus in eine Ebene ;*®**.Axe eine Khene JChil + dem Grund- 
kreise, ergäntt den rechts l^findlichen 
niedrigeren Tbeil des Mantels bis zur 
Durchschnittsebene JfiKH um das Stuck 
JHFK so schneidet der dem Grundkreise 
parallele Kreis iiJHK die den oben 


Fig. 552. 


sen Hohe = der Axe oder einer Seite 
des Cylinders ist. Ist r der Halbmesser 
des (rrundkreises, k die Länge der Axe, 
so ist der Cylindcrmantel = 2 ;rä. Denn 
woiiii man 

einer beliebigen Seite aus in eine Ebene 
abgewickcit denkt, so entsteht das eben 
angegebene Kechteck. 

iMesen Satz beweist man ganz streng 
mit Hülfe derGrenzwerthe: Man beschreibe 
io dem Grandkreise und um denselben 
regelniifsige Vielecke von gleich viel Sei- 
ten, von welchen die Ecken des inneren 
Vielecks auf die Mitten der aSeiten des 
aofseren treffen , oder auch so belegen, 
da(s je 2 Seiten der beiden Vielecke ein- 
ander 4^ sind, so ist die Summe der Sei- 
ten des inneren Vielecks kleiner nnd die 
Somme der Seiten des äufseren Vielecks 
nüfser als der Umfang des Grundkrelse.s. 

Zieht man non aas allen Ecken beider 
Vielecke Parallelen mit der Axe bis in 
die Ebene des zweiten Endkreises, ver- 
bindet in diesen die Dnrchschnittspunkte 
durch gerade Linien, so entstehen in dem 
zweiten Endkreise zwei den unteren con- 
gruente Vielecke; und legt man durch 
sämiiitlicbe Seitenpaare Ebenen, so ent- 
stehen innerhalb und aufserhalb des Cy- begrenzende Ellipse EJFK in der durch 
hndermantels so viele Rechtecke als die A liwfenden geraden Linie JK Nun ist 
Vielecke Seiten haben. Die inneren Recht- die Fläche des abgekürzten Cylinders = 
ecke berühren mit ihren Seiten den Mau- der Cylinderfläcbe QH8f) f derlluffläche 
tel, die äufseren sind Tangentialflächeu JKEG - der Huffläche JKFH. Da aber 
des Mantels. beide Hufflächen von gleichen Hohen EG 

Die Summe der inneren Rechtecksflä- und Fff und demnach gleich sind, so Ut 
chen ist kleiner, die Summe der äufseren der Mantel des schief abgekürzten gera- 
ut grober als der Cylindermautel. Durch den C. = dem Mantel = 2/}rä. 

14 * 
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9. Der Mantel eines schiefen C. ist 
eieich dem Rechteck dessen Gmndlinie 
der Umfang des anf der Axe normal ge- 
nommenen Ellipse and dessen Höhe die 
Axe ist. Denn legt man durch die End- 
punkte der Axe A, C, Fig. 552, zwei nor- 
mal auf AC befindliche Ebenen, so wer- 
den an beiden Enden 2 halbe Hufflächen 
gebildet, die einander gleich sind, und 
von welchen die eine fortgenommen und 
an dem anderen Ende aiigesetzt den C. 
zu einem Körper gestaltet, der zwei gleiche 
elliptische Grundebenen hat and deren 
Seiten normal darauf sind. 

10. Die gesammte Oberfläche eines ge 
raden Cylinders ist bei obiger Bezeich- 
nung 

= 2nrA + 2nr* = 2nr (A + r) 
also gleich einem Rechteck, dessen eine 
Seite der Umfang des Grundkreises und 
dessen andere Seite die Summe des Halb- 
messers und der Axe ist. Ist die Höhe 
des C. gleich dem Durchmesser des Grund- 
kreises, so ist der Mantel = 4nr® gleich 
der Oberfläche einer Kugel von dem Halb- 
messer r, die also von dem Mantel in 
allen Punkten ihres gröfsten Kreises be- 
rührt wird. Die gesammte Oberfläche 
dieses Cylinders ist 6nr* = Ij mal der 
Oberfläche der Kugel, welche von dem 
Mantel und l>eiden Endflächen berührt 
wird. 


11. Der körperliche Raum eines gera- 
den Cylinders ist gleich dem eines Prisma, 
welches mit dem C. eine gleich grofse 
Grundfläche und gleiche Höhe hat. 

Denn construirt man in den Endflä- 
chen des Cylinders die Vielecke und ver- 
fährt weiter wie ad 7, so entstehen in 
dem C. und um denselben Prismen von 
gleich viel Seiten, von welchen das äufserc 
grölser und das innere kleiner ist als der 
C. Durch beliebig wiederholte Verdop- 
pelung der in den Endebenen betindli- 
chen Vielecksseiten und mit diesen auch 
die der Prismenflächen kann man den 
Unterschied beider beliebig nahe bringen, 
so dafs derselbe kleiner worden kann als 
jede noch so klein gegebene körperliche 
Grofse, Da nun zwischen den Viclecks- 

S aaren der Endflächen beider Prismen 
ie Grundkreise des Cylinders einge- 
schlossen sind, so ist auch zwischen bei- 
den Prismen dasjenige Prisma eingeschlos- 
sen, dessen Grundobene der Grundkreis 
des C. und dessen Höhe die Axe des C. 
ist. Da nun auch der C. zwischen bei- 
den Pri.smen eingeschlossen bleibt, so ist 
dieser C. dem eben genannte« Prisma 
gleich. 

Bezeichnet man den Halbmesser des 
Qrundkreises mit r, die Höhe des C. mit 


A, so ist der körperliche Raum K des C. 
= nr*A. Ist A = 2r, so ist ^ = 2 ^ 1 ^. Die 
von dem Cylinder umgrenzte Kugel ist 
A'' = folglich verhalten sich Kugel 
und Cylinder wie 2 : 3. 

12. Der körperliche Raum A' eines schief 
abgeschnittenen graden C. ist = dem 
Grundkrei-xe mal der Axe = nr -A. 

Denn construirt man Fig. 552 nach 
No. 8, so ist der Inhalt des schief abge- 
schnitteneu C. = dem geraden Cylinder 
67/ AD dem Huf J AEG- dem Huf’JAF/#, 
und da beide Hufe einander gleich sind, 
A= dem Cylinder GHBD = Grundfläche 
B Dy. Aue AC=jtr^h. 

Der köqierliche Raum A eines schie- 
fen C. i.st gleich dem Prisma, welches 
zur Grundfläche die auf der Axe normale 
Ellipse und zur Höhe die Axe hat, wie 
aus No. 8 hervorgeht. 

Cylindrischer Hnfabschnitt ist das von 

einer durch den Mantel und den Grund- 
kreis eines Cylinders gelegten Ebene GHF 
abgeschnittene, zwischen dieser Ebene 
und dem Grundkreise begrilTene Stück 
AFGH des Cylinders. Der Theil FACH 
des Cylindcrmantels zwischen dem Grund- 
kreise und der Durchschnittsebene heifsl 
die Huffläcbe. 



Fig. 553. 


Ist FG die gerade Linie, in welcher 
die Ebene den Grundkreis schneidet, so 
ist die durch deren Mitte D normale AE 
der Durchmesser dos Grundkreises, wel- 
cher die gröfste Seite, die Höhe AH des 
Hufabschnitt.s trifft, ^ HDA ist dessen 
Neigungswinkel und die Ebene HAD 
theilt den Hufabschnitt in 2 symmetrisch 
gleiche Theile. Die Durchnittsebene HFU 
kann auch durch den Endpunkt E des 
Durchmessers geführt werden. Triflt sie 
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den Mittelpunkt C, so wird der Huf auch 
in der Elemeiitar-Stereoraetrie untersucht. 

2. Um die H II f f I ä 0 h e au finden, nehme 
man ein helicbiRes Stück AJ des Durch- 
messers AE, ziehe durch J die Linie 
KL + EG, so ist die zu J gehörige Seite 
des (lufabschnilts t.U und das zu AL 
gehörige Ilufflächenstück ALilH. Er- 
richtet man in J ein Loth auf dem ürund- 
kreis, so trifft dieses die Mittellinie DH 
in \ 

und es ist LIH = J.\ 

und JX-.AH= DJ: DA (1) 

Setzt man nun den Halbmesser AC = r, 
die Länge AD des Hufes = n, dessen 
Höhe AH = h, die beliebige Seite LM = y, 
so ist nach der allgemeinen Quadratur- 
formel, nag. 192, Zusatz, das Flächen- 
stück JliLH von der festen Seite AH = h 
aus = der Ordinate LII mal dem Diffe- 
renzial des Bogens AL i 

setzt man also AL = e 
so ist AHLM = F = Jy 0» 


Setzt man nun CJ = x 
Z ACL = <r 

so ist , da Jfl = LH = y, aus der Pro- 
portion 1; 

y:h = {a- r) + x:a 
woraus 

y = -^- (n - r + J-) = — (o - r r coi g ) (2) 
a n 

r = rif und De = r Bt 
Es ist aber wenn man cos </ = z setzt 

H-s» 

daher 


,/ “ l'l-z 


Ar 

= (o - r) 


-r . 8s 
s 

8s 


(3) 


1^1 


)s hr‘ r* s8s 


Ar, , , , Ar’ ,, 

= (<« — r) ylrc im s -( pl — st 

a a 

Setzt man für s seinen Werth cos y, 
so erhält man 


A r Ar’ 

F= (“ — r) Are (sin = cos i/) -I p l ■ 

= (« - r) (j - ’l) + — »•« 7 + C 


COJ *f/» 


Für y = 0 wird F = 0. 

Mao hat demnach 

F= 0 = — — (rt - r) + 0 + C 

fl i 

woraus 

kr ^ ^ 7t 

also vollständig 

Ar, Ar’ . 

/■ = -( (fl - r) y -I siH y 

ft ft 

Nun ist r(f = Bogen AL 

~ — ^ — ^ist das Loth CO 


hr 


(-4) 


r lin </> ist = e/L 

und — ist das Loth QP 

a 

wenn AQ CJ genommen wird. 

Das Flächenstück AHML ist also = 
den beiden Rechtecken 

CO X Bogen /!£ + e/L xgP 
Kur r cos ^ — (a — r), also für if> 

= arc ^<*01 = — entsteht die ganxe 

Hufflächo AULMG 


F =• — {fl — r) arc 
a 

hr. . 

= — (a — r) urc 


/ rt — r\ Ar® . / rt — r\ 

= -—)+ -- *•« «rc ^co. = - ~ j 

i rt— r\ kr * 

/ "*"rt ^ ” * 


= den iHiiden Rechtecken CO x Bogen AHLM, wenn EG durch C in ÄS ge- 
AGaQPxDG. legt wird. 

Kür = erhält man die halbe Huf- /■•=Arsiiiy 

fiäche HAML G aus 4 = dem Rechteck JL X AH (6) 

Ar :t Ai* 

y = -(a-r)-- + - 

also — den beiden Rechtecken CO x Bo- Hufflächo von H.l bis S 

gen ilG-fPyXilC ^ u zu zn 

3. Nimmt man in Formel 4 für E‘ die = dem Rechteck An X zIC 

Länge a-r, so erhält man die Huffläche = dem doppelten A zlÄC (7) 


(5) und wenn man y 


setzt, die halbe 
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4. Da» Körp^ratürk zwiarhen der Hohe 
AH und der Khene VyJL «>rhäit man 
nach der a[l(?emeincii l’iihaturformei 
K= jJL X t.M-h KJ 
Wenn man alao 4J = x >ctzt» hat 
man 

j* = r — r rot tf 
i)T=. + r tin tf o'f 
JL =: r tim tf 

LM = —OJ= — (n-x) 
a a 

and 


/ • k 

rtimtf • — (rt-r+ rcottf)rtintf ö'/ 
= — ftin *•/ (rt - r + r cos tf ) Q'f 

K 

/ r , r’A /*. , 

»•"•7 (17 +— / *•'• 7 7 ?>7 

Nun ist Jtin ^7 o'f = } (7 - tintf conf) 
yjin’7 -cos 7 -ö7 =/nn’7 (iisiiuf ) 

= Jsii«V 

also voIlsUindif;, weil Const = 0 wird 




HA r^A 

K = - - (« - r) (7 - sin tf cot 7 ) + «ifi *</ 
2<x oa 


( 8 ) 


Für r coi 7 ) = — (n - r), also für 7 = arc • ^c«i — entsteht der Kör|>er 

= ^(a — r)arc(c<« — ~ ~ '")* 1 2 '»'’ “ ^ 

= ^ (a — r) arc ^cos = + — (lOar — 5a’ — 3r*) | 2ar — a* (9) 


Setit man a = r , so erhält man den 
körperlichen Kaum des llufabscbnitts, wenn 
man die fibene UGh' durch SR führt, 
lind es ist statt Korniel 8 
der Körper von All bis LMNJ = Jc’ösin’ip 

Kür <p = ja entsteht der halbe lliifab- 
schnitt von All bis SR= (r’A (10) 
d. h. = derjenizeu Pyramide, welche das 
Quadrat des Il^bmessers zur Grundfläche 
nnd die Höhe All = k zur Höhe hat. 

Oylindenpiegel ist ein SjiieRel mit 
cylindrischer Oberfläche. Die Gesetze 
der Spieceliini; sind dieselben wie beim 
ebenen 8 pie|;el, wenn man den Punkt, 
der einen Lichtstrahl aufnimmt als den 
Punkt einer den Spieftel tangirenden Ebene 
betrachtet. 


Kig. 554. 



Es sei Fig. 554 der Durchschnitt eines 
C. durch die Axe CC, also Bl) eine Seite 
des C., so kehren diejenigen Lichtstrah- 
len in sich selbst zurück, die normal auf 
eine Seite des C. fallen. So z. B. tritt 
das BUd von A nach G in GA zurück; 
der Lichtstrahl AH dagegen reflectirt in 
die Linie HJ, wenn z.JHH = ^BHA. 

Ist also A das Auge, so empfängt es 
in H das Bild von J, alle innerhalb des 
Winkels JIIA begriffenen Gegenstände 
werden in der Linie GH gesehen, nnd 
die Gegenstände werden um so mehr ver- 
kleinert, je weiter .sie innerhalb des 
/ JHA von DB zurückliegen. 

Ist Fig. 555 ein normal auf die Axe 
rC genommene Querschnitt des C., so 
kehrt jeder Lichtstrahl in sich selbst zu- 
rück, der auf die Axe fällt; so kehrt der 
Strahl AG nach <?.4, der Strahl PK nach 
A'P zurück. Der Strahl .lA' reflectirt nach 
fCiV wenn LiV in K die Tangente an EKO 
und wenn Z I-Ky - ^ )IKA ist. Ist A 
das Auge, so empfänpt es in K das Bild 
von A', nnd alle Gegenstände, die inner- 
halb des z A'A',4 liegen, werden auf dem 
Bogen GK abgebildrt und um so mehr 
verkleinert, je weiter sie von (lem C. zu- 
rück liegen. 

Wenn man einen mit dem 0. genan 
gleichen Holzcylinder abdreht. diesen mit 
Papier überzieht und darauf ein richtiges 
Bild zeichnet, so kann man mit Hülfe 
beliebig anzulegender Tangentialebenen 
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Cylinderspiegel. 


Cylindroid heifst ein Körper, der 2 pa- 
rallele congruente lirundebenen hat, de- 
ren l'mianfte andere krumme Linien als 
Kreise sind, und um welche eben so ein 
Mantel von übrigens denselben Kigen- 
schäften wie bei dem Cylinder gelegt wird. 

Ua man durch einen Cylinder parallele 
Durchscbnittsebenen führen kann, welche 
Ellipsen sind , so kann man ein Cylin- 
droid mit elliptischen Grundflächen 
io einen Cylinder verwandeln, wenn man 
in den Mittelpunkten der Endflächen 
durch die grolsen Axen Ebenen legt, 
welche Halbkreise werden und wenn man 
den abgeacbnittenen halben Huf jeder 
Endfläche gegen den der anderen legt, 
oder wenn man Jeden abgeschnittenen 
und Winkelahnahmen ein /.cnbild vcr- halben Huf um die grofae Axe um 180’ 
xeichnen, welches in bestimmter Eutfer- herumdrcbt, wo er nann gegen den ver- 
nnng vor dem C. gehalten von diesem bliebenen ' halben Grundkreis sich lert 
in dem verzeichneten richtigen Bilde in- und das fehlende Stück der neuen Grund- 
rückgeworfen wird. ebene ergänzt. 


Fig. 555. 
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D&mmerQQg s. astroDomische Dämmc- 
rung. 

Dimmenmgakrets s. aatronomUche 
Dämmerung. 

Dampf ist ein Körper in dem Zostaode 
der Luftformi^eit, in welchen er ans 
dem flüssigen Zustande übergegangen ist 
ohne dafs er in seiner chemischen Be- 
schaflenbeit eine Aenderung erfahren hat. 
Die Ursache der Aenderung des Asgregat- 
snstandes (s. d.) ist allem die Wärme, 
welche der Flüssigkeit zur Dampfbildung 
zugefübrt werden mufs, so dafs Dampf 
ni^ts anderes ist als Flüssigkeit -f Wärme. 

Die Aenderung einer Flüssigkeit in 
Dampf geschieht unter allen Teiiiperatu- 
ren und ein Minimum von Wärme, als 
zur Dampfbildung nothwendig, ist noch 
nicht ermittelt worden — auch Eis bei 
grofser Kälte verdampft — . 

Der Dampf hat (bis auf eine Grenze 
der Gompressionsfähigkeit , welche man 
permanenten Oasen noch nicht hat nach- 
weisen können) alle Eigenschaften der 
Gase: Er ist durchsichtig, in einem 
Gefafs eingeschlossen überull gleich 
dicht, gleich elastisch, er ubt auf 
jedes gleich grofse Flächenstück der Wan- 
dung einen gleich grofsen Druck aus und 
hat somit das Bestreben der Ausdehn- 
samkeit, dessen Grenze noch nicht er- 
mittelt ist. 

2. Der Dampf Ist al.“o ein Produckt aus 
Flüssigkeit (F) und Wärme (VV) und .seine 
physikalischen Eigenschaften sind daher 
nur abhängig von der Natur der F aus 
der er entnommen ist, und hicrnächsl 
von den Mengen von F und von W, aus 
welchen er besteht. 

Auf die Entwickelung des D haben 
aafserdem noch die mechanischen Wir- 


kungen anderer Stoffe und Kräfte Ein- 
Aufs, als he.sondcrs die atmosphärische 
Luft durch Druck und Bewegung. Nimmt 
man diese fremdartigen Einflüsse hinfort, 
setzt man z. B. über ein ücfäfs mit F 
eine Glocke, die mit ihren Rändern ein- 
taucht, also hermetisch und man evaeuirt, 
so ergeben sich folgende Erscheinungen : 

Bei einem hc.stimmten themiometri- 
schen Wärmegrade (T) hat der Dampf 
eine ganz bestimmte Dichtigkeit (D>; d. 
h. ist r das Volumen der F io tropfba- 
rem Zustande, welche in Dampfgestalt 
innerhalb der Glocke von dem A^)lumen 

V sich befindet, so ist , die Dichtigkeit 

des Dampfes (die tropf1)are F als Einheit 
genommen) constant. 

Bei Vermehrung von T nimmt die 
Glocke mehr F als Dampf in sich auf, 

r, und mit v die IHchtigkeit des Dampfes 

wird grofser und um so grofser je grofser 
man T werden läfst. 

l)a der Glockcnraum die F zur Unter- 
lage hat und dot-Dampf nur eine ganz 
bestimmte Menge e und nicht mehr aus 
der F entnimmt, so nennt man den Dampf 
gesättigt, man sagt: der Dampf ist in 
seinem gesättigten Zustande. 

Erkältet man, d. h. läfst man T ab- 
nehmen, so kann der Dumpf mit der ver- 
minderten }V bei seiner Dichtigkeit nicht 
hesteheu, er ist übersättigt und gibt 
so viel Dampf der F zurück bis er die 
der verminderten T entsprechende gerin- 
gere Dichtigkeit, also seinen .Sättigungs- 
zustand erreicht hat; und diese Zurück- 
gai>e des Dampfe.n an die F geschieht 
mit fortgesetzter Abkühlung successive 
hi.s die F in ihrer anfänglichen Quantität 
wieder hcrgestellt ist. 
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Hat man durch vermehrte W die F 
anzlich verdampft und man vermehrt 
ie >V noch weiter, so würde der Glocken- 
raum noch mehr F als Dampf in sich 
aufnehmen, wenn noch /''vorhanden wäre; 
der Dampf ist u n (^esätti^t nnd hat 
nicht die seiner 7 zugehörige gröfste 
Dichtigkeit. 

3. Der Dampf hat das Bestreben sein 
Volumen zu vergröfsern, d, h sich aus- 
zudehnen und die Grofse des Widerstan- 
des, welcher diesem Bestreben das Gleich- 

g ewicht hält, heifst .seine Spannung. 

iese Spannung (S) hei derselben F ist 
abhängig von der T und der D des 
Dampfes, und zwar wächst die S bei 
Dampf von einerlei D mit der Vergrö- 
fserung von T und bei Dampf von einerlei 
T mit der Vermehrung der U, also wächst 
S überhaupt mit dem Wachsthnm von 
Tx D. 

Gesättigter Dampf hat bei einerlei T 
auch einerlei Ü und einerlei S. Ver- 
mehrt man T .so nimmt der Dampf neue 
F in sich auf, seine D wird grölser und 
hiermit auch seine S. Vermindert man 
T so schlägt ein Tbeil des Dampfes zu 
F nieder, seine D und mit D aucn seine 
S wird vermindert. 

Gesättigter Dampf mit F aufser Berüh- 
rung gebracht und T vermehrt bleibt 
Dampf von derselben D, er wird unge- 
sätti^er Dampf und seine .S wird ver- 
mehrt. Gesättigter Dampf hat also 
gegen ungesättigten von einerlei 
> 1 ) die geringstes*. Gesättigter Dampf 
mit F aufser Berührung gebracht und 
bei gleichbleibender 7 das Volumen 
(F) vermehrt wird ungesättigter Dampf 
von geringerer I) und geringerer S und 
beides in dem Maafse geringer als V ver- 
mehrt wird. 

Ungesättigter Dampf, also aufser Be- 
rohrung mit f’, hei gleichbleibender T 
das Volum vermindert erhält gröfsero 
D und gröfsere S. Die Compression bis 
ZQ der D dos Sättignngsznstandes fort- 
gesetzt gibt das Maximum von D nnd 
von S; denn eine weitere Compression 
veranlafst, dafs der Dampf zum Tbeil zu 
F niedergeschlagen wird, so dafs die D 
und die S, welche dem gesättigten Dampfe 
bei der statthabenden T zugehören , die- 
selben bleiben. Man kann die Compres- 
sion bei gleichhleibender T so weit fort- 
setzen, dafs der Dampf gänzlich zu F 
wird, ohne dafs sich D und S bis dahin 
vermehren. Läfst man mit dem Druck 
nach, so wird die F wieder, und mit fort- 
geseüter Vermehrung des Raumes immer 
mehr nnd mehr derselben zn Dampf and 


zwar zn Dampf von deijenigen D und 
deijenigen welche der D und der S 
des Sättigungszustandes bei der gleich- 

g ebliebenen T zugehören. Gesättigter 
>ampf ist demnach in dem Zu- 
stande desMaximu ms seiner Span- 
nung. 

4. Der ungesättigte Danuif also, und 
nur dieser allein hat die Eigenschaften 
der Gase und für ihn gelten dieselben 
Gesetze, welche in den Art.: ,Äusflufs 
der Luh'^ und »aerostatische Gesetze* 
vorgetrageu sind. Da nun für die.se 
Dämpfe eine niedrigere T gehört, um den 
Sättigungspunkt und das Maximum der 
Spannung zu erreichen, so betrachtet 
man ganz richtig die Gase als Dämpfe, 
die unterhalb des Maximums der Dich- 
tigkeit sich befinden, und welches sie erst 
bei einer so niedrigen Temperatur er- 
reichen, welche bi.s jetzt noch nicht hat 
hervorgebmeht werden können. 

Die Ansicht hat auch Erfahrungen für 
sich. Denn wenngleich alle Gase, wie 
die atmo.sphärische Luft für permanent- 
expansihel gegolten haben, so sind doch 
im J. 1823 von Faraday Gase unter nie- 
driger Temperatur und mit hohem Druck 
zu tropfbaren Flüssigkeiten comprimirt 
worden. Z. B. kohlensaures Gas bei 0° C. 
mit einem Druck von 36 Atmosphären. 
Erwägt man nun, dafs bei jeder Com- 
pression Wärme frei wird, die doch nur 
in dem comprimirten Körper vorhanden 
gewesen sein kann, die sien in dem klei- 
neren Raum gesammelt hat und hinaus- 
tritt oder hinausgetrieben wird, so kann 
man annehmen, dafs .solche Gase immer 
nur sehr geriuge, in Graden nicht anzn- 
gebendc Wärmemengen bedürfen, um aus 
dem tropfliar flü.ssigen Zustand in den 
luftföniiigen überziigehen und darin zu 
verbleiben , während andere Stoffe bei 
wuhrnebinbaren also höheren . Wärmegra- 
den zu Dampf werden. So verschieden 
die WäTmemengen bei Verdampfung ver- 
schiedener Stoffe unter einerlei Druck, 
als Wasser, Weingeist, Quecluilber uns 
bekannt sind, so verschieden bat man 
sich denn auch die Temperaturen bei 
Dampfwordung dieser Gase aus Flüssig- 
keiten zu denken und so könnten der 
atmosphärischen Lull und dem Sauerstoff 
so niedrige Wärmegrade entsprechen, bei 
welchen sie tropfbar flüssig erscheinen 
müssen. 

Für die Nichtannahme dieser Hypothese 
kann man Dampf von Gas unterscheiden 
und sagen: dem Dampfe liegt eine Flüs- 
sigkeit als Normalzustand des Körpers 
zum Grunde aus dem er durch Einnufs 
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Ton Wärmfi zu Dampf geworden ist. Das 
Gaji duppgen ist als Inflformiger Koq^er 
in ssinem Nomialziistnnd und «in) aus 
diesem entweder gar nicht oder nur durch 
starkes Zusammendriicken zur h’lüssigkeit 
verändert. 

5. Dampf mit Flüssigkeit von einer 
Temperatur besitzt eine bedeutende Wär- 
memenge. welche thormometrisch nicht 
wirkt, welche also von dem Stoff zur 
Bildung der DampfTonn aus der Flüssig- 
keit chemUrb gebunden (verschluckt, ab- 
sorbirl) wird und daher gebundene 
oder latente Wärme beifst. Hei dem 
Wasserdampf beträgt sie iin Mittel 550^(T., 
so dais Dampf von 100^ C., welche das 
Thermometer anzeigt, eine Wärmemenge 
von 550° + I(K)^ = 650'^ wirklich enthält. 

Früher wurde aus Versuchen abstni- 
hirt, dafs bei einerlei Stoff die latente 
Wärme in allen Temperaturen in glei- 
cher Menge vorhanden sei, so dafs Was- 
serdampf von 200*° C. tbermometriseber 
W^ärme 200° + 550° = 750° , Dampf von 
:M)0° C., 300° + 550° = 850° Wärme ent- 
halten sollte. 

Nach den Versuchen von Schärpe, von 
Clement und Desormes befindet sich in 
Hem Dampf eines jeden flüssigen Stoffs 
eine unabhängig von seiner Temperatur 
bestimmte Wärmemenge, von welcher 
denenige Theil den das Thermometer 
nicDt anteigt, latent ist. Die Oesammt- 
wärme im Wasserdampf z. H. ist 650°C., 
demnach hat 

Dampf von 0° C. Therm.= 650° latente W, 

, , 100°C. . =650° , „ 

, , 5Ü0^(\ „ =150° „ , 

, , 650° C. , = 0 ’ „ , 

Wenn nun die latente Wärme Charac- 
teristik von Dampf ist, so kann Wasser- 
dampf von 650° C. kein Dampf mehr sein, 
er kann aDo nur Wasser sein, oder was 
vielleicht dasselbe ist, der Dampf mnfs 
die Dichtigkeit des Wassers haben, und 
es wäre diese Dichtigkeit auch vemunft- 
gernäfs das Maximum der möglichen Dich- 
tigkeit eines Dampfes, nämlich die Dich- 
tigkeit der ihm zu Grunde liegenden Flüs- 
sigkeit. 

Dampf von — 50°G. hätte nach Obigem 
700°C. Wärmemenge und man hat hier- 
bei zn erwägen , dafs die Wärme nicht 
mit dem thermometriseben 0° beginnt, 
dal's also obige 650° suinmarischc Wär- 
memenge diejenige ist, welche das Ther- 
mometer von 0° ab milst, und dafs nach 
einem Thermometer, welches die Grade 
Hei - 50®0 von 0° »nfinge, (Fahrenheit) 
die Wärmemenge im Wasserdampf wirk- 
lich mit 700° ausgesprochen werden würde. 


Ferner i.«t ermittelt, dafs die Heogen 
der latenten Wärme in vcrschiedenarti* 
gen Dämpfen in umgekehrtem Verhäll- 
nifs stehen mit deren IHchtigkeiten (diese 
auf einerlei t*ewicht.«einheit bezogen), also 
in umgekehrtem Verhältnifs mit den ah- 
snlnteri Gewichten gleicher Quantitäten 
Dämpfe hei einerlei Temperatur und der- 
sell>en 8p:inuung. So z. H. verhalten 
sich die Dichtigkeiten des Wasser- und 
des Alkttholdaiiipfes wie 100 t 25$ und 
die Mengen der latenten Wärm« sind 
gefunden worden 550 und 214, welch« 
da.« Verbältiiirs 257 : 100 ergeben. 

6. iDie Wärme erscheint demnaefa in 
dem Dampf mit 2 entgegengesetzten Wir- 
kungen, als positiv und als negativ, oder 
al.« anziehende und als abstofsande Kraft. 
Krstere ist die latente Wärme, weiebn 
dem Dampf verbleiben will; letztere die 
thermometri.sche, die freie W., die Tem- 
peratur als diejenige Kraft, mit welcher 
die IF den Dampf verlassen will, Mao 
küiinte sich den Erscheinungen nach 
auch denken, dafs in dem Dampf 2 Wir- 
niestoffe sich befinden, der latente und 
der thermomctrbiche, die in gleiche^ Quan- 
titäten sich neutralLviren: Kommt ther- 
mometri.«icbe \V hinzu (geschieht Erwär- 
niiing), so winl diese von der im Dampf 
befindlichen latenten \V angezogen und 
diese wiederum lälst nun eben .so viel 
der von ihr bis dahin gebunden gawa* 
senen thermometriseben W los, die nnn 
frei wird und als Temperatur erscheint. 

7. Jede Flüssigkeit, welcher unter einem 
bestimmten Luftdruck Wärme lugeführt 
wird, kommt endlich unter atirherer Aua- 
strömung von Dampf in Wallung, d. i. 
in siedenden Zustand, und dies geschiahl 
mit dem Wärmegrade, bei welkem der 
Damuf die Spannung hat, welche dem 
Luftaruck das Gleichgewicht Ult Auf 
sehr hoben Bergen kocht die Flüssigkeit 
bei einer geringeren Temperatur als am 
Meeresspiegel, weil dort der Luftdraek 
geringer ist und weil Dampf von gerin- 
gerer Temi>eratur genügt um dem gerin- 
geren Luftdruck aa.s Gleichgewicht zu 
halten. 

Hei einem mittleren Druck der At- 
mosphäre von 0,76 "* Barometerstand 
nimmt das Wasser diejenige Temperatur 
an, die man mit 100° Celsius bezeichnet 
folglich hat Wjis.sordampf von 100° G. die 
Spnnuung der atmosphärischen Luft von 
0,76"* Quecksilbersäule, oder eine Atmos- 
phäre Druckkraft oder von 14 Zolipfund 
auf den preiifsUchen G^oll Grnndnäcb«. 

Die Spannungen der Dämpfe wachsen 
in einem weit höheren Maaise als die in 
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denielben c<’l>öri|^en Temperaturen. Bei 
der VermehrunfT der Temperatur rnn 
100 ° um 21,“ also um etwa J wird die 
Spannung das Doppelte Ton der bei 
10o°C., sie ist bei 121|°C. = 2 Atmos- 
phären = 28 Zollpfund auf den Q" lirund- 
fläcbe; bei schon 4 Atmosphä- 

ren, bei 172° C. = 8 Atmosphären, bei 
203)° C. = 16 Atmosphären u. s. w. und 
in Verhältnissen, die diesen mehr und 
weniger nahe kommen, wachsen die Span- 
nungen der Dämpfe anderer Flüssigkeiten 
ebenfalls. 

8. Zwischen dem luftfürmigen und dem 
flüssigen Zustand liegt noch ein Mittel- 
zustand, nämlich der in welchem der 
Körper noch flüssig ist und doch luft- 
förmig zu sein scheint, indem er in die 
Atmosphäre sichtbar aufsteigt. Beson- 
ders wahrnehmbar ist dies bei dem Was- 
ser, welches als sogenannter Wrasen 
Ton der Oberfläche erhitzten Wassers sich 
in die Luft erhebt; ferner bei den Nebeln, 
Wolken und anderen Dünsten. 

Man kann diesen Zustand sich erklä- 
ren indem man annimmt, dafs jedes Mo- 
lekül eine Blase bildet, die ans einem 
Lnflkern besteht, der wärmer und also 
leichter ist als die umliegende Atmos- 
phäre und der von einer sehr dünnen 
tropfbar flüssigen Wandung eingeschlos- 
sen wird. Das Wasser in diesem Zu- 
standn heilst Wasserrauch, Wasser- 
dnnst. 

9. Wasserdampf. 

Der Wasserdampf ist unter den Däm- 
pfen anderer Stofi'e am sorgfältigsten un- 
tersucht worden und es sind diese Un- 
tersuchungen auch äufserst wichtig; Für 
Dämpfe unter dem gewöhnlichen Siede- 
punkt für wissenschaftliche Zwecke, für 
Dämpfe über dem Siedepunkt für ge- 
werbliche Zwecke. 

In Betreff der ersteren sind von der 
Physik und der Chemie Untersuchungen 
über die Dichtigkeit und die Elasticität 
der Dämpfe angestellt worden ; in Betreff 
der letzteren hat die Gefahr der Dampf- 
kessel-Explosionen in allen gewerbreichen 
Ländern Versuche und Beobachtungen 
darüber veranlafst und unter diesen sind 
die wichtigsten die auf Veranlassung der 
französischen Regierung von Arago, Dn- 
long, Girardundde Prony i J. 1830 been- 
digten Versuche, und die auf Dampf von 
100° C. Temperatur mit 1 Atmosphäre 
Spannung bis zn Dampf von 224° C. Tem- 
peratur mit 24 Atmosphären Spannung 
sich erstreckt haben. Hierbei ist zu be- 
merken, dafs an 2 Thermometern lieob- 
achtet wurde, die um kleine Längen dif- 


ferirten (hei dem zuletzt angeführten 
Versuch um 0,27° C.), und dafs die je- 
desmalige Spannung der Dämpfe an einer 
Quecksilbersäule abgelesen wurde, die 
dann zu Druck in .Atmosphären (bei dem 
letzgedachten Versuch in 23,994 Atmos- 
phären) durch Berechnung ermittelt wer- 
den konnte. 

Dies zum Verständnifs, dafs es darauf 
ankam, den Zu.sammenhang der Tempe- 
raturen mit den Spannungen auch für 
die Fälle zu ermitteln, die zwischen den 
angestellten Beobachtungen liegen und 
es sind mit Hülfe einer Reihenfolge von 
Versuchen und grölstentheils durch Dif- 
ferenzenrechnuiig Formeln ermittelt wor- 
den, bei deren Anwendung die berech- 
neten Resultate den gemachten Erfah- 
rungen sehr nahe kommen, so dafs man 
auch auf die nahe Richtigkeit der Zwi- 
schenfälle schliefsen kann. 

10. Es sind mehrere dieser Formeln 
zur Anwendung gekommen, die nur auf 
eine zwischen Grenzen eingeschlossene 
Reihe von niederen oder hohen Tempe- 
raturen annähernd richtige Resultate lie- 
fern, aufser dieser Reihe aber von den 
durch Erfahrung ermittelten Elasticitäts- 
^fsen bedeutend abweichen; als 
die Formel von Kämtz; 
log E = 2,5263393 - 0,01907612588 t 
- 0,00010296015 (• - 0,00000004731 1’ 
wu£ die zurTemperatur (gehörende Elas- 
ticität (Spannung) des Dampfes in pariser 
Zoll Queck.silbernöhe und ( in Graden 
Reaumur bedeutet, wo bei Graden unter 
80° R. I positiv , über 80° ( negativ ge- 
nommen wird. 

Diese Formel ergab nun für ( über 80° 
erweislich sehr unrichtige Resultate und 
Kämtz änderte sie in die folgende; 
togE = 2,5*63393 - 0,01 9502302 1 9 ( 

- 0,00007404868 (•' + 0,0000066252 I* 
+ 0,00000000399 /* 

womit aber die höheren Temperaturen 
mit den französischen Versuchen noch 
nicht genau übereinstimmen. 

Die Formel von Dulong 
E = (l -I- 0,7153.1)» 
die ferner corrigirt worden ist in 
£ = (1-1-0,719 -()•■”" 
wo £ die Elasticität in .Atmosphären zu 
0,76'" Quecksilbersäule und I die Tem- 
peratur über 100° C. bedeutet, so aber 
dafs bei einer Temperatur von 160° C. 
für / = 0,50 zu setzen ist , stimmt nach 
dem Zeugnifs der Akademiker am ge- 
nauesten von 4 Atmosphären Spannung 
aufwärts gerechnet. 

Die Formel, welche Egen mit der Zu- 
sammenstellung der Resultate ans den 
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oben gedachten pariser Versnchen durch 
Diflerentenrechnung ermittelt hat ist 
< = 100 + 64,295 1 2 loj /! + 13,89479 log »£ 
+ 2,909769 log *£ + 0,1742634 log *K 
£ in Atmosphären und l in Centesi- 
malgraden rerstanden. 

11. Die Temperatur, bei welcher das 
Wasser siedet, ist von dem Luftdruck 
allein abhän^g und der Wärmegrad Ton 
100° C. dabei, rührt allein her von dem 
Luftdruck =0,76'" Quecksilbersäule. Da 
also der Siedepunkt theoretisch betrach- 
tet willkührlich in setzen ist, so gibt es 
für die Dämpfe unter und über dem Sie- 
denunkt keine in der Natur begründete 
Scheide, und aus diesem Grunde wird 
behauptet, dab eine einzige Formel zu 
Auffindung der Elaaticität von Dampf 
für alle Temperaturen ohne Ausnahme 
anfzufinden sein müsse. 

Der Schlnfs ist ganz richtig unter der 
Bedingung, dafs die Natur keine hindern- 
den Elemente hinzutreten läbt. Allein 
in dem Art. .Ausdehnung* ist nachge- 
wiesen, dab das Wasser gegen Stoffe 
ähnlicher Art, d. h. gegen Stoffe, die 
mit dem Wasser dieselben physikaluchen 
Eigenschaften haben, in Hinsicht auf Er- 
scheinungen die nach allgemein gelten- 
den Regeln abstrahirt werden könnten, 


Abweichungen zeigt, und es ist leicht 
möglich, dab dies auch beim Wasser in 
Dampfform statt findet. Ans diesem 
Grunde halte ich auch die auf Formeln 
gegründeten Berechnungen Ton Elastici- 
täten Ton Dämpfen, deren Temperatar 
über den oben gedachten äubersten Ver- 
such Ton 224° C. liegen für unzuTerläisaiff. 

12. Es folgt nun zunächst eine Tabelle 
des Zusammenhangs zwischen Tempera- 
tur und Elaaticität des Wasserdampfes 
aus wirklichen Beobachtungen er- 
mittelt, welche dazu dienen soll, die 
in den nachfolgenden Tabellen aus F'or- 
meln berechneten Elasticitäten bei gege- 
benen Temperaturen prüfen zu können. 
Die hier angegebenen Beobachtungen sind 
grölstentheils mit Thermometern nach 
RAanm. geschehen und die Elasticitäten 
in pariser Zoll Quecksilbersäule gemes- 
sen worden. Die No. 9 gedachten Ver- 
suche der pariser Academie sind mit Ther- 
mometern nach Celsius geschehen und 
die Elasticitäten in Millimeter Qnecksil- 
berhöhe gemessen worden. Jede Beob- 
achtung gibt die Tabelle in allen 4 Maa- 
ben; und zwar ist gerechnet: 

1 par. Zoll = 27,06995 Millimeter 
1 Millimeter = 0,0369413 par. Zoll. 

1°C. = 0,8°R. und 1°R. = 1,25°C. 


Tabelle 

des Zusammenhangs der Elasticitäten des Wassenlampfs bei Terschiedenen Tem- 
peraturen desselben. Nach Beobachtungen. 




Elasticität 

■ 

Temperatur 

in 

Beobachter 

-c.° 

- R.° 

MiUim. 

par. Zoll 


30,350 

24,280 

0,271 

0,010 

Regnault 

18,750 

15,000 

2,436 

0^090 


16,800 

13,440 

1,083 

0,040 


12,500 

10»000 

2,436 

0,090 

Muncko 

7,550 

6,040 

24,363 

0,900 

Regnault 

6,612 

5,290 

2,734 

0,101 

Magnus 

6,250 

5,000 

3,411 

0,126 

Miincke 

5,312 

4,250 

2,731 

1,109 

Magnus 

4,362 

3,490 

3,248 

0,120 

Regnault 

4,451 

3,560 

4,277 

0,158 

Ure 

3,637 

2,910 

3,519 

0,130 

Magnus 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

RobUon 

— 

— 

0,000 

0,000 

Schmidt 

— 

— 

5.289 

0,18$ 

Dal ton 

— 

— 

4,060 

0,150 

Southern 

— 

— 

5,062 

0,187 

Ure 

— 

— 

4,602 

0,170 

Muncke 

— 

— 

4,602 

0,170 

Magnus 



4,602 

0,170 

Regnault 
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Temperatur 

1 

Elasticität 1 

Beobachter 

+ c. i 

t 

Uillim. ! 

par. Zoll 


3,750 

3,000 i 

0,000 

0,000 

Hetancourt 

■»,450 

3,560 

2,545 

0,094 

Robisun 

— 

— 

6,334 

0,234 

Cre 

5,000 

4,000 

0,541 

0,020 

Betancourt 

— 

' 

6,497 

0,240 

Regnault 

5,562 

4,460 

5,847 

0,216 

Southern 

6,250 

6,000 

0,541 

0,020 

Betancourt 


— 

2,978 

0,110 

Schmidt 


— 

7,625 

0,278 

Dalton 


— 

7,471 

0,276 

Manche 

7,500 

6,000 

1,353 

0,050 

Betancourt 

— 

— 

4,060 

0,150 

Schmidt 

8,050 

6,440 

8,121 

0,300 

Magnus 

8,750 

7,000 

1,895 

0,070 

Betancourt 

9,000 

7,200 

8,392 

0,310 

Kegnanit 

9,700 

7,760 

8,933 

0,330 


10,000 

8,000 

2,707 

0,100 

Betancourt 

10,012 

8,010 

5,089 

0,188 

Kobison 

— 

— 

9,123 

0,337 

Tre 

11,1 -25 

8,900 

8,879 

0,328 

Southern 

11,250 

9,000 

3,248 

0,120 

Betancourt 

11,490 

9,192 

10,016 

0,370 

Ke^rnault 

11,980 

9,684 

10,016 

0,370 

Magnus 

12,340 

9,872 

10,557 

0,390 

Regnault 

1-2,50<J 

10,0(HJ 

4,060 

0,15« 

Magnus 

— 

— 

4,060 

0,15« 

Betancourt 

— 

— 

7,58« 

«.280 

1 Schmidt 

— 

— 

1 ■ 1 1,072 

0,409 

' Daltni) 

— 

— 

12,100 

0,447 

Mu licke 

12,750 

10.200 

10,8-'8 

0,40« 

‘ Regnault 

l-',775 

10,220 

3,790 

0,140 

; Watt 

12,800 

10,240 

10,557 

0,390 

l’re 

13,600 

10,880 

12,452 

0,460 

Keirnault 

13,750 

11.000 

4,873 

0,180 

i Hetancourt 

15,000 

12,000 

5,955 

0,220 


— 

— 

10,287 

0,380 

1 Schmidt 

15,560 

12,448 

13,264 

0,490 

1 Regnault 

15,575 

1 2,460 

8,879 

0,328 

Roniaon 

— 

— 

] 13,102 

0,484 

l're 

16,250 

13,000 

7,309 

0,270 

! Betancourt 



— 

11,911 

0,440 

‘ Schmidt 

16,688 

13,350 

13,210 

0,488 

Southern 

17,500 

14,000 

8,121 

0,300 

Betancourt 

18,362 

14,690 

15,998 

0,591 

Ure 

18,750 

16,000 

9,474 

0,350 

Betancourt 

— 

— 

14,888 

0,550 

1 Schmidt 

— 

-k- 

15,971 

0,590 

Haiton 

18,750 

15,000 

18,272 

0,675 

Muncke 

19,120 

1 5,296 

16,242 

0,600 

I Regnault 

20,000 

16,000 

I 10,828 

0,400 

Betancourt 

— 

— 

16,513 

0,610 

Schmidt 

20,170 

16,136 

i 17,595 

0,650 

1 Reguault 

20,510 

16,408 

! 17,866 

0,660 

1 » 

21,138 

16,910 

1 13,968 

0,516 

Kobison 

— 

— 

1 18,434 

0,681 

Ure 

21,250 

17,000 

1 12,181 

0,450 

1 Betancourt 
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Temperatur 
+ C. 1 + R. 

t 

Eluticität 

MUlim. 1 par. Zoll 

Beobachter 

21,400 

17,120 

18,949 

0,700 

Rennanlt 

22, 250 

17,800 

18,543 

0,685 

Soutberu 

22,500 

18,000 

14,076 

0,520 

Betancourt 

— 


20,573 

0,760 

Schmidt 

22,700 

18,160 

20,573 

0,760 

Rcguault 

23,3:17 

18,670 

16,513 

0,610 

Watt 

23,750 

19,000 

1.5,701 

0,580 

Betancourt 

23,850 

19,080 

22,197 

0,820 

Ma^nuü 

23,925 

19,140 

21,818 

0,806 

L're 

24,3 üO 

19,480 

18,678 

0,690 

Regnault 

25,000 

20,000 

17,595 

0,650 

BetaßCüurt 

— 

— 

24,363 

0,900 

.Schmidt 

— 

— 

23,064 

0,852 

Dalton 

— 

— 

25,933 

0,958 

Muncke 

25,560 

20,448 

24,092 

0,890 

R«((niuit 

26,250 

21,000 

20,302 

0,750 

Betancourt 

26,712 

21,370 

21,717 

0,769 

Robisoii 

— 

— 

25,635 

0,947 

Ure 

27,225 

21,780 

20,302 

0,750 

Watt 

27,500 

22,000 

22,197 

0,820 

ßetaocourt 

— 

— 

27,341 

1.010 

Schmidt 

27,825 

22,260 

25,906 

0,9 ü 7 

Southern 

28,750 

23,000 

24,363 

0,900 

Betancourt 

28 , SCHI 

23,040 

29,506 

1,090 

Recnault 

29,487 

23,590 

29,696 

1,097 

Ure 

30,18)0 

24,000 

25^562 

0,970 

Betancoiirl 

30,960 

24,768 

33.567 

1,240 

Regnault 

31,250 

25,000 

28,423 

1,050 

BMan Court 

— 

— 

35,191 

1,300 

Schmidt 

— 

— 

32,673 

1,207 

Dalton 

32,275 

25,820 

29,966 

1,107 

RobUon 

— 

— 

34,541 

1,276 

Ire 

32,490 

25,992 

36,003 

1,330 

Regnault 

32,500 

26,(88) 

30,318 

1,120 

Betancourt 

33,387 

26,710 

36,057 

1,332 

Southern 

33,620 

20,896 

32,484 

1.200 

Regnault 

33,750 

27,000 

3:1,025 

1,220 

B«'*lancourl 

33,750 

27,000 

38,439 

1,420 

Schmidt 

35,18)0 

28,000 

32,484 

1,200 

Watt 

— 

— 

35,732 

1,320 

Betancourt 

35,060 

28,040 

41,634 

1,538 

Ure 

36,250 

29,0(8) 

3<,439 

1,420 

Betancourt 

37,500 

30,(88) 

41,146 

1,520 


— 


52,245 

1,930 

Schmidt 



46,317 

1,711 

Dalton 



30,670 

1,133 

Muncke 

* ,837 

30,270 

40,633 

1,501 

Kobi!,o(i 

— 


47,237 

1,745 

ITre 

38,380 

30,704 

38,439 

1,420 

Regnault 

38,750 

31,000 

44,66.'» 

1,650 

Betancourt 

38,950 

31,160 

49,782 

1,839 

Southern 

40,000 

32,000 

43,853 

1,620 

Watt 

— 

— 

48,185 

1,780 

Betancourt 

40,612 

32,490 

53,328 

1,970 

Ure 

41,250 

33,000 

51,433 

1,900 

Betancourt 

— 

— 

60,366 

2,230 

Schmidt 
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Temperatur 

Elasticität 

Beobachter 

+ C. 

+ R. 

Millim. 

par. Zoll 


■f>,500 

34,000 

54,140 

2,000 

Betanrourt 

■42,üOO 

34.080 

63,073 

2,330 

Ke?naiilt 

43,400 

34,720 

57,145 

2,111 

RoCison 

43,400 

34,720 

62,369 

2,304 

Ure 

-13,660 

34,928 

66,592 

2,460 

Ke{;nault 

43,730 

»35,000 

58,200 

1,150 

Betcincourt 

— 

— 

72,647 

2,680 

Schmiftt 



— 

65,377 

2,415 

Daltuu 

44,080 

35,264 

68,216 

2,520 

RejinnuU 

44,313 

35,610 

67,567 

2,496 

Southern 

44,300 

34,920 

71,194 

2,630 

Hagaus 

45,000 

36,000 

61,449 

2,270 

Betancüurt 

45,700 

36,560 

74,442 

2,750 

Hagiius 

46,175 

36,940 

71,366 

2,636 

Ure 

46,330 

36,984 

75,796 

2,800 

Kegnault 

46,250 

37,000 

66,321 

2,450 

B^tancüurt 

47,160 

37,728 

80,127 

2,960 

Kegnault 

47,500 

38,000 

69,570 

2,570 

Betancüurt 

47,700 

38,160 

80,127 

2,960 

Kegnault 

47,775 

38,220 

66,051 

2,440 

Watt 

48,750 

39,000 

74,442 

2,750 

Betancourt 

48,962 

39,170 

76,202 

2,815 

Robison 



— 

83,879 

3,096 

Ure 

48,990 

39,192 

87,777 

3,240 

Regnault 

49,540 

39,632 

87,777 

3,240 


49,700 

39,760 

90,684 

3,350 

Kegnault 

50,000 

40,000 

79,044 

2,920 

Betancourt 




98,535 

3,640 

Schmidt 





88,627 

3,274 

Dalton 

50,080 

40,060 

90,928 

3,359 

Southern 

51,2-iO 

40,980 

97,181 

3,590 

Kegnault 

51,250 

41,000 

83,917 

3,100 

Betancüurt 

31,390 

41.110 

98,264 

3,630 

Regnault 

51,750 

41,400 

97,262 

3,593 

Ure 

32,500 

42,000 

88,519 

3,27U 

Betancourt 

53,340 

42,670 

101,51 

3,750 

Watt 

63,730 

43, (HK) 

93,933 

3,470 

Betancourt 

54,530 

43,620 

100, .32 

3,706 

Kobi.Hoii 


— 

1 10,88 

4,096 

Ire 

54,740 

43,790 

114,51 

4,230 

Magnus 

55,000 

44.01 <t 

100,16 

3,700 

Betancourt 

53,640 

44,510 

119,62 

4,419 

Soutnern 

36,250 

45,000 

106,93 

3,950 

Betancourt 



— 

139,14 

5,140 

Schmidt 

— 

— 

120,46 

4,450 

llaltoii 

56,810 

45.450 

128,58 

4,75ü 1 

Kegnault 

57,230 

45,780 

114,24 

4,220 

Watt 

57,312 

4.3,850 

128,74 

4,756 

Ure 

37,380 

45,904 

128,58 

4,750 

Kegnault 

57.300 

46,(X>U 

115,05 

4,250 

Betancourt 

58,370 

46,696 

137,79 

5,090 

Uegnautt 

38,680 

46,944 

139,14 

5,140 

Magnus 

58,730 

47,000 

120,46 

4,450 

Betaucourt 

60,000 

48,000 

128,58 

4,750 


60,090 

48.072 

130,87 

4,831 

Kobisou 

— 

— 

146,53 

5,413 

Ure 


Digitized by Google 




Dampf. 224 Dampf. 


Tempcratnr 

Elasticität 

Beobachter 

+ c. 

+ R. 

Millim. 

par. Zoll 


61,112 

48,890 

136,97 

6,060 

Watt 

61,200 

48,960 

154,92 

5,723 

Soatheni 

61,250 • 

49,000 

135,35 

5,000 

Betancourt 

62,040 

49,632 

163,50 

6,040 

Kagoault 

62,400 

49,920 

163,50 

6,040 


62,500 

50,000 

144,82 

5,350 

Betancourt 




173,25 

6,400 

Schmidt 

__ 

— 

163,15 

6,027 

Dalton 

62,875 

50,300 

167,62 

6,192 

Ure 

63,750 

51,000 

154,30 

6,700 

Betancourt 

64,450 

51,560 

162,42 

6,000 

Watt 

65,000 

52,000 ■ 

163,77 

6,050 

Betancourt 

65,650 

52,520 ' 

170,68 

6,305 

Kobiaon 

65,650 

52,520 

191,25 

7,065 

Vrt 

65,860 

52,688 

194,63 

7,190 

Regnault 

66,250 

53,000 

175,95 

6,500 

Kiltanrourt 

66,300 

53,040 

194,63 

7,190 

Refj[nault 

66,762 

53,410 

200,69 

7,412 

Southern 

. 67,225 

53,780 " 

185,16 

6,840 

Watt 

67,500 

54,000 ‘ 

186,79 

6,900 

Betancourt 

68,437 

54,750 - 

215,88 

7,975 

l're 

68,750 

55,000 

198,15 

7,320 

Betancourt 


- 

231,45 

8,550 

Schmidt 




216,21 

7,987 

Dalton 

C9.460 

55,660 

208,98 

7,720 

Watt 

70,0()Ü 

56,000 

212,50 

7,850 

Betancourt 

71,212 

56,970 

219,70 

8,110 

Kobiaon 




243,82 

9,007 

Dre 

71,250 

57,000 

227,39 

8,400 

> Betancourt 


57.330 

233,07 

8,010 

Watt 

72,337 

57,870 

255,24 

9,429 

Southern 

72,500 

58,000 

239,57 

S.S.W 

Betancourt 




274,49 

10,140 

!8chmi(lt 

73,337 

58,670 

254,46 

9,400 

Watt 

73,750 

59,000 

253,10 

9,350 

Betancourt 


— 

282,07 

10,420 

Schmidt 

74,000 

59,200 

274,22 

10,130 

l re 

74,830 

59,864 

284,78 

10,520 

Magnus 

75,000 

60,000 

279,36 

10,320 

Watt 




269,35 

9,950 

Betancourt 




297,23 

10,980 

Schmidt 





284,23 

10,500 

Dalton 

75,180 

60,144 

291,27 

10,760 

Kcgnault 

75,530 

60,424 

291,27 

10,760 


76,250 

61,000 

281,53 

10,400 

Betancourt 

76,480 

61,184 

301,29 

11,130 

Regnault 

76,760 

61,408 

301,29 

11,130 

« 

76,787 

61,430 

280,66 

10,368 

Robison 


— 

306,16 

11,310 

l're 

77,500 

62,000 

297,77 

11,000 

Betancourt 




331,34 

12,240 

Schmidt 

77,775 

62,220 

299,66 

1 1,070 

Watt 

77,900 

62,320 

323,08 

11,935 

Southern 

78,750 

63,000 

316,72 

11,700 

Betancourt 

78,950 

63,160 

350,29 

12,940 

Regnault 

79,210 

63,368 

350,2» 

12,940 

’ 


Digilized by Google 


i 


Dampf. 325 Dampf. 


Temperatur • 

+ C. . 1 + R. 

Rlaaticitit^ 
Uillim. 1 par. Zoll 

Beobachter 

79,4.'iO 

63,560 

‘ 326,73 

12,070 

Watt 

79,562 

61,650 

344,87 

12,740 

üre 

80,000 

64,000 

335,67 

12,400 

Betancourt 

«0,8.17 

64,670 

350,56 

12,950 

Watt • 

81,250 

65,000 

357,32 

13,200 

Betancourt 

— 

— 

380,87 

14,070 

Schmidt 

— • 

— 

369,02 

13,632 

Dalton 

81,950 

65,560 

385,48 

14,240 

Haznas 

82,220 

65,780 

373,57 

13,800 

Watt 

82,250 

65,800 

387,10 

14,300 

Ma^ua 

82,350 

65,880 

356,84 

13,182 

Kobison 


— 

384,93 

14,220 

üre 

82,500 

66,000 

373,57 

13,800 

Betancourt 

83,462 

66,770 

406,62 

15,021 

Southern 

83,612 

66,890 

397,93 

14,700 

Watt 

83,750 

67,000 

392,51 

14,500 

Betancourt 

84,900 

67,920 

432,31 

15,970 

Kegnault 

85,000 

68,000 

421,22 

15,660 

Watt 

— 

— 

412,82 

15,250 ! 

Betancourt 

85,110 

68,088 

432,31 

15,970 1 

Ke^nault 

85,125 

68,100 

429,34 

15,860 1 

üre 

— 

— 

430,96 

15,920 ! 

Magnus 

86,112 

68,890 

441,24 

16,300 

Watt 

86,250 

69,000 

435,83 

16,100 

Betancourt 

86,670 

69,336 

478,60 

17,680 

Regnault 

86,830 

69.464 

478,60 

17,680 


87,225 

69,780 

465,60 

17,200 1 

Watt 

87,500 

70,000 

457,48 

16,900 

Betancourt 

— 

- 

485,09 

17,920 i 

Schmidt 

— 

— 

475,10 

17,551 

Daltun 

87,912 

70,330 

453,37 

16,748 

Robisoti 

— 

— 

482,66 

17,830 . 

üre 

88,337 

70,670 

491,86 

18,170 1 

Watt 

88,750 

71,000 

481,84 

17,800 

Betancourt 

— 

— 

506,13 

18,660 

■Schmidt 

89,025 

71,220 

509,00 

18,803 

Southern 

89,725 

71,780 

514,33 

19,000 

Watt 

89,750 

71,800 

519,47 

19,190 

Kegnuult 

89,900 

71,920 

519,47 

19,190 


90,000 

72,000 

506,21 

18,700 

Betancourt 

— 


533,55 

19,710 

SchirMt 

90,687 

72,550 

535,98 

19,800 

üre 

90.800 

72,640 

542,48 

20,040 

Magnus 

91,080 

72,864 

547,89 

20,240 

Regnault 

91,200 

72,960 

547,89 

20,240 


91,250 

73,000 

527,86 

19,500 

Betancourt 

— 


557,91 

20,610 

Schmidt 

91,350 

i 73,080 

563,05 

20,800 

1 W^att 

91,810 

; 73,448 

, 543,56 

20,080 

1 Hagou.s 

92,500 

j 74,000 

557,64 

20,600 

BMancourt 

— 

— 

590,12 

21,800 

Schmidt 

93,475 

74,780 

574,51 

21,223 

Robiaon 

— 


699,33 

22,140 

; üre 

93,750 

1 75,000 

588,77 

21,750 

1 Bitaneourt 

— 

' 

603,39 

1 22,290 

1 Schmidt 

— 

— 

605,18 

1 22,356 

Dalton 


l l 


II 16 


Digitized by 



Dampf. 226 Dampf. 


Temperatur 
+ C. j + R. 

EUsticität # 

Millim. j par. Zoll 

Beobachter 

04,587 

75,670 

625,05 

23,090 

1 Southern 

04,850 

75,880 

628,56 

23,220 

RegnaiiU 

94,930 

75,944 

628,56 

23,220 


95,000 ' 

76,000 

619,90 

22,900 

Betancourt 

9G,250 

77,000 

663,74 

24,150 


- 

— 

657,80 

24,300 

l're 

96,840 

77,472 

678,10 

2 >,050 

Regnauit • 

96,880 

77,504 

678,10 

25,050 


07,500 

78,000 

690,28 

25,500 

• Betancourt 

98,750 

79,000 

721,96 

26,670 


98,900 

79,120 

736,84 

27,220 

Magnus 

99,037 

79,230 

727,67 

26,881 

‘ Robi.<«on 

— 

- 

733,60 

27,100 

' Uro 

99,580 

79,664 

749,03 

27,670 

Kegoault 

99,600 

79,680 

749,03 

27.670 


100,000 

80,000 

757,96 

28,000 

Betancourt 

— 

— 

757,96 

28,000 

Schmidt 

— 

— 

758,34 

28,014 

1 Biker 

— 

- 

758,09 

28,005 

1 Arzbcrger 



— 

761,75 

28,140 

Taylor 



— 1 

759,88 

28,071 

Duiong 

100,15 

80,12 

761,64 

28,147 

Kobison 



— 

761,96 

28,148 

Southern 

— 

— 

762,02 

28,150 

Ure 

100,17 ■ 

80,14 

765,00 

28,260 

Kegoault 

100,55 

80,44 

762,02 

28,150 

Watt 

100,74 

80,59 

776,10 

28,670 

Regnauit 

101,25 

81,00 

801,27 

29,600 

Betancourt 

101,25 

81,00 

757,96 

28.000 

Schmidt 

101,66 

81,33 

795,32 

29,380 

Watt 

102,50 

82,00 

847,29 

31,300 

1 Betancourt 

— 

— 

840,52 

31,050 

Schmidt 

102,71 

82,17 

848,37 

31,340 

Ure 

102,78 

82,22 

810,75 

29,950 

Watt 

103,75 

83,00 

893,31 

33,000 

Betancourt 

— 

— 

881,40 

32,560 

Schmidt 

103,89 

83,11 

832,40 

80,750 

Watt 

104,00 

83,68 

909,25 

33,580 

Robisou 


— 

902,78 

33,350 

Ure 

104,68 

83,74 

903,87 

33,390 

Magnu.s 

104,73 

83,78 

862,99 

31,880 

Watt 

105,00 

84,00 

936,62 

34,600 

Betancourt 

— 

— 

923,09 

34,100 

Biker 

— 

— 

919,84 

33,980 

Schmidt 

105,55 

84,44 

889,25 

32,850 

Watt 

106,00 

84,80 

932,48 

34.447 

Christian 

106,25 

85,00 

986,70 

36,450 

Betancourt 

— 

_ 

962,23 

35,546 

Biker 

— 


958,01 

35,390 

Schmidt 

106,39 

85,11 . 

913,61 

33,750 

Watt 

107,14 

85,71 

937,97 

34,650 


107,39 

85,91 

993,20 

36,690 

üre 

107,50 

86,«) 

1031,4 

38,100 

Betancourt 

- 

— 

999,15 

36,910 

Schmidt 

108,06 

86,45 

965,04 

35,650 

Watt 

108,11 

86,49 

1018,4 

37,620 

Ure 



Dampf. 


227 


Dampf. 


Temp 

+ c. 

»ratur % 

+ R. 

Elasticität 

Millim. 1 par. Zoll 

1 

Beobachter 

108.75 

87,00 

1082.8 

40,000 

Betancourt 


— 

1040,0 

38,420 

1 Schmidt 

108,8!) 

87,11 

989,41 

36,550 

I Watt 

109.73 

87,78 

1015,1 

37,500 


\ 10, (K) 

88,00 

1142,4 

42,200 

I ßelancniirt 

— 

— 

109.3,1 

40,370 

Biker 

— 

— 

1089,3 

40,240 

1 Schmidt 

— 

— 

1050,0 

38,788 

j Christian 

linju 

88,13 

1130,2 

41,751 

Robison 

— 

— 

1094,7 

40,440 

L're 

1 10,44 

88,35 

1 KM,7 

40,810 


1 10,55 

88,44 

1040,3 

38,430 

Watt 

111,00 

88,80 
89,00 ' 

1083,3 

40,020 

(’brUtian 

111,25 

1 199,2 

44,300 

Bctaiicüuct 

— 

- 

1133,1 

41,860 

Schmidt 

— 


1112.9 

41,114 

39,330 

Arzberffer 

1 1 1,39 

89,11 

1064,7 

Watt 

112,00 

89,60 

1116,7 

41,251 

Christian 

112,20 

89,76 

1139,8 

45,107 

Dulong 

112,23 

89,78 

1088,8 

40,220 

Watt 

112,50 

90,00 

1256,0 

46,400 

Betancourt 

— 

1 

1200,2 

44,338 

Biker 

— 


1 184,9 

43,770 

Schmidt 

1 12,68 

90,14 

1188,6 

43,910 

Tre 

1 12,78 

90,22 

1115,3 

41,200 

Watt • 

112,95 

90,36 

1199,2 

44,300 

Cre 

1 13,00 

90,40 

1156,6 

42,728 

Christian 

113,61 

90,89 

1143,2 

42,230 

Watt 

113,75 

91,00 

1310,2 

48,400 

Betancourt 

— 

— 

1242,2 

45,890 

Schmidt 

114,00 

91,20 

1206,0 

44,205 

Christian 

114,17 

91,34 

1168,1 

43,150 

W att 

1 14,73 

91,78 

1191,1 

44, od# 


U4,dü 

91,92 

1277,7 

47,200 

l're 

115,00 

92.00 

1367,0 

60,500 

Betancourt 





1299,7 

48,011 

Biker 




1299,9 

48,020 

Schmidt 


— 

1230,0 

45,436 

Christian 

1 15,55 

92,44 

1243,3 

45,930 

Watt 

1 15,73 

92,58 

1394.4 

51,510 

Robison 

— 

— 

1313,2 

48,510 

L're 

116,00 

92,80 

1286,9 

47,539 

Christian 

116,25 

93,00 

1434,7 

1354,3 

53,000 

Betancourt 

— 

— 

50,030 

Schmidt 

— 

— 

1388,0 

51,200 

Mayer 

1 16,84 

93,47 

1354,0 

50,290 

Cre 

116.94 

93,55 

1270,4 

46,930 

Watt 

117,00 

93,60 

1326,6 

49,007 

Christian 

117,50 

94,00 

1497,0 

55,300 

Betancourt 


— 

1403,3 

51,840 

aSchmidt 

118,00 

94.40 

1383,2 

51,099 

Christian 

118,06 

94,45 

1321,3 

48,810 

Watt 

118,51 

94,81 

1430,9 

52,860 

Ure 

118,75 

95,00 

1564,6 

57,800 

Betancourt 

— 

— 

14G6,6 

54,180 

•Schmidt 



1469,6 

54,290 

Biker 

15* 


Digitized by Google 


Dampf. 


228 


Dampf. 


Tempcratar 

Elasticität ♦ 

Beobachter 

+ C. 

+ R. 

Jlillim. 

par. Zoll 


1 Ifl.oÖ 

95,20 

1426,6 

52,699 

Christian 

119,46 

95,56 

1369,7 

50,600 

Watt 

120.00 

96,00 

1637,7 

60,500 

Betaiicourt 

— 

— 

1535,1 

56,710 

Schmidt 

— 

— 

1532,4 

56,608 

Biker 

— 

— 

1472,9 

54,422 

Christian 

— 

.U 

1452,0 

53,640 

Taylor 

120,28 

96,22 

1421,4 

62,510 

Wau 

120.4Ü 

96,37 

1534,1 

56,670 

Ure 

120,63 

96„50 

1483,4 

54.797 

Arzberjrer 

121,00 

96,80 

1503,2 

55,531 

Christiau 

121,13 

96,90 

1528,9 

56,480 

Rc^nault 

121,25 

97,00 

1716,2 

63,400 

Betancourt 

» 

— 

1602,0 

59,180 

Schmidt 

121,29 

97,03 

1696,6 

62,675 

iU)b^^r>^ 

— 

— 

1523,9 

56,295 

, Southern ' 

— 

— 

1572,2 

58,080 

üre 

121,39 

97,11 

1472,6 

64,400 

Watt 

122,00 

97,60 

1563,4 

57,754 

Christian 

— 

— 

1519,8 

56,143 

Taylor 

1 22,25 

97,80 

1515,9 

56,000 

üeron de > illefm^se 

122,50 

98,00 

1524,0 

66,300 

Watt 

— 

— 

1792,0 

66,200 

Bi'-tancourt 

— 

— 

1671,6 

61,750 

Schmidt 

123,00 • 

98,40 

1606,5 

59,346 

Christian 

123,70 

98,96 

1629,5 

60,194 

Arago 

123,75 

99,00 

1967,8 

69,000 

Betancourt 

— 


1740,1 

64,280 

Schmidt 

123,89 

99,11 

1575,5 

58,200 

Watt 

^ 123,90 

99,12 

1668,6 

61,640 

Ke^nault 

124,00 

99.20 

1659,8 

61,316 

Christian 

124,08 

99,26 , 

1708,1 

63,100 

l>e 

125,00 

100,00 

1626,9 

60,100 

Watt 

— 

— 

1804,3 

66,654 

Biker 

— 


1 1943,6 

71,800 

Betancourt 

— 


1 1813,7 

(i7,0ü0 

Schmidt 

— 

— 

1713,1 

63,286 

Christian 

126,00 

100,80 

1756,5 

64,886 


126,11 

100,89 

1676,4 

61,930 

Watt 

126,25 

101,00 

2030,2 

75,000 

Betancourt 

— 

— 

1882,2 

69,530 

Schmidt 

126,85 

101,48 

2039,5 

75,341 

Robisoii 

126,86 

101,49 

1836,4 

67,840 

Cro 

127,00 

101,60 

1823,1 

67,.348 

Christian 

127,23 

101,78 

1727,3 

63,810 

Watt 

127,50 

102,00 

2116,7 

78,200 

Betancourt 

. 

— 

1961,5 

72,460 

.Schmidt 

128.00 

102,40 

1883,1 

69,564 

Christian 

128,06 

102,45 

177.5,8 

65,600 

Watt 

128,47 

102,78 

1915,2 

70,750 

Kcgnault 

128,50 

102,80 

192-1,2 

71,120 


128,75 

103,00 

2192,7 

81,000 

Betancourt 

— 


2038,1 

75,290 

Schmidt 

129,00 

103,20 

1949,7 

72,026 

Christian 

— 

— 

1899,7 

70,178 

Taylor 

129,18 

103,34 

1824,5 

67,400 

Watt 





Digitized by Google 

— - - 



. 

J 



Dampf. 


229 


Dampf. 


Temperatur 

EUsticität 

1 

Beobachter 

+ 0. 

+ K. 

Millim. 

par. Zoll 


1 29,64 

103,71 

1982,1 

73,220 

Ure 

130,00 

104,00 

2273.9 

84.000 

Betancourt 

— 

— 

2117,8 

78,220 

Schmidt 

— 

— 

2092,0 

77,280 

Biker 

— 

— 

2013,7 

74,390 

Christian 

— 

— 

1959,1 

72,370 

Taylor 

130,28 

UM.22 

1875,9 

69,300 

Watt 

131,00 

104,80 

2066,4 

76,334 

Christian 

131,11 

104,89 

1927,7 

71,210 

Watt 

131,23 

105,00 

2.349,8 

86,800 

Betancouit 

— 


2191,3 

80,950 

Schmidt 

— 


2169,1 

80,130 

Biker 

— 


2198,1 

81,200 

Maver 

131,35 

105,56 

1978,8 

73,100 

Watt 

132,00 

105,60 

2159,7 

79,782 

Christian 

132,43 

105,94 

2390,0 

88,289 

Rohison 

— 

— 

2191,9 

80,970 

Ure 

132,50 

106,00 

2409,2 

80.000 

Betancourt 

— 

— 

2300,7 

84.000 

Schmidt 

132,78 

106,22 

2030,2 

75.000 

Watt 

132,82 

106,25 

2176,7 

80,410 

Arago 

133,00 

106,40 

2249,6 

83,105 

Christian 

133,30 

106,64 

2181,6 

80,691 

Arajfo 

133,32 

106,66 

2209,2 

81,610 

Regaaoit 

133,01 

106,89 

2080.9 

76,870 

Watt 

133,75 

107,00 

2471,5 

91,300 1 

BiUauconrt 


— 

2388,1 

88,220 j 

sSchmidt 

134,00 

107,20 

2.323,0 

85,813 ! 

Christian 

134,38 

107,60 

2223,8 

82,151 

Arzberger 

135,00 

108,00 

2531,0 

93,500 1 

Betancourt 

— 

— 

2492,1 

92,060 

Schmidt 

— 

— 

2479,1 

91,580 

Biker 

— 

— 

2389,6 

88, gb 

Christian 



2279,7 

84,9h 

Dnloni; 

135,20 

108,16 

2375,4 

87,750 ! 

Ure 

135,68 

108,54 

2371,6 Üa 

t C'87,610 1 

Re^naiüt 

136,00 

108,80 

2479,6 

91,598 

Christian 

136,25 

109,00 

2587,9 

95,600 

Betancourt 


— 

2604,1 

96,200 

Schmidt 

137,00 

109,60 

2545,4 

94,029 

Christian 

137,50 

110,00 

2652,9 

98,000 

Betancourt 

— 

— 

2726,5 

100,720 

Schmidt 

137,33 

110,39 

2689,7 

99,360 

itobison 


— 

2588,2 

95,610 

Uro 

138,00 

• 110,40 

2639,5 

97,507 1 

Christian 

138,30 

110,64 

2538,6 

93,779 

Arago 


— 

2561,9 

94,640 

Regnaalt 

133,75 

111,00 

2824,7 

104,350 

Schmidt 

138,88 

111,10 

2273,9 

84,000 

Beron do Villefosse 

138,83 

111,11 

2599,3 

96,020 

Re|;nault 

133,00 

111,20 

2709,4 

100,090 

Christian 

140,00 

112,00 

2955,5 

109,180 

Schmidt 

— 

— 

2779,5 

102,680 

Christian 

— 

— 

2636,1 

97,380 

Taylor 

140,45 

112,36 

2659,6 

98,250 

Dulong 

140,88 

112,70 

t 

2850,5 

105,300 

Ute 
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Dampf, 


!| 

Temperatur i 


+ C. i 

+«• jL 

140,93 

112,74 II 

141,00 

112,80 n 

141,25 

113,00 ■! 

141,46 

113,17 

142,00 

113,60 Ij 

142,50 

114,00 1 

143,00 

114,40 : 

143,55 

114,84 n 

144,00 

115,20 

145,00 

116,00 

145,20 

^,116,16 1 

145,44 

St 116,35 

145.98 

' 116,78 

146,00 

116,80 

146,33 

117,06 

147,00 

117,60 

147,48 

117,98 

148,00 

118,40 

148,30 

118,64 

149,00 

119,20 1 

149,11 

119,29 I 

149,70 

119,76# 

150,00 

120,00 I 

151,00 

120,80 

151,63 

121,30 

151,90 

121,52 

152,00 

121,60 

153,00 

122,40 

153,70 

122,96 J 

154,00 

123,20 

154,68 

123,74 I 

155.00 

124,00 1 

155,79 

124,63 1 

156,00 

124,80 1 

157,00 

125,60 j 

158,00 

I 126,40 1 

159,00 

127,20 

160,00 

128,00 1 

161,00 

128,80 

161,25 

129,00 ' 

161,50 

129,20 ! 

162,00 

129,60 

163,40 

130,72 

163,50 

130,80 

164,70 

131,76 

165,00 

132,00 

166,00 

132,80 

167,50 

134,00 

168,00 

134,40 


“ ' 


Elasticität 


Millim. 1 

pur. Zoll 

2755,2 j 

101,780 

2850,2 1 

105.510 

306 U6 1 

113.100 

2801,2 1 

103,480 

2926,0 

108,090 

3170,4 ] 

117,120 

3006,1 

111,050 

3050,8 ! 

112,700 

3089,5 1 

114.130 

3172,9 

117,210 

3039,5 

1 12,285 

3047,8 

112,590 

3163,7 

1 16,870 

3256,0 

120,280 

3275,5 

121,000 

3342,6 

123,480 

3307,4 

122,180 

3439,2 

127,050 

3361,3 

124,170 

3525,9 

130,250 

3548,9 

131,100 

3475,9 

128,404 

3625,7 

133,940 

3511,8 

129,730 

3419,5 

126,321 

3729,2 

137,760 

3031,8 

112,000 

3686.8 

136,195 

3825,0 

141,.300 

3859,1 

142,560 

3926,0 

145,030 

3881,0 

143.369 

4025,8 

148,720 

3799.5 

140,357 

4095,7 

151, .300 

4149,0 

153,270 

4222,9 

166,000 

4252,4 

_157,090 

4362,3 

&61.150 

4492,5 

65,960 

4179,4 

154,392 

4598,9 

169,890 

4748.9 

175,430 

4559,1 

168,420 

4613,0 

170,410 

4445,4 

1C4.220 

4559.3 

168,428 

4780,3 

176,590 

4938,3 

182,427 

4937,6 

182,401 

4939,3 

182,464 

5114,9 

188,950 

5282,2 

195,130 

5449,5 

201,310 

5616,7 

207,490 

5319,2 

196,500 


Regnault 

Christian 

Schmidt 

Kcgnault 

Christian 

Schmidt 

Christian 

l’re 

Christian 

« 

l)ulonf( 

Southern 

Regnault 

Christian 

l’re 

Christian 

RegaauU 

Christian 

Kegnauli 

Christian 

Ure 

Arago 

Christian 

Taylor 

Dulong 

Christian 

Heron de Villefosse 

Anigo 

Ure 

Christian 

« 

Arjigo 

Christian 

Dulong 

Ure 

Christian 

Ure 

Christian 


Dulong 

Christian 

Taylor 

Christian 

Arzberger 

Dulong 

Christian 

Arago 

Christian 

Dulong 

IhrUtian 


a 

Dulong 


Beobachter 
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Dampf. 

Temperatur 

Elaaticität 

Heubachter 

+ c. _ 

-fß. 

Hillim. 

par. Zoll 

1 

168, 50~ 

~1 34.80 

5605,4 

*<>7,071 

Arago 

169,00 

135,20 

5784,0 

>3,670 

Christian 

169,40 

135,52 

5773,7 

„‘3,288 

Arago 

170,00 

136,00 

5951,3 

*>9,8.50 

Christian 

170,50 

1.36,40 

5699,2 

„>0,535 

Duloiig 

172,34 

137,87 

6151,0 

•<»7,225 

Arago 

17.3,00 

138,40 

6079,1 

224,571 

Duioiig 

173,36 

138,69 

6095,5 

225,180 

aSüutheru 

180,70 

144,56 

7505,1 

277,248 

Arago 

183,70 

146,96 

8032,5 

296,731 

n 

187,10 

149,68 

8699,5 

321,371 

» 

188,50 

150.80 

8840,0 

326,561 


. 188,75 

151,00 

8147,5 

300,980 

Arzberger 

193,70 

1.54,96 

9998,9 

369,372 

Arago 

198,50 

158,80 

11019,0 

407,055 


201,75 

161,40 

11862,0 

4.38,198 

* 

204,17 

163,34 

12290,3 

4.54,020 

«1 

206,10 

164,88 

12987,2 

479,764 

482.490 

n 

206,80 

165,44 

1.3061,0 


207,40 

165,92 

13127,6 

484,950 

» 

208,90 

167,12 

13684,3 

505,516 

• 

209,13 

167,30 

13761,9 

508,382 


210,50 

168,40 

14063,4 

519,520 

n 

215,30 

172,24 

15499,5 

572,571 

m 

217,50 

174,00 

16152,8 

596,705 


218,40 

174.72 

16381,3 

605,146 


220.80 

176,64 

17182,6 

632,001 


222.50 

178,00 

15552,0 

574,53 

Arzherger 

224,15 

1 79,-32 

18189,4 

671,940 

Aragu 


13. Es folgt nun die Zn.sammenstel- 
Inng dreier Tabellen nach Biot, Magnus 
und Kegnanit über den Zusammenhang 
der Kla.sticiläten mit den Temperaturen 
des Wasserdampfs, welche nach Formeln 
berechnet sind. 

Biot hat die Formel erfunden: 
log E = (t — — i/g2o-f.r 

hier bedeutet E die Spannung in Milli- 
metern Quecksilbersäule bei 0°C. 

0 = 5,96131330259 
6 = 0,82340688193- 1 
logc = - 0,01309734295 


log rf = 0,741 10951837 
log j = - 0,0021 25 1 0583 
I die Temperatur in t'entesimalgradyn. 

Magnus hat die Formel erfunden: 
t.wsx ( 

E = 4,525 X 10 
E und I wie bei Biot. 

Kegnault hat für Dämpfe unter 0°C. 
die Formel: 

E = 0,0131765 0,29682 x 1,0893» -e S» 

Für Dämpfe zwischen O^C. und lOO^C. 
die Formel: 


log E= 4,738438 + 0,013616 X 1,0159329' - 4,0878 X 0,992487 < 


♦ t 


•• 
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Dampf. 


Tabelle 

des Zusammenhangs der F.lasticitäten des Wasserdampfs mit den serscbiedenen 
. Temperaturen desselben. Nach den vorstehenden Formeln berechnet. 


Tempe- 

ratur 

Nach 

Biot 1 

!■ 

Nach Maguus 

1 

Nach Uegnault 

-c. 

Millim. 1 

i 

Differenz f 

Millim. i Differenz 

Hilliul. 1 Differenz 


32 

31 

30 

29 

28 

27 

26 

25 

24 

23 

22 

21 

20 

19 

18 

17 

16 

16 

14 

13 

12 

11 

10 

9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

0 






1,333 


1,879 


2,631 


j 3,660 


5,059 


- 


0,546 


0,752 


0,929 


1,399 


0,916 

0,999 

1,089 

1,186 

1,290 

1,403 

1.525 
1,655 
1,796 
1,947 
2,109 
2,284 
2,471 
2,671 
2,886 
3,115 
3,361 
3,624 
3,905 
4,205 

4.525 


0,083 

90 

97 

104 

113 

122 

130 

141 

151 

162 

175 

187 

200 

215 

229 

246 

263 

281 

300 

320 


0,310 

0,336 

0,365 

0,397 

0,431 

0,468 

0,509 

0,553 

0,602 

0,654 

0,711 

0,774 

0,841 

0,916 

0,996 

1,084 

1,179 

1,284 

1,398 

1,521 

1,656 

1,803 

1,963 

2,137 

2,327 

2,533 

2,758 

3,004 

3,271 

3,553 

3,879 

4,224 

4,600 


0,026 

0,029 

32 

34 

37 

41 

44 

49 

52 

57 

63 

67 

75 

80 

88 

95 

105 

114 

123 

135 

147 

160 

174 

190 

206 

225 

246 

267 

282 

326 

345 

376 
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Dampf. 


Tempe- 
ratnr ' 

+ C. i 


Nach Biot 


Nach Magnus 


Nach Regnanit 


Millim. 


Differcni ■ Millim. OiiTerenz | Millim. 


Difleienz 


0 

5,059 

0,334 

P 4,525 

1 

5,393 

356 

4,867 

2 

5,749 

374 

j 5,231 

3 

6,123 

400 

5,619 

4 

j 6,523 

1 424 

449 

i 0,032 

5 

6,947 

6,471 

6 

7,396 

475 

1 6,939 

7 

7,871 

504 

7,436 

8 

8,375 

534 

1 7,964 

9 

8,909 

566 

599 

i 8,525 

10 

9,475 

J 9,126 

11 

10,074 

633 

; 9,751 

12 

10,707 

671 

1 10,421 

13 

11,378 

709 

750 

793 

11,130 

14 

12,087 

11,882 

15 

12,837 

12,677 i 

16 

13,630 

838 

13,519 

17 

14,468 

885 

935 

14,409 

18 

15,353 

15,351 

19 

16,288 

1,026 

16,345 

20 

17,314 

1,003 

17,396 

21 

18,317 

1,130 

18,505 

22 

19,447 

1,130 

19,675 

23 

20,577 

1,228 

20,909 

24 

21,805 

1,285 

22,211 

25 1 

23,090 

1,362 ! 

23,582 

26 : 

24,452 1 

1,429 1 

25,026 i 

27 1 

25,881 1 

1,509 

26,547 1 

28 ' 

27,390 . 

1 ,655 1, 

28,148 1 

29 1 

29,045 

1,598 ii 

20,832 1 

30 

30,643 

1,767 , 

31,602 

31 ■ 

32,410 

1,851 

33,464 : 

32 1 

34,261 

1 

1,927 

35,419 

33 ' 

36,188 

2,066 ! 

37,473 , 

34 

38,254 

2,150 ii 

39,630 

1 

35 

40,404 

• 2,339 1 

1 

41,893 ; 

36 

42,743 j 

44,268 1 

1 


0,34ä 

0,3G4 

0,388 

0,413 

0,439 

0,468 

0,497 

0,528 

0,561 

0,601 

0,625 

0,670 

0,709 

0,752 

0,795 

0,842 

0,890 

0,942 

0,994 

1,051 

1,109 

1,170 

1,234 

1,302 

1,371 

1,444 

1,521 

1,601 

1,684 

1,770 

1,862 

1,955 

2,054 

2,157 

2,263 

2,375 


!1 


! 


4,600 

4,940 

5,302 

5,687 

6,097 

6,534 

6,998 

7,492 

8,017 

8,574 

9,165 

9,792 

10,457 

11,162 

11,908 

12,699 

13,536 

14,421 

15,357 

16,346 

17,391 

18.495 
19,659 
20,888 
22,184 
23,550 
24,988 
26,505 
28,101 
29,782 
31,548 

33.496 
35,359 
37,411 


■ 39,565 

I 41,827 
i 44,201 


0,340 

0,362 

0,385 

0,410 

0,437 

0,464 

0,494 

0,525 

0,557 

0,591 

0,627 

0,665 

0,705 

0,746 

0,791 

0,837 

0,885 

0,936 

0,989 

1,045 

1,104 

1,164 

1,229 

1,296 

1,366 

1,438 

1,517 

1,596 

1,681 

1,766 

1,858 

1,953 

2,052 

2,154 

2,262 

2,374 


> 


V 






1 
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Dampf. 


Tempe- ' 
ratur ' 

+ C. ! 


Nach 
JUilliiu. j 


Biot 

Diflfereuz 


Nach Magnus 
Millim. I Differenz 


Nach 

MilHm. 


Regoault 
I Differeoz 


37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 
61 
62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 


45,038 
47,579 
50,147 
52,998 
55,772 
68,792 
61,968 
65,627 
68,751 
72,393 
76,205 
80,195 j 
84,370 
88,743 
93,301 
98,975 

103.060 

108.270 

113.710 
119,390 
125,310 
131,500 
137,940 
144,660 
151,700 
158,960 
166,560 
174,470 

182.710 

191.270 
200,180 

209,440 

219.060 
229,070 
239,450 
250,230 
261,430 


2,295 
2,541 
2,568 
2,851 

2.774 
3,020 
3,266 
3,669 
.3,124 
3,642 
3,812 
3,990 
4,175 
4,373 4 
4,558 |i 

4.774 
4,985 
5,210 

5.440 
5,680 
6,920 
6,190 

6.440 
6,720 
7,040 

7.260 
7,600 

7.910 
8,240 
8,560 

8.910 

9.260 
0,620 

10,010 
10,380 
10,780 
11,200 1 


46,758 

49,368 

52,103 

54.969 

57.969 
61,109 
64,396 
67,833 
71,427 
75,185 
79,111 
83,212 
87,494 

^ 91,965 
96,630 
101,497 
106,672 
111,864 
117,378 

123.124 
129,109 
135,341 
141,829 
148,579 
155,603 
162,908 
170,502 
178,397 
186,601 

195.124 
203,975 
213,166 
222,706 
232,606 
242,877 
253,530 
264,577 


2,490 
2,610 
2,735 
2,866 
3,000 
3,140 
3,287 
3,437 
3,594 
3,758 
3,926 
4,101 
4,282 
4,471 
4,665 
4,867 
5,075 
5,292 
5,514 
5,746 
5,985 
6,232 
6,488 
6,750 
7,024 
7,305 
. 7,594 

‘ 7,895 

8,204 
} 8,523 

I 8,851 
I 9,191 
I 9,540 

I 9,900 

I 10,271 
> 10,653 

11,047 


46,691 

49,302 

52,039 

64,906 

57,910 

61,055 

64,346 

67,790 

71,391 

75,158 

79,093 

83,204 

87,499 

91,982 

96,661 

101,543 

106,636 

111.945 
117,478 
123,244 
129,261 
135,505 
142,015 

148.791 
155,839 
163,170 

170.791 
178,714 

186.945 
195,496 
204,376 
213,596 
223,165 
233,093 
243,393 
J254,073 
265,147 


it 


2,490 
2,611 
2,737 
2,867 
3,004 
3,145 
3,291 
3,444 
3,601 
3,767 
3,935 
4,111 
4,295 
4,483 
4,679 
4,883 
5,093 
5,309 
5,533 
H 5,766 
6,007 
6,254 
6,610 
6,776 
7,048 
7,331 
7,621 
7,923 
8,231 
8,551 
8,880 
9,220 
9,669 
9,928 
10,300 
10,680 
11,074 
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Dampf. 


Tempe- 

ratur 


Nach Biot 

■f C. i Milliin. I Differenz 


IO 

76 

77 

78 

79 

80 
81 
82 
8H 
84 
S.'i 
86 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

99 
100 


I 7i 


273,030 

285,070 

297,570 

310,490 

323,890 

337,760 

352,080 

367.000 

382.380 

398.280 
414,730 
431,710 
449,260 

467.380 
486,090 

505.380 

525.280 
545,800 
566,950 
588,740 
611,180 
634,270 
658,050 
682,590 
707,630 
733,460 

760.000 


11,600 

12.040 
12,500 
12,950 
13,400 
13,870 
14,320 

14.900 
15,380 

15.900 
16,450 
16,980 
17,550 
18,120 
18,710 
19,290 

19.900 
19,520' 
21,150 
21,790 
22,440 
23,090 
23,780 
24,540 

25.040 
25,830 
26,.'i40 


Nach 

Millim. 

276,029 

287,898 

300,193 

312,934 

326,127 

339,786 

353,926 

368,558 

383,697 

399,357 

415,525 

432,295 

449,603 

467,489 

485,970 

505,060 

524,775 

545,133 

566,147 

587,836 

610,217 

633,305 

657,120 

681,683 

707.000 
733,100 

760.000 


Magnaa 

Differenz 

f" " “ 

11,452 
11,869 
12,295 
12,741 
13,193 
13,659 
14,140 
14,632 
15,139 
15,680 
16,168 
16,770 
17,308 
17,886 
18,481 
19,090 
19,715 
20,358 
21,014 
21,689 
22,381 
23,088 
2.3,815 
24,563 
25,317 
26,100 
26,900 


Nach Regnaalt 
UiIHm. I Differenz 


276,624 

288,517 

300,838 

313,600 

326,811 

340,488 

354,643 

369,287 

384,435 

400,101 

416,298 

433,041 

4.50,344 

468,221 

486,687 

505,759 

525,4.50 

545.778 
566,757 
588,406 
610,740 

63.3.778 
657,535 
682,029 
707,280 
733,305 
7(X),000 


11,477 

11,893 

12,321 

12,762 

13,211 

13,677 

14,155 

14,644 

15,148 

15,666 

16,197 

16,743 

17,303 

17,877 

18,466 

19,072 

19,691 

20,328 

20,979 

21,649 

22,334 

23,038 

23,757 

24,494 

25,251 

26,025 

26,695 


14. Folgende Tabelle, wegen ihre^ 
Nutzens für Anlage Tun Ilampflresseln 
für gewerbliche Zwecke höchst wichtig, 
ist (len No. 9 gedachten Kenbachtungen 
der Pariser Academie entsprechend be- 
rechnet worden und zwar nach Furnieln 
die in dem Sinne abgeleitet worden sind, 
dafs sie in den Kesnitaten jenen Ucub- 
achtungen möglichst nahe kommen. 

Die erste (tieser Formel Ton Tred- 
gold liegt dieser Tabelle für Dämpfe 
bis zu 4 Atmosphären Spannung zu 
Grunde. Sie ist 


1. I = 85 J e — 75 

wo I die Temperatur in t’entesimalgra- 
den von 0 ab und e die Spannung der 
Dämpfe in Centimetern Quecksilbersäule 
bedeutet. 

Die zweite Formel von D n lang, schon 
unter No. 10 aufgeführt, ist 
K = (l -b 0,7153 T)‘ 

nach welcher es sich bequemer rechnet 
als mit der daselbst aufgeführten enrri- 
girten Formel und die beide nur geringe 
Abweichungen geben, hat zu den Däm- 


l 


V 
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pfen aller höheren Spanniin|;en gedient 
nnd nieht erst, wie von einigen Schrift- 
stellern behauptet wird, von der .Span- 
nung 24 Atmosphären ab aufwärts, bis 
wohin die Beobachtungen der Academi- 
ker gereicht haben. 

Wrd E gegeben, so ist die Formel zu 
schreiben ; 

11. T= 

0,7153 

Es bedeutet hier E die Spannung der 
Dämpfe in Atmosphären und T die Tem- 
peratur über 100“ der Art, dafs die Tem- 
peratur ( füi die Tabelle erhalten wird 
( = (1 + 70100°. 

Beispiele. 1. Für £= 1 Atmosphäre 
ist in Formel 1 r = 7(i und mau erhält 

«=85l 76-75=174, 94-75 = 9», 94 statt 100° 
in Formel II ist 

E = l, also - 1 + |£ = 0= r 
folglich t = (1 + 0) 100° = 100° 

2. Für £ = 4 .Atmosphären 
ist in Formell e = 4 x76 = 304 
daher 

l = 85 I 304 - 75 = 220,41 - 75 = 145,41° 
in Formel II : £ = 4 gesetzt, erhält man 

1 + |4_ 0,31951 _ 

0,7153 

daher « = (1 4- 0,44668) 100° = 144,668° 

In die Tabelle ist t = 145,4° ge.setzt; 
es ist bis hierher Formel 1. angewendet, 
Formel II. weicht aber nicht bedeutend ab. 


3. Für E = 5 Atmosphären hat man 
nach Formel II. 

0,7153 9,7153 

also I = 153,0868° 

In der Tabelle steht ( = 153,08 
Formel I. würde geben: 

( = 85 X 1380 - 75 =228,76 - 75= 153,76° 

4. Für £ = 40 Atmosphären bat man 
nach Formel II. 

T=-Lti:f! = LHl!=,,52562 

0,7153 0,7153 

daher I = 252,562° 

wofür in die Tabelle 252,55° gesetzt ist. 
Formel I. würde geben : 

( = 85 1* 3040 - 75 = 323,51 - 75 = 248,51° 
welches schon etwas mehr abweicht, näm- 
lich jum 4°C., ein Unterschied, der bei 
einer so hohen Spannung als unbedeu- 
tend gelten kann. Zuverlässig ist aber 
die TaMle nur bis zu 24 Atmosphären 
Spannung, bis zu der Grenze der statt- 
gehabten Beobachtungen ; jedoch ist mei- 
nes Wissens von einer so hohen Span- 
nung in der Braxis noch kein Gebrauch 
gemacht wurden. 

Die Angaben des Drucks auf I preufs. 
□" sind von mir noch zugefügt worden : 
Es ist l'» = 3,186199pr. Fu£s = 38,234.388 
pr. Zoll. 

1 Q-m =0,146187 preufs. Q Zoll. 

1 Kilgr. = 2 Zollpfund. 

1 preufs. □” = 6,84056 De« 


Tabelle 

des Zusammenhangs der Elasticitäten des Was.senlampfs mit den Temperaturen 
desselben über 100° 0., nach den vorstehenden Formeln berechnet. 


Tempera- 
tur ' 

Celsius 

Druck j 
in j 
-Atmos- 
phären 

1 

Druck in 
Qnecksilbersänle 

Meter | prenf«. Zoll 

Druck auf 
1 n centi- 
meter 
Kilog;r. 

Druck auf 
1 preufs. □" 
j Zollpfund 

~1 00,00 

1,0 

0,76 

1 . 29,058 

1,033 1 

14,133 

112,20 

1.5 

1,14 

1 43, .587 

i 1,549 1 

21,192 

121,40 - 

2,0 

1,52 

58,116 { 

2,060 

28,265 

128,80 , 

2,5 

1,90 

72,64.5 1 

2,582 

35,325 

135,10 , 

3,0 

2,28 

87,174 

3,099 

42,398 

140,60 

3,5 

2.66 

1 101,503 

3.615 1 

49,457 

145,40 

4,0 

3,04 

1 116,233 

4,132 

56,530 

149,06 1 

1 ■*,'> 

1 3,42 

130,762 

4,648 

63,590 

1.53,08 

5,0 

1 3,80 

145,291 

5,165 

70,663 

156,80 

! ,5,5 

4,18 

1.59,820 

5,681 

77,722 

160,20 

1 6,0 

4,56 

1 174,349 i 

6,198 

84,796 

163,48 

1 6,5 

4,94 

188,878 1 

6,714 

91,855 

166,50 

' 7,0 

l 

1 9.32 

203,407 

7,231 

1 

98,926 
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Tempera- 

tur 

Celsius 

Druck 

in 

Atmos- 

phären 

Druck in 
Quecksilbersäule 

Meter 1 preufs. Zoll 

Druck auf 
1 □ centi- 
meter 
Kilogr, 

Druck auf 
1 preufs. □" 
Zullpfund 

169,37 

7,5 

5,70 

217,936 

7,747 

105.988 

172,10 

6 

6,08 

232,465 

8,264 

113,061 

177,10 

9 

6,84 

261,523 

9,297 

127,193 

131,60 

10 

7,60 

290.581 

10,330 

141,326 

186,03 

11 

8,36 

319,639 

11,363 

155,458 

190,00 

12 

9,12 

348,698 

12,396 

169,591 

193,70 

13 

9,88 

377,806 

13,429 

183,724 

197,19 

14 

10,64 

406,814 

14,462 

197,856 

200,48 

15 

11,40 

435,872 

15.495 

211,989 

203,60 

16 

12,16 

464,930 

16,528 

226,122 

206,57 

17 

12,92 

493,987 

17,561 

240,254 

209,40 

18 

13,68 

523,040 

18.594 

254,387 

212,10 

19 

14,44 

552,105 

19,627 

208,519 

214,70 

20 

15,20 

581,163 

20,660 

282,652 

217,20 

21 

15,96 

610,221 

21,693 

296,785 

219,60 

22 

16,72 

639,279 

22,726 

310,917 

221,90 

23 

17,48 

G6a„337 

23,759 

325,0.'>0 

224,20 

24 

18,24 

697,395 

24,792 

3.39,212 

226,30 

25 

19,00 

726,453 

25,825 

353,315 

236,20 

30 

22,80 

871,744 

30,990 

423,978 

244,85 

35 

26,60 

1017,035 

3C,165 

494, Ml 

252,55 

40 

30,40 

1162,325 

41,320 

56: ,304 

259,52 

45 

34,20 

1307,616 

46,485 

635.967 

205,89 

..0 

38,00 

1452,907 

51,650 

700,630 


15. Die Dichtifi^keiten der Dampfe 
!«teben in geradem Verhältnüs mit aon 
Druckwirkungen, welche auf »ie au9ge- 
üht werden uud in nmgokehrtem Verhält- 
iiifH mit ihren Tempenituren ; die Vu- 
luinina der Dämpfe aljK> in umgekehr- 
tem Verhältniis mit ^eneii Druckwirkun- 
gen und in geradem \erhältnif5 mit ihren 
Temperaturen. Nimmt man daher die 
Dichtigkeit d und das Ycdumen r des 
Wasserdampfs unter 760"'«* Druck Queck- 
silbersäule und bei 100*^ C. TemperaJur 
al.s Einheiten, so bat man zur Ermitte- 
lung der Dichtigkeit D und de.s Volum 
r von Wasserdampf unter dem Druck 
pmni Quecksilbersäule und l“ (\ Tempe» 
ratur die Proportionen 

1. Abgesehen ron den Temperaturen 
beider Dämpfe 

d i D = TCO : p 
e: K = p:760 

2. Abgesehen von den auf sie einwir- 
kenden Dnickkrälten (.s. Bd. 1, pag. 201 
und 214) 

d : /> SS 1 -f 0,00365 x I : l -P 0,00.365 x 100 
r iV= \ + 0,00365 X 100; l + D, 00365 X I 

Mitb'n hat man überhaupt: 
d : 0 SS 760(1 -1-0,00365x1): 1,365 p 
t :V= 1,365 X p : 760 (I -P 0,00.365 X t) 


Um nun d und r zu ünden hat nach 
Gay-Lussac 1 Kubikeentimeter (cub*^«* ) 
trockene Luft von O'^C. und unter einem 
Druck von 0,76 *" Quecksilbersäule ein 
Gewicht von 0,001299 Gramme; also nimmt 
l Gramm dieser Luft einen Raum ein 


07K)r2T9 = "®'''*2^ 

Die Lnft <iebiit sich aus toi, 0° bis 
100® C. auf seines ersten Voluraeu, 
also nimmt 1 (iramme trockene Duft von 
100® C. einen Raum ein von 1,365x769,823 
ciibcm = 1050,8084 cubem. 


Ferner ist Wasserdampf nach flay-Dus- 
sac 1,6 mal leichter als trockene Lull, 
folglich nimmt 1 Gramme Wasserdampf 
hei 100“ C. einen Raum ein Ton 
1,6 X 1050,8084 = 168 1,29 cubc™. 

Nun ist 1 Gramme das Gewicht eines 
cubem Wassers in seiner gröfsten Dich- 
tigkeit bei 4®0., welches gegen Wasser 
Ton 0® G. eine Dichtigkeit hat Ton 1,000118 
(s. Bd. I, pag. 201): mithin nimmt Was- 
senlampf Ton 100® C. einen Kaum ein 
1681,29 

Ton = 10*0 mal den Raum einer 

1 , 0()01 1 o 

gleichen Menge Was.ier von 0®(\ , also 


1 
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ist r = 1680 hnd d - 


1680 


Man bat also 


0 = — = 


1,365 p 

760 •'l68'Ö ^ r+b.0036F» 

_ 0,00000106908 Xp 
< + 0,o0365'x(“ 
1 + 0,00365 X ( 


r = ' = 935384 X 

oder"' 
hg D = 0,0290098 6 

+ log p - hg (I -i- 0,00365 X I) 
/oj K= 5,9709902 — log p-^log(l +0,00365x1) 
Die LHcbtinkeiten und Yolnmin.i sind 
also abbängig ''on der Spannung p des 
Dampfs, bei dessen Temperatur f und 
Ton I, die .Spannung p wird aber, wie 
Tabelle pag. 232 zeigt, von verschiede- 
nen Physikern verschieden angegeben und 


folglich ist dies auch mit den Dichtig- 
keiten und den Volnmen der Fall. 

Ich habe non ans der Tabelle pag. 838 
von den Angaben Biots, Magnna und 
Regnault's das Mittel fnr p genonunen 
und die Tabelle pag. 241 berechnet, die 
Spannungen selbst auch noch in pren- 
fsischen l.inien Quecksilbersäule auage- 
drückt. Damit aber diese Tabelle fQr 
andere beliebige p möglichst benutzt srer- 
den kann, habe ich in der folgenden 
Tabelle für alle vorkommenden Tem- 
peraturen log p und log (l + 0,00365 X I) 
angegeben. Die ersten 3 Versuehsanga- 
ben von Biot für I = - 20°, — 15® und 
— 10° sind nicht mit berücksichtigt, weil 
diese Zahlen wegen ihrer Orülse gegen 
die zugehörigen beiden anderen eine ln 
consequenz in der Tabelle vetanlasaen. 


Hülfstabelle zur Berechnung der Dichtigkeiten und Volume des Was- 
serdanipfs bei gegebenen Spannungen und Temperaturen von — 32° C. 

bis 100° C. 


Tempe- 

ratur 

-C. 

1 + 0,00365 X 1 

nnmerns logarithmus 

1 - 10 

Spannung p in Millimeter 
nunierus ^ logarithmus 

32 

0,88320 

9.946 0.591 

0,3100 

0,491 3617 - 1 

31 

0,88685 

9,947 8.502 

0,3360 

0,526 3393 - 1 

30 

0,89050 

9,949 6339 

0,3650 

0,562 2929 - 1 

‘->9 

0,89415 

9,951 4104 

0,3970 

0,598 7905 - 1 

28 

0,89780 

9,953 1796 

0,4310 

0,634 4773 - 1 

27 

0,90145 

9,9.54 9416 

0,4680 

0,670 2459 - 1 

2(5 

0,90510 

9,956 6966 

0,5090 

0,706 7178 -1 

25 

0,90875 

9,958 4444 

0,5530 

0,742 7251 -1 

24 

0,91240 

9,960 1853 

0,6020 

0,779 6965 - 1 

23 

0,91605 

9,961 9192 

0,6.540 

0,815 5777 -1 

22 

0,91970 

9,963 6462 

0,7110 

0,851 8696- 1 

21 

0,92335 

9,965 3664 

0,7740 

0,888 7410-1 

20 

0,92700 

9,967 0797 

0,8785 

0,943 7418 - 1 

19 

0,93065 

9,968 7864 

0,9575 

0,981 1388 - 1 

18 

0,93430 

9,970 4863 

1,0425 

0,018 0761 

17 

0,93795 

9,972 1797 

1,1350 

0,064 9959 

16 

0,94160 

9,973 8664 

1.2345 

0,091 4911 

15 

0,94525 

9,975 5467 

1,3435 

0,128 2377 

14 

0,94890 

9,977 2204 

1,4615 

0,164 7988 

13 

0,95255 

9,978 8878 

1,5880 

0,200 8505 

12 

0,95620 

9,980 5487 

1,7260 

0,237 0408 

11 

0,95985 

9,982 2034 

1,8750 

0,273 0013 

10 

0,963.50 

9,983 8517 

2,0360 

0,308 7778 

9 

0,96715 

9,985 4938 

2,2105 

0,344 4905 

8 

0,97080 

9,987 1298 

2,3990 

0,380 03U2 

7 

0,97445 

9,988 7596 

2,6020 

0,415 3073 

6 

0,97810 

9,990 3833 

2,8220 

0 450 5570 

5 

0,98175 

9,992 0009 

3,2597 

0,513 1776 

4 

0,98540 

9,993 6126 

3,3160 

0,520 6145 

3 

0,98905 

9,995 2182 

3,5885 

0,550 9130 

o 

0,99270 

9,996 8180 

3,8920 

0,590 1728 

1 

0,99635 

9,998 4119 

4,2145 

0,624 7461 

U 

1,00000 

10,000 0000 

4,7280 

0,674 6775 
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Tempe- 

1 + 0,00365 y t |j Spannunc^ p in Millimeter 

ratur 




iS- 

nunierus 

logaritbmns |l nuiuenis 

logarithmus 

0 

1,00000 

0,000 0000 ij 4,7280 

0,674 6775 

\ 

1,00365 

0,001 5823 K 5,0667 

0,7Oi 7262 

2 

1.00730 

0,003 1588 5,4273 

0,734 5838 

3 

1,01095 

0,004 7297 5,8097 

0,764 lo;i7 

4 

1.01450 

0,(X)6 2521 '1 6,2173 

0,793 6018 


1,01815 

0,007 8118 '! 6,6507 

0,822 867I 

« 

1,02180 

0,009 3659 7,1110 

0,851 9307 

7 

1,02545 

0,010 8680 7,5997 

0,880 7964 V. 

B 

1,02910 

0,012 4576 8,1187 

0,909 4865 


1,03285 

0,014 0373 1 8,6693 

0,937 9840 

10 

1,03050 

0,015 5693 1 9,2553 

0,966 3905 

i: 

1,04015 

0,017 0960 1 9,8723 

0,994 4183 

12 

1,04380 

0,018 C173 1 10,528 

1,022 3459 

1.1 

1,04745 

0,020 1333 11,223 

1,050 1090 

14 

1,05110 

0,021 6440 , 11,959 

1,077 6949 

15 

1.0.5475 

0,023 1 196 ' 12,738 

MOÖ 1012 

IC 

1.05840 

0,024 6498 13,562 

1,132 3237 

17. 

1.06205 

0,026 1450 14,433 

1.159 3566 

18 

1.06570 

0,027 6350 15,354 

1,186 2215 

1« 

1,06935 

0,029 1200 16,326 

1,212 8798 

20 

1,07300 

0,030 5997 17,367 

1,239 7248 

21 

1,07665 

0,032 0343 1 18,439 

1,265 7374 

•J‘2 

1,08030 

0,033 5444 19,594 

1,292 1231 

23 

1,08395 

0,035 0093 20,791 

1,317 8754 

24 

1.08760 

0,036 4692 22,067 

1,343 743:1 

25 

1,09125 

0,037 9244 ' 23,407 

1,369 3458 

26 

1,09490 

0,039 3745 , 24,822 

1,394 8368 

27 

1,09856 

0,040 8199 26,311 

1,419 1374 

28 

1,10220 

0,042 2604 j! 27,880 

1,445 2928 

23 

1,10585 

0,043 6963 i 29,553 

1,470 6016 

30 

1,10950 

0.045 1273 r 31,264 

1,495 0445 

31 

1,11315 

0,046 5538 ' 33,093 

1,519 7361 

32 

1,11680 

0,047 9754 j 35,013 

1,544 229:1 

33 

1,12045 

0,049 3925 | 37,024 

1,568 4833 

34 

1,12410 

0,050 8049 1: 39,150 

1,592 7318 

35 

1,12770 

0,052 1936 41,375 

1,616 7380 

36 

1,13140 

0,053 6162 43,737 

1,640 8490 

37 

1,13505 

0,055 0151 1 46,162 

1,664 2846 v 

38 

1,13870 

0,056 4093 48,760 

1,687 9746 

39 

1,14235 

0,057 7993 51,430 

1,711 2165 

40 

1,14600 

0,059 1846 : 54,291 

1,734 7278 

41 

1,14965 

0,060 5657 1 57,217 

1,757 5251 

42 

1,15330 

0,061 9423 i 60,319 

1,780 4.541 4 

43 

1,15695 

0,063 3156 63,567 

1,803 2317 

44 

1,16060 

0,064 6826 ! 67,083 

1,826 6125 

45 

1,16425 

0,066 0463 70,523 

1,848 .3308 

46 

1,16790 

0,067 4057 74,245 

1,870 6672 

47 

1,17155 

0,068 7609 78,136 

1,892 8512 

48 

1,17520 

0,070 1118 ; 82,204 

1,914 8930 

49 

1,17885 

0,071 4586 86,4.54 

1,936 7851 

50 

1,18250 

0,072 8011 ; 90,897 

1,958 5495 

51 

1,18616 

0,074 1396 95,531 

1,980 1443 

52 

1,18980 

0,075 4740 i 100,37 

2,001 G0:i9 -• 

53 

1,19345 

0,076 8042 1 105,42 

2,022 92:ii)’ 

54 

1,19710 

0,078 1304 i 110,69 

2,044 1084 

55 

1,20075 

0,079 4526 1 116,19 

2,065 1688 
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Tempe- 1 

1 + 0,00365 X C 

1 

Spannung p in ICillimeter 

, + C. 

nameras 

1 logaritbmus 

1 

i numerus i 

1 logarithmns 

56 

1,20440 

0,080 7707 

1 121,92 

2,086 0750 

57 

1,20805 

1 0,082 0849 

1 127,89 

2,106 8366 

58 

1,21170 

0,083 .3951 

134,12 

2,127 4935 

59 1 

1,21535 

0,084 7014 

: 140, ,59 

2,147 9544 

60 1 

1,21900 

0,086 0037 1 

147,34 

2,168 3207 

61 j 

1,22265 

0,087 3022 

154,38 

1 2,188 5910 

62 : 

1,22630 

0,088 5967 

161,69 

2,208 6832 

63 i 

1,22995 

0,089 8875 

169,28 

i 2,228 6057 

64 1 

1,23360 : 

0,091 1744 

177,19 

2,248 4392 

65 

1,23725 

0,092 4575 

186,42 

2,268 1566 

66 

1,24090 

1 0,093 7368 ' 

193,96 

2,287 7122 

67 

1.24455 

0,095 0124 

1 202,84 

2,307 1536 

68 

1,24820 

0,096 2842 

212,07 

2,326 4792 

69 

1,25185 

0,097 5523 

221,73 

2,345 8245 

70 

1,25550 

0,098 8IG7 

231, .59 

2,364 7198 

71 

1,25915 

0,100 0775 

241,91 

2,383 6538 

72 

1,26280 

0,101 3346 

252,61 

2,402 4.)05 

73 

1,26645 

0,102 5881 

263,72 

2,421 1431 

74 

1,27010 

0,103 8379 

275,23 1 

2,439 6958 

75 , 

1,27375 

0,105 0842 

' 287,16 

2,458 1239 

76 1 

1,27740 

0,106 3269 

; 299,53 

2,476 4403 

77 

' 1,28106 1 

0,107 5661 

1 312.34 

2,494 6276 

78 ; 

; 1,28470 

0,108 8017 

1 325,61 

2,512 6977 

79 ' 

1,28835 

1 0,110 0339 

339,34 

2,530 6351 

80 

1,29200 

0,111 2625 

353,55 

2,548 4508 

81 

1,29565 

1 0,112 4877 

; 368,28 

2,566 1781 

82 1 

1,29930 

0,113 7094 

' 383,50 

2,583 7654 

83 , 

: 1,30295 

0,114 9278 

' 399,25 

2,601 2449 

84 

1,30660 

0,116 1427 

^ 415,52 

2,618 5919 

85 

1,31025 

0,117 3542 

! 432,35 

2,635 8355 

86 1 

1,31390 ! 

0,118 5623 

! 419,74 

2,652 9615 

87 

1,31755 

0,119 7671 

1 467,70 

2,669 9674 

88 

1,32120 ! 

0,120 9686 

486,25 

2,686 8596 

89 

1,32485 

0,122 1668 

505,40 

2,703 6352 

90 

1,32850 

0,123 3616 

525,17 

1 2,720 2999 

91 

1,33215 

0,124 5431 1 

545,57 

[ 2,736 8505 

92 

1,3.3580 

0,125 7414 j 

566,62 

1 2,753 2919 

93 

1,33945 

0,126 9265 1 

588,33 

1 2,769 6210 

94 

1,34310 

0,128 1083 1 

610,71 

2,785 8350 

95 

1,. 34675 

0,129 2870 

633,78 

2,801 9385 

96 ! 

1,35040 

0,130 4624 

657,57 

2,817 9420 

97 ! 

1,35405 

0,1.31 6347 

682,07 

2,833 8289 

98 

1,. 357 70 

0,132 8038 

707,30 

2,849 6037 

99 

1,.36135 

0,133 9698 1 

733,29 

2,865 2758 

100 

1,36500 

0,135 2327 

760,00 

2,880 8136 

1 


Ilülfstabelle zur Berechnung der Diclitigkeiten und Volume dea Waa- 
serdnmpfa bei gegebenen Spannungen und Temperaturen über 100°C 


Tempera- 

tur 

1 + 0,00365 X t 

j| 

!' Spannung p in MilUmetei 

+ c. 

1 nunienis | 

[ logarithmua 

1 

mimems 

logarithmns 

100,00 1 
112,20 . 
121,40 1 

1,36500 “ 
1,40953 
1,44311 , 

ro,135 1327 
0,149 0743 
; 0,159 2994 

r ■ 7601" 

l| 1140 1 

!| 1520 j 

2,880 8136°^ 
3,056 9049 
3,181 8436 
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Dampf. 


Tempera- | 
tur 

1 + 0,00365 X 1 

Spannung p in Millimeter 

+ ^- 

1 numerus | 

1 logaritbmus | 

1 numerus 

logirithmas 

128,80 

1,47012 

0,167 3528 

i 1900 

3,278 7536 

135,10 

1,49312 

0,174 0947 , 

2280 

3,357 9384 

140,60 

1,51319 

0,179 8936 

2660 

3,424 8816 

145,40 

1,53071 

0,184 8929 

3040 

3,482 8736 

149, OG 

1,54407 

0,188 6670 

3420 

3,534 0261 

153,08 

1,55874 

0,192 7737 

3800 

3,579 7836 

156,80 

1,57232 

0,196 5409 

4180 

3,621 1763 

160,20 

1,58473 

0,199 9553 

4560 

3,658 9648 

163,48 

1,59670 

0,203 2233 ; 

4940 

3,693 7269 

166,50 

1,60772 

0,206 2104 

5320 

3,725 9116 

169,37 

1,01820 

0,209 0322 1 

5700 

3,755 8749 

172,10 

1,62817 

0,211 6998 

6080 

3,783 9036 

177,10 

4,64642 

0,216 5407 

6840 

3,835 0561 

181,60 

1,66284 

0,220 8504 

7600 

3,880 8136 

186,03 

1,67901 

0,225 0533 

8360 

3,922 2063 

190,00 

1,69350 

0,228 7852 

9120 

1 3,959 9948 

193,70 

1,70701 

0,232 2361 

9880 

' 3,994 7569 

197,19 

1,71974 

0,235 4628 

10640 

4,026 9416 

200.48 

1,73175 

0,238 4852 | 

11400 

4,056 9049 

203,60 

1,74314 

0,241 3323 1 

12160 

4,084 9336 

206,57 

1,75398 

0,243 7770 

12920 

4,111 2625 

209,40 

1,76431 

0,246 5749 1 

13680 

4,136 0861 

212,10 

1,77417 

0,248 9953 

14440 

4,159 5672 

214,70 

1,78366 

0,251 3121 

15200 

4,181 8436 

217,20 

1,79278 

0,253 5270 i 

1 15960 

4,203 0329 

219,60 

1,801.54 

0,255 8849 | 

I 16720 

4,223 2363 

221,90 

1,80994 

0,257 6642 | 

; 17480 

4,242 5414 

224,20 

1,81833 

0,259 6727 

18240 

4,2610248 

226,30 

1,82563 

0,2614127 

19000 

4,278 7536 

236,20 

1,86213 

0,2700100 

22800 

4,357 9348 

244,85 

1,89370 

0,277 3112 

26600 

4,424 8816 

252,55 

1,92181 

0,283 7105 

30400 

4,482 8736 

259,52 

1,94725 

0.289 1987 

34200 

4,534 0261 

265,89 

j 1,97050 

0,294 5764 

38000 

4,579 78:if* 


Tabelle über Spannung, Dichtigkeit und Volumen des Wnsserdampfea 
bei Temperaturen von — ,S2° C. bis UM)° C. 

(Die Spannung in Milliuietern in Tabelle pag. 232.) 


Tempe- , 
ratnren 

Spannung t 
in preufs. ■ 
Linien 

Dichtigkeit 


Volumen 


-{•. 

Quecksilber |! 


1 Differenr 


I Differenz 

32 

0,142 i 

0,00000 0375 

30 

2 664 941 

19G055 

31 

0,154 1 

0405 

33 

2 468 88G 

186279 

30 

0,167 

0438 

37 

2 282 607 ' 

175871 

29 

0,212 

0475 


2 106 736 


38 


158272 

28 

0,198 

' 0513 

1 

42 

1 948 464 

146750 

27 

0,215 

1 0555 


1 801 714 



47 


{ 138420 

26 

0,234 

0601 


1 663 294 1 

I 


11 


IG 
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Dampf. 


Tempe- 

raturen 

-C. 

Spannung 
in preub. 
Linien 
Qoeckfilber 

Dichtigkeit 

DUfonnz 

■■ 

Volumen 

25 

1 

0,254 

0,00000 0651 

50 

1 537 126 

24 

0,276 

0706 

55 

1 417 356 

23 

0,300 

0763 

57 

1 310182 

22 

0,326 

0826 

63 

70 

1 209 948 

21 

0,355 

0896 

1 115 875 

20 

0,403 

1013 

117 

987 025 

19 

0,439 

1099 

86 

909 155 

18 

0,468 

1193 

94 

131 

78 

118 

127 

135 

838 302 

17 

0,521 

1324 

755 395 

16 

0,566 

1402 

713453 

15 

0,616 

1520 

658 1 1 1 

14 

0,671 

1647 

607 312 

13 

0,723 

1782 

56t 084 

12 

0,792 

1930 

148 

518 201 

11 

0,860 

2088 


478 842 

10 

0,934 

2259 

164 

442 654 

9 

1,014 

2443 

409 254 

8 

1,101 

2642 

199 

213 

378 521 

7 

1,194 

2856 

350 302 

G 

1,295 

3014 

159 

455 

324 202 

5 

1,496 

3469 

281 717 

4 

1,521 

3598 

119 

245 

277 974 

3 

1,646 

3843 

349 

260 193 

2 

1,786 

4192 

aan 

238 681 

1 

1,934 

4522 

533 

221 134 

0 

2,169 

0,000005055 

197 839 



1 II i*» 

Differenz 


12t>168 

119770 

107174 

100234 

94073 

128830 

77870 

70853 

82907 

41942 

55342 

50799 

46228 

42883 

39359 

36188 

33400 

30733 

28219 

26100 

42485 

3743 

17781 

21612 

I 

’ 17447 

j 23295 


+ C. 


0 

2,169 

1 0,00000 5055 

342 

363 

384 

197 839 

1 

2,325 

’ 5397 

185 288 

2 

2,490 

1 5760 

173 606 

3 

2,665 

6144 

408 

162 767 

4 

2,853 

6552 

431 

152 630 

6 

3,051 

6983 

457 

143 197 

6 

3.263 

7440 

484 

510 

134 408 

7 

3,487 

7924 

126 201 

8 

3,721 

8434 

529 

118 566 

9 

3,977 

8973 

111 441 


12551 

11682 

10839 

10137 

9433 

8789 

8207 

7635 

7125 
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Tempe- 

rataren 

+ C. 

Spannuni^ 
in preufs. | 
Linien | 
'Quecksilber 1 

1 

1 Dichtigkeit 

1 

1 Differenz 

j Volumen 

Different 

1 


1 1 

573 


6687 

10 

4.24C 

> 0,00000 9546 

1 1 

104 754 





600 


6179 

11 

4,529 

i 0,00001 0146 


1 98 575 





637 


5736 

12 

4,830 

i 1 0783 


92 739 



1 


662 


5439 

13 

1 5,149 

1 1445 


87 300 





719 


5088 

u 

, 5,487 

1 I 2164 


82 212 





747 1 


4759 

15 

5,844 

12911 

; 1 

77 453 





788 ! 


4454 

IG 

C,222 

1 3699 


72 999 





830 


4169 

17 

G,G22 

' 1 4529 ' 


68 830 





874 


3906 

18 

7,044 

! 1 5403 1 


64 924 





919 


3656 

rj 

7,490 

1 1 6322 > 


61 268 




1 

981 


3476 

20 

7,9G3 

1 1 7303 


( 57 792 





1008 i 

1 

3180 

21 

8,4G0 

1 18311 ■ 


54 612 





1080 . 


3040 

22 

8,990 

[ 1 9391 


51 572 





1115 


2805 

23 

9,539 

, 2 0506 

1 

48 7C7 





1185 


2665 

24 

10,124 

2 1691 


•IG 102 



1 


1240 


249-1 

25 

10,739 ! 

2 2931 


43 608 





1306 ' 


234H 

2C 

Il,.388 

1 2 4237 


' 41 260 





1309 


2115 

27 

12,071 1 

i . 2 5546 


1 .39 145 





1496 


2166 

28 

12,791 

2 7042 

1 

36 979 





152‘J 


1978 

29 

13,559 

! 2 8571 


35 001 





1623 ' 


1800 

30 

14,344 

30194 

i 

33 195 





1589 


1731 

31 

15,183 

1 3 1783 


1 31464 





1734 


1628 

32 

16,0G4 

3 3517 


1 29 836 





1810 


1529 

33 

16,987 

3 5327 1 


28 307 





1907 


1450 

34 

17,962 

3 7234 1 


26 857 





1990 


1363 

35 

18,983 

1 3 9224 1 


25 494 





2104 


1297 

3G 

20,06G 

' 4 1328 , 


24 197 





2151 

1 

1197 

37 

21,179 

^ 4 3479 1 


23 000 





2290 


1151 

38 

22,3GG 

4 5769 1 


21 849 




, 1 

2251 


1073 

39 

23,596 

4 8020 


I 20 776 





2511 


1002 

40 

24,909 

1 5 0531 


1 19 774 





2676 1 


979 

41 

26,275 

1 5 3207 


18 795 





2707 ; 


910 

42 

27,674 

' 5 5914 


j 17 885 




1 

2825 , 


860 

43 

29,143 

1 5 8739 

1 

^ 17 025 




1 

3054 j 


842 

44 

30,778 

j 6 1793 


16 183 





2964 


706 

45 

32,356 

6 4757 


1 15 477 





3206 

r 

763 

46 

34,063 

1 6 


14714 



16 * 
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Tempe- 

raturen 

1 

+ c. , 

Spannung 
in preuf». 

Linien 
Quecksilber II 

Dichtigkeit | 

Differenz | 

Volumen | 

Differenz 




,l 

3339 1 

14 025 

689 

47 ! 

35,849 

0,00007 1302 

3479 1 

653 

48 ' 

37,715 

7 4781 

3G22 1 

13 372 

618 

49 

39,665 i 

7 8403 

3776 

12 754 

585 

50 

41,704 

8 2179 

1 

3924 

12 169 

555 

51 

43,830 

8 6103 

4083 

11 614 

526 

52 

46,050 

90186 

4248 

11 088 

499 

53 

48,367 

9 4434 

4419 

10 589 

473 

54 

50,785 

9 8853 

1 

4596 

10116 

449,4 

55 

53,308 

0,00010 3449 

4772 

9666,6 

426,1 

56 

55,937 

10 8221 

4957 

9240,5 

404,9 

57 

58,676 

11 3178 

5153 

8835,6 

384,9 

58 

61,534 

11 8331 

5339 

8450,7 

364,6 

59 

64,503 

12 3670 

2552 

8086,1 

347,3 

60 

67,600 

12 9222 

5767 

7738,8 

330,8 

61 

70,830 

13 4989 

5971 

7408,0 

313,8 

62 

74,183 

14 0960 

G179 

7094,2 

297,9 

63 

77,666 

14 7139 

6420 

6796,3 

284,1 

64 

65 

81,295 

85,071 

15 3559 

16 0217 

6656 

6886 

6512,2 

6241,5 

270,7 

257,2 

66 

88,995 

16 7103 

7138 

5984.3 

245,1 

67 

93,063 

17 4241 

7396 

5739,2 

233,7 

68 

97,269 

18 1637 

7720 

5505,5 

224,5 

69 

101,730 

1 18 9357 

1 

7846 

5281,0 

210,0 

70 

106,010 

1 19 7203 

8190 

5071,0 

202,3 

71 

110,988 

! 20 5393 

1 

8465 

; 4868,7 

192,7 

72 

115,897 

! 21 3858 

8762 

4676,0 

184,1 

73 

74 

' 120,995 
i 126,275 

22 2620 
23 1669 

9049 

9349 

4491,9 

4316,5 

175.4 

167.4 

75 

j 131,749 

24 1018 

' 9664 

4149,1 

160,0 

76 

I 137 424 

25 0682 

9976 

3989,1 

133,5 

77 

143,302 

I 26 0658 

10302 

3835,6 

145,0 

78 

149,290 

1 27 0960 

10626 

3690,6 

139,3 

79 

: 155,780 

28 1586 

10963 

3551,3 

133,1 

80 

1 162,209 

29 2549 

11329 

3418,2 

127,3 

81 

168,967 

30 3878 

11670 

3290,9 

121,8 

82 

j 175,960 

31 5548 

12039 

3169,1 

116,5 

83 

1 183,176 

32 7587 


3052,6 

( 
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Dampt 


Temp«- 

ratnren 

+ C. 

1 Spannung 
I in prell fs. 

Linien 

jQnerküilber 

84 

190,641 

85 

I 198,362 

86 

206,341 

87 

214,581 

88 

223,092 

89 

231,878 

90 

240,948 

91 

250,308 

92 

259,965 

93 

269,926 

94 

280,194 

95 

290,778 

96 

301,693 

97 

312,934 

98 

324,509 

99 1 

336,433 

100 

348,688 


Dichtigk«it 


Difierens 


0,00033 9984 

35 2770 

36 5940 

37 9499 

39 3460 

40 7829 

42 2627 

43 7842 

45 3482 

46 9574 
48 6112 
50 3108 

52 0582 

53 8523 
55 6949 
57 5858 
59 5238 


12397 
12786 ' 
13170 
14559 
13961 
14369 
14789 
15215 
15640 
16092 i 
16538 i 
16996 I' 
17474 
17941 I 
18426 
18909 ' 

19380 I 


Volumen 


2941.3 

2834.7 

2732.7 

2635.0 

2541.5 

2452.0 

2366.3 

2283.9 

2205.1 

2129.6 

2057.1 

1987.2 

1920.9 

1857.4 

1795.6 

1736.5 
1680,0 


Uiffereni 

I 1II.3 
106,6 
102,0 

97.7 

93.5 

89.5 

85.7 

82.4 

78.8 
I 75,5 

I 72,5 

69.9 
66,3 

63.5 
61,8 
59,1 

i 56,5 


Tabelle über Dichtigkeit und Volumen des Wasserdampfs bei Tempe- 
ratnren über 100° und den auf Tabelle pag. 236 angegebenen Spannungen. 


Tempe- 

nitur 

+ C. 

Dichtigkeit 

Volumen 

Tempe- 

ratur 

-K’. 

Dichtigkeit 

VuluDien 

100,00 

0,0005 9024 

1680,0 

193,70 

0,0061 8772 

161,61 

112,20 

0,0008 6465 

1156,5 

197,19 

0,0066 14:i7 

151,19 

121,40 

0.001 2K04 

888,07 

200,48 

0,0070 3768 

142.09 

128,80 

0,0013 8109 

723,75 

203,60 

0,0074 5781 

134,09 

135,10 

0,0016 3245 

612,56 

206,57 

0,0078 7944 

126,91 

140,60 

0,0018 7931 

532,11 

209,40 

0.0082 8936 

120,64 

145,40 

0,0021 2320 

470,99 

212,10 

0,0087 0124 

114,92 

149,06 

0,0023 6893 

422,31 

214,70 

0,0091 1048 

109,76 

1 53,08 

0,0026 0627 

383,69 

217,20 

0,0095 1 734 

105,07 

156,80 

0,0028 4214 

351,85 

219,60 

0,0099 1656 

100,84 

ir.0,20 

0,0030 7623 

325,07 

221,90 

0,0103 2490 

96.853 

163,48 

0,0033 0760 

302,33 

224,20 

0,0107 2410 

93,248 

166,50 

0,0035 3762 

282,68 

226,30 

0,01 1 2630 

89,877 

169,37 

0,0037 6576 

265,55 

236,20 

0,0130 8980 

76,395 

173,10 

0,0039 9221 

250,49 

244,85 

0,0150 1690 

66,591 

177,10 

0,0044 4145 

225,15 

252,55 

0,0169 1114 

59,133 

181,60 

0,0048 8622 

204,66 

259,52 

0,0187 8612 

63,231 

186,03 

0,0053 2308 

187,86 

266,89 

0,0206 1660 

48,505 

190,00 

0,0057 5731 

173,69 
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Decimalbruch. 


Dtcln&l als Vorwort zeigt an, dafs der 
Becriff des Hauptworts, vor dem es sich 
befindet, in einer Beziehung zur Zahl 
10 steht. 

Decim&lbrnch ist ein Bruch, dessen 
Nenner die Zahl 10 oder eine ganze Po- 
1 3 7 

tenz von 10 ist: als — , , - u. s. w. 

’ 10 100 1000 

Die Schreibweise und nähere Erklärun- 
gen s. Bd. I, pag. 434, No. 4. 
Die4SpeciesdcrDecimalbrüche. 
1. Die Addition und die Subtraction 
geschehen wie mit ganzen Zahlen: Es wer- 
den Einer unter Einer, Zehntel unter 
Zehntel n. s. w. gesetzt und addirt oder 
snbtrahirt. 


Addition. 
0,34 
21,0873 
_ 420,451 
441,8783 


Die abgekürzte Xultiplication e. 
Bd. I, pag. 5. Hierbei ist zu bemerken, 
dafs auch vorgezogen wird, statt milder 
letzten Ziffer (6) des Multiplicators, mit 
der ersten (5) desselben anzufangen, so 
dafs 1927 die oberste und 23 die unterste 
Keiho der Partialproducte wird. 

4. Division. 

Regel. Vemlcke das Komma im Di- 
visor um so viele Stellen, dafs derselbe 
eine ganze Zahl wird; dann das Komma 
im Dividendus um eben so viele Stellen 
und dividire. Z. ß. 

1. Beispiel. 3,45:0,2. 

Hierfür schreib 34,5 : 2 und dividire. 

Denn es ist 

IMä 2 345 


0,3400 

21,0873 

420,4510 


100-10 
Nun dividirt: 


- = ^:2 = 34,5:2 


441,8783 

Bei der zweiten Darstellnng sind die 
fehlenden Declmalstellen durch Nnllzei- 
chen ersetzt um in den Summanden 
gleich viel Stellen zu erhalten. 

Subtraction. 

0,485 21,89- ' -21,890 

0,037 ^5,M8 _ 15,0 08 

"Ö,448 6,882 6,882” 

1 ,0005 ' 1 ,0005 

0,89 _ 0,8900 

“Ihiios” ~o7iio5“ 

2. Multiplication. 

Regel. Multiplicire Decimalbrüche, 
als wenn sie ganze Zahlen wären und 
gebe dem Product so viel Decimalstellen, 
als die Factureu znsammengenommen 
haben. 

Z. B. 0,34x0,86 Rechne: 

34 

86 


34,5 17,25 

2 

“14 

14 


5 

4 

”lÖ 

10 

Sprich: 2 in 3 geht 1 mal, in 14 geht 
7mal; hinter 17 wird das Komma ge- 
setzt, weil jetzt 34 Ganze dividirt sind. 

5 2 1 

2 in — geht — mal, bleibt — ; eine Null 

10 10 10 

i .- , , .,1 10 , . 10 

hinter 1 gesetzt gibt ; 2 in ~ 


204 
272 
0,2924 
10,5 X 0,07 
105 

7 

0,735 

Denn es ist 

.34 86 

0,34x0,86 = -^- gXj ^: 


Rechne 


2924 
' 1000 


= 0,2924 


und 


105 7 735 

10,5X0,07 = — X--^=j^ = 0,73o 
Eben so ist 

0,008 X 0,04 = 0,00032 

0,372106 X 0,0054 = 0,0020093724 
5,78 x 34 =196,52 

0,000054x3785 =0,20439 


Roht ,^m.al. 

2. Beispiel 0,0005 : 25 = 0,00002 
Hier ist der Divisor schon eine ganze 

Zahl. Also : 25 in 0 Einer geht 0 mal, 
0 gesetzt mit Komma dahinter; 25 in 

— geht 0 = ^ mal , die 0 als Zehntel ge- 
setzt, 25 in desgleichen in 

geht Omal, die Nullen als Hundertel und 
Tansendtel gesetzt, 25 in ® 

= 0 ■ii® Slelle gesetzt, 

lüüUÜ 

5 

hinter ö eine 0 gedacht macht — zu 
10000 
50 

löoööö’ 'li^idirt gehl 

3. Beispiel 2034:0,0018 schreibe 
20340000 ; 18 gibt 1130000. 
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So ist 400:0,25 = 1600 
40:0,25= 160 
4:0,25= 16 
4:0,025 = 160 
4 : 0,0025 = 1600 
0,0001 : 0,02 = 0,005 

45 : 0,1 = 450 U. «. w. 

4. Das Ansziehen einer Quadratwurzel 
s. Bd. I, pag. 241, No. 5; einer Kubik- 
wurzel Bd. I , pag. 242. Dafs die Klas- 
sentheilung der Potenz vom Komma ab 
geschehen mufs ist klar, denn es ist 

0 , 1 > = 0,001 


5. Ans der Lehre von der Division der 
Decimalbrüche entspringt die Kegel zur 
Verwandlung der gemeinen Bruche in 
Decimalbrüche, denn man hat nur nö- 
thig, die Division, welche der gemeine 
Bruch verlangt, auf die obige Weise wirk- 
lich ausznführen, indem man mit Beob- 
achtung des Komma dem Zähler Nullen 
anhängt Z. B. 

I 1.0 „ - 
T = T=”'“ 

' 3 3,00 

T = i- = 0,75 

l = li«^^- = 0,3333... 


l)a$ letzte Beispiel gibt einen Decimal- 
hrucb mit einer unbegrenzten Anzahl von 
Ziffern und dies geschieht bei der Ver- 
wandlung eines jeden Bruchs, dessen Nen- 
ner anfser der 2 und der 5 noch andere 
Primfactoren enthält. 

Dagegen hat ein solcher Decimalbrnch 
die Kigenschafl, dafs eine gewisse Anzahl 
von Ziffern in derselben Keihenfolge im- 
mer wiederkehrt. Z. B. 

i = 0,09 09 09 09 

— = 0,142857 142857 142857 

7 

= 0,02 27 27 27 27 

44 

Denn mit welcher Zahl und in welche 
Zahl man auch dividiren mag, so kön- 
nen immer nur so viele verschiedene 
Beste entstehen als der Divisor Einhei- 
ten enthält weniger 1. Z. B. bei der Di- 
vision mit 6 können nur die Reste 1, 2, 
3, 4, 5; bei der Division mit 5 nur die 
Beste 1, 2, 3, 4 Vorkommen, und da die 
zu dem jedesmaligen Best genommene 
Endziffer immer =0 ist, so hat man bei 
dem Divisor 6 die Partialdividenden 10, 


20, 30, 40, 50; bei der Division mit 5 
die Partialdividenden 10, 20, 30, 40. Wo 
also ein Best zum zweiten Mal verkommt, 
mnis eine Wiederkehr von Ziffern im 
Quotient beihnnen. 

S2S<» II 

„ . , ri- . • 1 1,0000000 „„„„„ 

Bei der Division — = =0,142857 

7 7 

erhält man auf einanderfolgend die Reste 
3, 2, 6, 4, 5, 1; und da der Dividend 
mit 1 anfängt, so fangen auch die wei- 
teren Reste wieder mit 3 an, werden der 
Reihenfolge nach dieselben und eben so 
ist es mit den ferner folgenden Ziffern 
im Quotienten. 

Man hat auch viele Fälle, wo die Ent- 
wicklung einer Zahl in einen Decimal- 
brncb bis ins Unendliche fortlaufende Zif- 
fern ohne Wiederkehr erzeugt. Dies 
findet I. B. statt, wenn eine Wurzel aus 
einer iinvollkomnienen Potenz gezogen 

wird als pä ; V'2 ; 1 '3 u. s. w. wie Bd. 1, 
pag. 241 , 242 u. f. wo bei dem Gewinn 
jeder neuen Ziffer in der Wurzel ein Rest 
entsteht, der noch nicht dagewesen ist 
und ebenso ein neuer noch nicht da ge- 
wesener Divisor hervorgeht. 

6. Decimalbrüche mit begrenzter An- 
zahl von Ziffern heifsen geschlossene 
D. ; mit unbegrenzter Stellenanzahl fort- 
laufende D. Letztere mit wiederkeh- 
renden Ziffern der Reihenfolge nach 
heifsen wiederkehrende oder cireii- 
lirende oder periodische D. Die im- 
mer wiederkehrende Reihe von Ziffern 
heilst Periode. Fängt die Periode mit 
der ersten Ziffer nach dem Komma an, 
so heifst der D. vollständig perio- 
disch wie: 0,47 47 47 ..; gehen nach dem 
Komma der ersten Periode eine oder 
mehrere Ziffern voran, so heifst der 
I). unvollständig periodisch wie 
0,31 47 47 47.... Die Perioden heifsen 
Iziffrig, 2ziffrig, ...nziffrig, je nachdem 
sie aus 1, 2, ...n Ziffern bestehen. 

7. Ein geschlossener D. wird in 
einen gemeinen Bruch verwandelt, wenn 
man ihn als ganze Zahl in den Zähler 
nnd den zugehörigen decadischen Nenner 
darunter schreibt, wonach man wo mög- 
lich noch heben kann. Als 


0,575 : 


575 _ 
' looo' 


23 

40 


8. Ein vollständig periodischer 
D. ist = demjenigen gemeinen Bruch, der 
die Periode zum Zähler und den zu ihr 
gehörigen decadischen Nenner weniger 1 
zum Nenner hat. 


Z. B. 0,333... ist = 


3 

10-1 



I 
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0,27 27 27... 


0,296 296... 


27 _27 _ 3 

100 - l ” 99 " n 

296 _ 296 _ ^ 

lOOÖ - 1 “ 999 ~ 27 


Denn cs sei 0,abcd . n abcd n — 
ein l). son n liffrigcr l’criqde, der zu die- 
ser Periode gehörice decadische Nenner 
also = 10', sein Werth = x, so hat man, 
wenn man mit 10s muttiplicirt 

10'x = o6cil...n, abcd . ...» o6ci/ .... « 

hieran 

x= 0, abcd.,, nabcd,., n 

folglich snbtrahirt , wobei die Dccimal- 
steTlen sich aniheben 


and 


(10* — 1) X = abcd n 

abcd . ,.» 

* “ lo'Wi' 


0. Ein unTollständif^periodischer 
D. ist demjenigen gemeinen Bruch des- 


sen Zähler = ist der Differenz tsrUrhen 
den Vorziffern + der ersten Periode als 
ganze Zahl und den Vorziffern allein als 
ganze Zahl^ und dessen Nenner = ist dem 
Product aus dem zur Periode ohne Vor- 
ziffern gehörenden decadischen Nenner 
weniger 1 mnitiplicirt mit dem zu den 
Yorziffern gehörenden dekadischen Nen- 
ner. Z. H. 


0,3555... -(io-l)xl0"90 4& 

270 - 27 249 

0,27 6bb... -(,o_"i)xiÖO~ 900“ 

0,00 15 **-"=jiööri) 7 Toö“ 99oo' 

Denn es sei 


300 

1 

’ 660 


0,abc...m.iBC.... N .iBC....N 

ein D. dessen Perioden ABC...N aus « 
Ziffern bestehen, welchen in Ziffern abe...m 
voranstehen , sein Werth sei * so ist 


und 


lO—x ~ abc,,.a%t ABC , . . . JV ABC iV. . . . 

10* • 10— X = abc,,.m ABC,,,Nt ABC..,.N ABC.... N,.,. 
folglich Bubtrahirt, wobei die Docimalstellen sich aafliebeo 
lO-ClO* — l)x = abc,,.m ABC... N — abc..,.m 
abc- ..m ABC .. . N — abc....m 
* “ (lÖ’i- 1) 10« ~ 


.\nmerk. Sollte es nicht angemessen auch folgende Form geben: Der Werth 
gefunden werden, dafs man Buchstaben in einer naiffrigen Periode al.s ganae Zahl 
dekadischer Ordnung wie Ziffern .schreibt, sei A so ist der Werth des vollständigen D. 
0 kann man den Beweisen ad 6 und 9 


X 

mit 10" multiplicirt gibt 

10 'X 


^ + + A + , 

10" 10'-’» l(f>« ^ 10>" ^ 


10" 102« ^ lOS" 10'" 


subtrahirl gibt, da sämmtlicho Glieder der oberen Reibe gegen die ihnen glcicheu 
Glieder der unteren Reihe sich aufhehen 


woraus 


10 'X — X = .4 

A 

*“ 10" - l 


Es sei bei dem unvollständig periodi- 


schen D der Werth der m Voniffern, diese 
als ganze Zahl = B, so ist der Werth des 
Bruchs = 


_ B A A_ A 

^ “ 10«I 10'«-t-2" 

mit 10"' mnitiplicirt gibt 

10"'x = fi -f ~ -F 

Diese Gleichung mit 10" innlt^dieirt gibt ^ 

10". . lO'x = 10" ß -F ^ -F -F j -F j + 

Die zweite Gleichung von der 3ten abgezogen 
lO-lO 'X - 10-x = lO’ß -F .4 - Ä 
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10»Ä+ A- B 
woran« x= .,T« — 

( 10 * - 1 ) 10 " 

Rechnung mit )>e rio <) i«chen 
ci ma I b nie b en. 

10. Da alle gesrhlo.«.«ene und alle pe- 
riodische 1). au? bestimmte in gemeinen 
Krüchen darstellbare Werthe znrückge- 
führt werden, alle nbrigeu D. aber irra- 


tional sind, so rnnfs ans den Recbnnn- 
gen mit geschlossenen und mit i>eriodi- 
schen I). wiederum ein geschlossener oder 
ein periodischer Decimalbruch als Resul- 
tat hervorgehen, sobald man nicht abge- 
kürzt rechnet und die vielleicht schrift- 
lich weggelassenen nächst folgenden Zif- 
fern der Periode unberücksichtigt läfst. 

Addition; Beispiele 


1) 0, 254 
_0, 777 77.^ 
1,051 77.... 

4) 0,24 24.... 
0,55 55... 
0,79 70... 


2) 0, 38 

0,056 56. ... 
~ü,43 65 65.... 

5) 0,2525 25..' 
0,00 77 77... 
^0726 03 03 .... 


3) 0,24 24... 

0, 75 75... 
0,9999...= 1 

6 ) 0,22 222 ... 

_0, 34 7 77... 

0, 56 99 . . . . = 0,57 


7) 0,253 253 253... 

0,65 65 65J5 65... _ 
~ 0, 909~8 1 8 909 8 1 8 . . . . 


Snbtraction; 
I) 1,254 
0 . 77 77 ... 
0,476 222.... 

3) 1,24 24 24.... 

w _0, 75 75 75 

0, 48l8' 4^777 


eispiel e 
2) 0, 38 

0, 0.56 56... 

0,32 343 343.... 

4) 1,24 24... 

0, 55 55 .. . 
~o778 78 78 . 7.7 


5) 0,252525... 6) 0,56855.... 

0,00 77 77.. 0,555 55... 

"0, 24 47 47.... ~0,013 

7) 0,56 56....’ 

0,243 

0, 322 65 65 . . . 

Multiplication: 

1. Beispiel 3879x0,777 

Multiplicire 7 x 3879 so erhält man 27153 
als Partialprodnkt je<ler einzelnen Mul- 
tiplicationsreibe. Jede vollständige 
senkrechte Ziffernreihe besteht aber aus 
der .Summe der Ziffern dieses Partial- 
products = 3-b5-bl + 7-b2 = 18, hierzu 
von der vorherigen senkrechten Reihe die 
Zehnerzahl 1 addirt gibt 19, betrachte die 
19 als die Summe der letzten vollstän- 
digen senkrechten Reihe so schreib 9 
1 (im Sinn) -b 5 -I- 1 -|- 7 -i- 2 = 16; 

6 vor die 9 geschrieben 69 
1 (im Sinn) -f 1 -b 7 -b 2 = 1 1 ; 

1 vor die 6 geschrieben 169 
1 (im Sinn) -b 7 -b 2 = 10; 

0 vor die 6 geschrieben 0169 
1 (im Sinn) -b 2 = 3; 

3 vor die 0 geschrieben 30169.. 
nnd es ist 

3879 X 0,777 .... = 3016,999 = 3017 


Die wirklich ausgefnhrte Multiplication 
hat die Gestalt. 

2(7153) 

27(153) 

271(53) 

2715(3) 

27153 

27153 

3016,99 

Das Komma bestimmt sich ans dem 
gleich bleibenden Partial prodnet 27153, 
welches man als 0,7x3879 betrachtet, 
so dafs eine Decimalstelle abgeschnitten 
wir«l. 

2. Beispiel. 

305217X0,341 :H1 

Die Periode besteht au« mehreren Zif 
fern. 

Multiplicire mit nur einer Periode die 
Zahl. Man erhält :K),5217x.34I=104078997. 

Nun liefse sich hier dieselbe Regel wie 
bei dem ersten Beispiel anwenden, man 
hätte nur zu beachten, dafs wenn die 
Producte aus den folgenden Perioden hin- 
zutreten, die auf einander folgenden voll-, 
ständigen senkrechten Reihen bestehen 
aus der 1. -b 4. -b 7. Ziffer = l-b0-b9 = 0 
aus der 2. + 5. -b 8. Ziffer = 0-b7;b9 = 16 
aus der 3. -b 6. -b 9. Ziffer = 4-b8 + 7 = l9 

Um nun hei Anwendung der Regel 
keinen Irrthum zu begehen ist es besser, 
wenn man die Reihen wirklich unterein- 
ander setzt und addirt, uämlich 
1114(078 997) 
104078(997) 

104078997 

104078997 

I04l83,l8ÖT8Öl8“oT7^ ' 
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Das Komma bestimmt sich wieder aus dem Torigen Beispiel der Periode noch 
dem Partialjtrodnct der ersten Periode die Ziffern 76 Toran, ist also die Au/- 
305*217x0,341 = 104078,997 gäbe; 

3. Beispiel. Ist der IJ. ein unvoU- 305217x0,76341 341.... 
ständig periodischer D., stehen z. B. in so bat man aus dem vor. Bsp. 


305217 X 0,00 341 341 ... = 1041, 83 180 180. . . . 

hierzu 305217x0,76 =231964,92 

Product = ^3006, 75l80 I80...T 


Hat man periodische D. mit periodi* 
sehen D. zu multipliciren so geschieht 
dies einfacher wenn man dieselben in 
gemeine Bruche verwandelt ; desgleichen 
bei Division durch periodische D. 

11. Ein ])., der weder geschlo.ssen noch 
periodisch ist, kann in seinem Werth 
nicht angegeben werden, z.B. der D., wel 

eher 1 15 ausdrückt und der als eine ir* 
rationale Zahl aus unbegrenzt vielen Zif- 
fern besteht, ohne Perioden zu enthalten 
Man gibt dessen Werth also näbcnuigs- 
weise auf eine bestimmte Anzahl DecD 
malstollen an, wobei man mit deren An* 
zahl, wie bei den Logarithmen geschieht, 
den Grad der Genauigkeit beliebig fest- 
stellt oder wabrnimmt. 

Declmalfhik ist der Fnfs als der lOte 
Theil der Ruthe, wenn diese, wie in Preu- 
fsen, das Normallängenmaafs ist, und er 
wird wieder in 10 Deeimalzoll, der 
Zoll wieder in 10 Decimallinien ein- 
getheilt Decimalruthe sagt man nicht, 
sondern schlechtweg Hut he, weil das 
Vorwort: Decimal nur auf diejenige 
Gröfse sich bezieht, welche der lOte Theil 
einer anderen Gröfse ist und weil die- 
selbe Kuthe auch andere Kintheilungen 
erhält, wie in Preufsen für Werkmaafs 
in 12 Fufse, so dafs die Kuthe als Werk- 
maafs unnützer Weise Duodccimairutbe 
genannt werden würde. Ist der Fufs das 
NormalmaaTs, so nennt man ihn aus dem- 
selben Grunde schlechtweg Fufs. 

Decimalliaie s. u. Dccimalfufs. 

DecbDalmaaft ist ein Maafs mit Be- 
cimal-Kintheilnng, wie in Preufsen für 
Feldmesser die Längen- und Fiächen- 
maafse, wenigstens die Ruthe und die 
□Ruthe; die Meile gehurt schon nicht 
mehr dazu, denn sie hat 2000 Ruthen; 
der Morgen auch nicht, denn die.^er ent- 
hält 180 □Ruthen. Mit den Knbikmaafsen 
und den Münzen haben wir ebenfalls 
nicht Decimalmaafse , jedoch sind die 
neuesten Gewichte, das Zollgewicbt, 
in Centnern und Pfunden wenigstens, 
nach dem Decimalsystem eingerichtet; 
das unmittelbar hierauf folgende Loth 


ist wieder, statt yio oder */ioo Pfund zu 
sein, */io desselben. 

ln Frankreich ist die DecimaUheilung 
ganz allgemein eingefübrt Das Normal- 
UngeDmaafs, dasMete r (etwa 3'2"preul.« ) 
ist m lOtel, lOOtel, lOOOtel, in Deci‘me- 
ter, Centimeter und Millimeter 
getheilt ; auch die grpfseren Längeomaalso 
sind lOfacbe, lOOfacbe, lOOOfacbe und 
10000 fache des Meters; nämlich das 
Decameter, das Hectometer, das 
Kilometer und das Miriameter. 

Desgleichen die Feldmaafse: Die Are 
ist = JOOG"* = l □Decameter, sie ist ein- 
getheilt in lOOCentiaren zu !□*, 100 
Aren sind = der llectare 

Desgleichen die Körpermaalse: die 
Stere, eingetheilt in 10 Decisteren,^ 
ist der Cubikmeter. Das Liter, zu 10 
Deciliter zu 10 Centiliter zu 10 
Milliliter ist = dem Kubikdecimeter 
= ^^ubikmoter; 10 Liter sind der Do- 
caliter, 10 Decalilor der Hectoliter, 
10 Hectoliter der Kiloliter. 

Desgleichen die Gewichte: das Gramm 
ist da.s Gewicht eines Cubikdecimeters 
de.stUlirten Wassers bei seiner gröfsten 
Dichtigkeit. Es wird eingetheilt in 10 
Decigramme zu 10 Centigramme zu 
10 Milligramme. 10 Gramme sind das 
Decagramm, 10 Decagramme sind das 
Hektogranim, 10 Hcctogramm das Ki- 
logramm. (2 Zollpfund), 10 Kilogramme 
sind das Miriagramm. 

Endlich haben die Münzen ebenfalls 
Decimalsystem: 1 Franc ist = 100 Cen- 
times. 

Da.s Decimalsystem bei Maafsen ge- 
währt eine gralse Erleichterung beim 
Rechnen, weil jedes kleinere Maafs als 
Decimalbrnch geschrieben werden kann, 
.so dafs nur immer wie mit ganzen Zah- 
len zu rechnen ist. 

Dedmalstellen oder Decimalcn sind 
die Ziffern, welche zu einem Decimal- 
brucli gehören. 

D6Cll&&l8y8t6in ist im Allgemciuen jedes 
»System, bei welchem alle Gradnirungen 
nach Zehnteln und Zehnfachen gesdie- 
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hen. Im Besnndern Ut D. (rl^i<^hhcden- 
tend mit dem dekadUrhen Zahlenayatem. 

DeclmalzahleD sind die nach dem de* 
kadischen System geschriebenen Zahlen. 

DeckOQg in der Geometrie s. v. w. 
Congrueuz (s. d.) 

Declination eines Gestirns s. t. w. 
Abweichung eines Gestirns (s. d.). Sie 
i.st für die Gestirne oder die Orte des 
Himmels das, was für die Urte der Krd* 
Oberfläche nördliche nnd südliche geogra- 
phische Breite ist 

Declinationskreis s t. w. Abweichungs- 
kreis (s. d.). 

Decrement ist der Unterschied zweier 
aufeinander folgender Glieder einer ab- 
nehmenden Keine, im Gegensatz Ton In- 
crement, dem Unterschied derselben 
bei einer zunehmenden Reihe. Kur beide 
sagt man jetzt allgemein: Differenz. 

DeflnitiOD ist die Darstellung aller we- 
sentlichen Merkmale eines Gegenstandes 
zu seinem Begriff, (s. d.) Dieser ent- 
steht also durch die Zusammen.stellung 
aller Vorstellungen, sowohl der die dem 
Gegenstände mit noch anderen von ihm 
verschiedenen gemeinsam sind als der, 
die ihm allein ziikommon. 

Bei mathematischen D. darf man keine 
Eigenschaften als Merkmale angeben, de- 
ren Vorhandensein mler Muglicnkeit erst 
erwiesen werden mub. Dafs ein Quadrat 
diejenige 4seitigo Figur ist« welche lauter 
gleiche Seiten und 4 rechte Winkel hat, 
hätte Euklid in No. 30 nicht voranstellen 
sollen; erst mufsto bewiesen wenlcn, dab 
in jedem Viereck die Summe aller 4 Win- 
kel = 4 Hechten ist , dafs also 4 rechte 
Winkel in einem Viereck möglich sind. 
Desgleichen war die 27te Erklärung, dafs 
Triangel rechtwinklig helbcn wenn sie 
einen rechten Winkel haben, nicht vor- 
aniastellen; es mufste erst erwiesen wer- 
den , dab ein Dreieck nicht 3 und nicht 
3 rechte Winkel haben kann, wenn man 
die Frage nicht hären will, wie ein Dreieck 
mit zweien oder dreien Hechten Winkeln 
beibe. Können doch in späriseben Drei- 
ecken alle 3 Winkel rechte sein. 

Dehnbar ist ein Fossil, wenn es sieb 
durch einen Hammer oder zwischen Wal- 
zen strecken labt. 

Dekadlk, dekadisches System, zebn- 
theiliges System nämlich Zahlen- 
system ist da.s System nach welchem 
die Zahlen« d. h. die verschiedenen fran- 
zeo Vielfachen der Einheit aiisgespro^en 
und gesebriehen werden. Das System 


besteht darin, dtls die Zahlen von der 
Einheit ab aufwärts in KIa.ssen gebracht 
sind, von denen iede als höch.stes Viel- 
faches die 9fache Einheit derselben Klasse 
enthält, so dab die lOfache Einheit der- 
selben Klasse schon die Einheit der fol- 
genden Klasse ausmaebt; und zwar wie 
in der mündlichen so in der schriftlichen 
Bezeichnuugsweise. 

Wie nämlich die grobe Anzahl von 
Wörtern, aus welchen eine Sprache be- 
steht, nur wenige Urlaute hat und mit 
nur wenigen verschiedenen Buchstaben 
ge.schrieben wird, so sind für jede noch 
so grofse Zahl nur wenige Urzablwörter 
erfimlerlich und nur 9 verschiedene Zahl- 
zeichen reichen aus, (Null ist keine Zahl 
und also ist das Nullzoichen kein Zahl- 
zeichen) um sie lesbar <iarzustellep. 

Die Urzablwörter sind die ersten 10 
Zahlen von 1 ab bi» 10, also die 9 ver- 
schiedenen Vielfache der ersten Klasse 
und die darauf folgende Einheit der zwei- 
ten Klasse , nach welcher das ganze Sys- 
tem den Namen führt. Dann die Zahl 
Hundert, die Zahl Tausend und die Mil- 
lion, welche» eine neuere Bezeichnung 
ist. Alle übrigen Zahlen werden mit al> 
geleiteten Zahlwörtern bezeichnet: Zwei- 
zig, Dreizig (Zwanzig, Dreibig sind Sprach- 
ausnahmen), Vierzig... Neunzig sind die 
2, 3, 4, .... 9facheu der Zahl 10, der 
Einheit der zweiten Klasse; die Hunderte 
werden gezählt, do.Hgleicheii die Tausende 
und die Millionen. Alle zwischen lie- 
gende und die aus allen Klassen zusam- 
menge.setzten Zahlen werden als Rcchen- 
exempei ausgesprochen. Z. B. 

987Ö5321 

Acht und Neunzig Millionen, sieben 
mal hundert fünf und sechrigtausend drei 
hundert und ein und zwanzig. D. b. man 
rechne das Excmpel aus: 

(8-i-i)Xl0) 1000000 + (7x 100 + 5 + 6x10) 
X 1000 + 3x100+ 1 + 2x10. 

Wie man aus den alten Sprachen er- 
sieht war schon das dekadische System 
bei den gebildeten Völkern des Alter- 
thums in Gebrauch, aber auch wilde Völ- 
ker zählen nach Zehnfachen, was jeden- 
falls von den 10 Fingern herkommt, die 
an beiden Händen eines Menschen sich 
heflnden, wie auch heut bisweilen noch 
i)ei uns an Fingern abgeifäblt wird Die 
dekadbebo Schreibart dagegen ist mit den 
dekadischen Sprachweben nicht zugleich 
erfunden worden: die Griechen liedienten 
sich der Bnchstaheii ihres Alphabet.»« die 
beschwerliche Zublscbreibung der Körner 
ist bekannt. Das jetzt allgemein gebräuch- 
liche dekadische Schreibsystem ist eine 
Erflndung und zwar eine uralte Erfindung 
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der Inder (auch ein Xiillzeichen hatten 
sie), irmi denen die Araber es uns erst 
spät herüber pebraeht haben, so dnfs das 
System im i:itcn Jahrhundert noch erst 
wenig bekannt war. 

Dekadische Brüche sind Krürhe, deren 
Zähler 1 und deren Nenner dekadische 

Zahlen sind als — , ^ — . 

10 100 ’ 1000 

Dekadische Erginzang einer Zahl ist 
der liest, wenn man ilio Zahl von der 
zunächst gröfseren dekadischen Zahl ab- 
zicbt. Die dekadische E von der Zahl 
44 ist 100-44 = 50. 

Dekadische Ganze nennt man die de- 
kadischen Zahlen im Gegensatz zu de- 
kadischen Brüchen 

Dekadische Zahlen sind die Eins und 
die ganzen Potenzen von Zehn, näml. 1, 
10, 100, 1000 u. s. w. 

Dekadisches Zahlensystem s. t. w. 

Deladik. 

Dekagon ist das reguläre Zehneck. 

Dek^onalzahl, zehneckige Zahl 
ist diejenige Polygonalzahl deren zn 
(■runde liegendes Polygon das Zehneck 
ist. Die Zahlen .sind nämlich die Anzahl 


Pig :,x. 


der Punkte, welche die Ecken und die 
Seiten in gleichbleihenden Entfernungen 
von einander aufnehmen, wenn die Seiten 
des Polygons ein, zwei, drei, . . .. nmal 
vergröfsert werden. Eig. 556 macht dies 
anschaulich. Aa..A ist das Zehneck, 
dessen Seite = 1 ist; die Ecken enthal- 
ten in Summa 10 Punkte, mithin ist lO 
die Grundzahl der Reihe für die Dzahlen. 

Indem man sich vorstellt, dafs das 
Zehneck bis zu dem Punkt A, von dem 
man bei der Oonstruction sämmtlicher 
die Reihe erzeugenden Polygone ausgeht, 
wenn man die Seilen immerfort kleiner 
nimmt, verschwindet, so dafs das Poly- 
gon in dem Punkt A nur einen Punct 
bildet, ist 1 die erste Zahl der Reihe, 10 
die zweite Zahl. 

Verlängert man nun die beiden Seiten 
Aa bis i um dieselbe Länge Aa und 
construirt das Zehneck, dessen Seiten von 
der I.änge Ab sind , so erhält jede Seite 
des zweiten Polygons noch einen l’unkt 
in der Mitte. Zu den schon anfgezählten 
10 Punkten kommen nun hinzu; 9 Punkte 
5 in den Ecken und 8 Punkte e in den 
Mitten von noch 8 Seiten, zusammen 
also 17 Pnnkte, und die 3te D. ist — 
10-1-17 = 27. 

Verlängert man wiederum die beiden 
Seiten Ab bis d um die Länge An = I, 
so erhält jode der bei- 
den Seiten 2 Pnnkte 
in der Mitte; con- 
stmirt man nnn das 
zu diesen Seiten Ad 
gehörige Zehneck, so 
kommen zu den 
schon aufgezählten 
27 Punkten noch 9 
i’unktc d in den 
neuen Ecken hinzu 
und 2 Punkte e in 
jeder der noch nicht 
anfgezählten 8 Sei- 
ten, ai.so 16 Punkte, 
in Summa kommen 
9'i-16=25Pnnkte hin- 
zu und die 4te D. ist 
= 27-1-25 = 52 n.s.w. 


Die erste D. ist = 1 


die zweite D. 

= 1-b (9) = 10 
die dritte D. 

= 10-K9-bl-8) = 27 
die vierte D. 

= 27-f (94-2.8) = 52 
die fünfte I). 

= 52 -f (9-1-3. 8) = 85 
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di« nie D. 

= X + [9 + (it “■ 2) 8] = J + (8n - 7) = j 
■wenn man mit x lUe (« — l)to I). be- 
zeichnet. 

Die eingeklammerten Zahlen bilden 
also die erste DitTerenzenreihe der D reihe 
und es ist dieselbe 

1 . 9 • 17 • 25 • 33 • 41 

bildet man von dieser Reihe die Diffe- 
renzen, so erhält man dieselben einander 

f gleich, = 8. Es ist also die Reihe der 
). .eine Reihe der zweiten Ordnung, von 
welcher das erste Glied der ersten Diffe- 
renzenreihe = 1 und ron der wieder die 
Differenz = 8 ist. Man erhält das «tc 
Glied der D reihe aus der Summe der 
ersten n Glieder der Differenzenreihe 

= L+(®“.Hll.„ = „(4n-3) 

(s. Arithmetische Reihe, pag. 120, 
No. 7, Formel 7). 

Man hat also die arithmetische Dar- 
stellung der Reihe 
Differenz 

8 8 8 8 8 8 

Differenzenreihe 

1 9 17 25 33 41 .... 8» - 7 

Dekagonalzablen 

>1 10 27 52 85 12G .... «(4b - 3) 

DeltoMdOdek&eder , Hemitriakisoktae- 
der, Halbdreimalachtflächner, Trapezoid- 
dodekaeder, ein Krystall von 12 Flächen, 
24 Kanten und 14 Ecken. Die Flächen 
sind symmetrische Trapezoide. Von den 
Kanten sind 12 schärfere und längere, 
12 stumpfere und kürzere. Von den 
Ecken sind’ 6 vierflächige symmetrische 
A, 4 dreiflächige stumpm B und 4 drei- 
flächige spitze C. 

Fig. 557. 



DemODStrfttiOn s. V. w. Beweis, und 
zwar besonders ein unwiderlegbarer, ein 
apodiktischer Beweis. 

Depresslontwinkel ist der Winkel in 
einer V’ertikalebene von der Horizontal- 
Unie als dem festen Scheukel abwärts, 


im Gegensatz von Elevationswinkel, 
der von der Horizontalen aufwärts ge- 
messen wird. 

Descension eines Gestirns s. v. w. Ah- 
steigung eines Gestirns s. d. 

Degcensional-Dilfereni s. v. w. Abstei- 
gungs-Unterschied, s. d. 

OeTlatiOD ist die Abweichung eines in 
Bewegung betindlicben Punkts von einer 
vorherigen Richtung. 

Dlakauatische Linie, Diakanstica s. n. 
Brennlinie. 

Diagonal (dm durch, hinüber; ymna 
Ecke). Von einer Ecke zur andern hin- 
über. 

Diagonale, Diagonallioie ist eine ge- 
rade Linie, welche von einer Ecke einer 
ebenen Figur nach einer anderen, mit 
jener nicht zu derselben Seite der Figur 
gehörenden Ecke gezogen wird. Dieselbe 
kann auch aufserualb der Figur falleu 
und dies geschieht wenn die beiden Sei- 
ten einer Ecke einen convexen Winkel 
bilden. 

Hat die Figur n Seiten, also auch n 
Ecken, so ist die Summe aller möglichen 
D. in derselben = 4« (« — 3). Denn von 
jeder Ecke aus kann man (n — .1) 1). zie- 
hen ; von allen n Ecken ans also n(n - 3)D. 
Nun ist aber jede dieser «{« — 3) D. dop- 
pelt gereebnet, weil sie eine Erke zum 
Anfangspunkt und eine zum Endpunkt 
bat, folglich nur die Hälfte derselben 
= j«(« - 3) D. vorhanden. 

Das Dreieck hat ,!3 (3 - 3) = 01). 

das Viereck hat M(4 — 3) = 2D. 

das Fünfeck hat i5(5-3)=5D. 
u. s. w. _ 

Diagonalebene ist eine Ebene die durch 
3 nicht in einerlei l.’mfaugsebene lieMn- 
den Ecken eines Körpers gelegt wird. 

Diameter, Durchmesser einer krum- 
men Linie ist eine gerade Linie, durch 
welche irgend ein System von prallelen 
Sehnen dieser krummen Linie halbirt 
wird; ist das System der Sehnen recht- 
winklig mit dem D., so heifst der D. auch 
Axe. ln der Regel gebraucht man die 
Bezeichnung: Durchmesser, und nur 
beim Kreise sagt man auch Diameter, 
so wie man den Durchmesser des grofs- 
ten Kreises einer Kugel, also jede durch 
den Mittelpunkt liegende zwischen zweien 
Punkten imr Kugelolierfläche betindliche 
geraile Linie auch Diameter der Kugel 
nennt. 

Dichtigkeit eines Körpers ist das Ver- 
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biltnib seiner Masse zu dem Raum, den 
er einnünmt, also wenn mau ein kubi- 
sches Maafs als Einheit festsetzt , die in 
dieser Kubikeinheit ' befindliche Masse 
selbst. Ist M die Masse, I' das Volumen 

eines Körpers, so ist seine D. = y Be- 

M 

trägt V = « Kubik/ufs, so ist — die in 
einem Kubikfufs Raum befindliche Masse 

und D. = — . 

n 

Die Masse eines Körpers besteht in der 
nnzählbaren Menge seiner materiellen 
Theile; man hat von derselben nur einen 
relativen BegriS' und zwar dadurch, dafs 
man sie den gleichen physikalischen Er- 
scheinungen nach mit der Masse eines 
andern Körpers vergleicht und dies er- 
möglicht die Anziehungskraft unsres Erd- 
körpers, indem diese auf jedes einzelne 
Massenclement eines jeden Körpers eine 
gleich grolse Einwirkung ansübt, womit 
die Erde dafür von jedem einzelnen Mas- 
senelement einen gleich grofsen Druck 
empfängt, welcher sich durch Gewicht 
ausspricht 

Haben 2 verschiedene Stofle von einerlei 
Volumen die Gewichte Q, q\ die Massen 
M, m und beträgt der Druck eines Mas- 
senelements auf den Erdkörper, d. h. das 
Gewicht des Elements g Gewichtseinhei- 
ten so ist gtl — Q und gm = q 

also M :m = — : — = Q:q 
9 9 

d. h.’die Massen zweier Körper ver- 
halten sich wie deren Gewichte 
bei einerlei Voinmen. 

Ist das Voinmen beider Körper = V, 
so sind die Dichtigkeiten O, d beider 

Stoffe =-y und daher hat man 

.. 99 m .. 

D:d=-y-.y = M:m = Q:q 

nnddie Dichtigkeiten beiderStoffe 
verhalten sich wie deren Gewichte 
bei einerlei Volumen. 

Versteht man unter .S, $ die Gewichte 
der Volumeneinheit dieser Stolle, d. h. 
die specifiseben Gewichte, wenn man das 
Gewicht eines bestimmten Stoffes wieder 
als Gewichtseinheit festsetzt, so ist Q=S- V 
und g = i' y 

Also l) :d = Jll : m = Q : q = S : t 
also die Dichtigkeiten zweier 
Stoffe verhalten sich wie deren 
specifische Gewichte. 

Aus diesem Grunde wählt man auch 
zur Einheit für die D. der Körper den- 
selben Stoff, den man zur Einheit der 


speeifischen Gewichte nimmt, nämlich das 
destilirte Wasser in dem Zustande seiner 
mfsten Dichtigkeit bei 4° C. Nur bei 
den Gasen legt man auch die trockene 
atmosphärische Luft bei 0,76'" Druck 
Quecksilbersäule und 0° C. zu Grunde. 
Es wird demnach die Dichtigkeit und das 
specifische Gewicht eines Körpers durch 
einerlei abstracte Zahl ausgedrückt. 

Dicke ist die dritte der drei Dimen- 
sionen eines körperlichen Raumes oder 
eines Körpers. Man sagt: Länpe, Breite, 
Höhe null für Höhe auch Starke oder 
Dicke. 

Oidodekaeder (>f>c zweimal) Zweimal- 
zwölffläch ner. Sechs und sechs- 
kant ner i.st ein Krystall von 24 Flächen, 
36 Kanten in 14 Ecken in nebenstehen- 
der Form, bestehend aus zwei Pyramiden 


Fig. 558. 



mit gemeinschaftlicher symmetrischer 12- 
seitiger Basis. Die Flächen sind ungleich- 
seitige Dreiecke, daher die Kanten und 
Ecken dreierlei. Von den Kanten sind 
24 Scheitel- oder Endkanten, von denen 
abwechselnd je 2 und 2 einander gleich 
sind A und A, B und B, ferner 12 .Sei- 
tonkanten D in der Ebene der Basis. Von 
den Ecken sind 2 symmetrische 12flächige 
Ecken C und 12 vierflächige Ecken von 
denen die, welche die Kanten A und die, 
welche die Kanten B verbinden unter- 
einander symmetrisch sind. Die Ebene, 
welche durch 2 Paar einander gegenüber- 
liegende Endkanten gelegt werden sind 
Rhomben, die Hanptaxe verbindet die 
Ecken C. 
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Ein Mehreres über diese KrysUUform 
kann erat später erfolgen. 

Differeni ist das Resultat einer Snb- 
traction, oder anch der Theil, um wel- 
chen eine Oröfse Termehrt oder rermin- 
dert werden muEs, oder auch die Menge 
der Theile oder Einheiten, welche man 
einer Oröfse hinzufügen oder Ton ihr hin- 
wegnehmen mufs um diese einer anderen 
Oröfse derselben Art gleich zu machen. 

Die Differenzen gewähren einen ganz 
besonderen Kotzen beim practischen Rech- 
nen, namentlich bei der Aosrechnnng 
auf einander folgender Werthe gegebener 
Reiben nnd Formeln. So ist s. B. Bd. 1, 
in dem Art .Briggische Logarith- 
men*, No. 2, pag. 437 gezeigt, wie man 
mit Hülfe der Differenzen Loprithmen 
Ton Zahlen erhält, für die sie in den 
Tafeln nicht aufgefübrt sind. In dem 
Art. Cobiktafeln pag 154 ist angegeben, 
wie man diese für die aufeinander fol- 
genden ganzen Zahlen mit Hülfe der 
beiden Differenzenreihen erhält 

Band I, |>ag. 201 ist die zur Berech- 
nung der Nolumen des Wassers bei den 
Terschiedenen Temperaturen Ton 0° C. 
bis 30® Ton Hallström aufgestollte For- 
mel Toii der Form; 

F = 1 - AH- «l> - Cl‘ 


Die Werthe der Constanten sind: 

A =0,000057577 
«=0,0000075601 
C = 0.000000035091. 

Nachdem ich die nach Torstehender 
Formel berechnete Tabelle in den meisten 
Zahlen unrichtig gefunden, indem näm- 
lich die Differenzen der aufeinander fol- 
genden Werthe auffallend nnregelmärsim 
Interralle zeigten, berechnete ich aie 
pag. 201 stehende Tabeile mit Hülfe der 
Differenzen nach folgendem Verfahren, 
wobei zu bemerken, dafs die mir Torge- 
legenc Tabelle sämmtliche Zahlen auf 
6 Decimalstellen enthält und dafs mithin 
eine Rechnung bis auf 9 Decimalstellen 
genüjgte, wenn die neue Tabelle 6 Stel- 
len richiig haben sollte. Ist nach obiger 
Tabelle Kffir ( berechnet, so erhält man 
für » = (I -I- 1) 

K' = l- A(l-H)-f B(f-|-l)>-C(»-f I)* 
hierron I' abgezogen, gibt 
y>-y=(- A +Ä-C) + (2«-3C-3C0l 
oder 

F'= r-K- A+ ff - r)-K2»-3C-3C0f 
Nach den oben angegebenen Werthen 
Ton A, ff, C hat man 

-A + /l-C = - 0,000050052 
2 ff - 3C = + 0,0000 1 50 1 5 
- 3C X f = - 0,0000001 05 X f 
Nun ist nach der Formel für f = I 




F = -H 

— 0,000057577 
-P 0,0000075601 
-0,0000000351 
r = -P 0,999949948 
hierzu 0,999949948 
- A -P ß - C = 0,000050052 

2Ä-3C- 3Cx 1 = 0,000014910 

gibt F (für f = 2) = 4-0,999914806“ 
hierzu - 0,000050052 
nnd -p 0,000015015 
2 X 0,000000105 = - 0,000000210 

2 X 0,000014805 = -P 0,000029610 
gibt K (für f = 3) = -p 0,9998943W " 

11 . s. w. 


Um die Tabelle für f Ton 30° bis 100° 
fortzusetzen , mufste F für f = 30° nach 
beiden Formeln berechnet werden und 
ich erhielt, wie pag. 201 angegeben 
F(für f = 30°) = 1.0W184. 

Da nun dieser Werth beiden Formeln 
angehört, so kann er für die Berechnung 
der folgenden Volumen, die allein der 
zweiten Formel angehören, nicht Sum- 
mand sein. Demnach mufste F für f = 31° 
nach der zweiten Formel speciell berech- 
net werden. 


In dieser Formel ist 

A =0,0000094178 
« = 0,00000533661 
C' = 0,00000001 04080 
Man hat also 

- 0,0000094 178x31 = - 0,00029 1 952 

•P0,00000533661 X31* = -f 0,005128482 

- 0,0000000104086 X 31‘ = - 0,000310083 

gibt F(für 1 = 31°) = -Ti, 004526447 
Nun Terfährt man weiter mit Hülfe 
der obigen Differenzen und zwar ist 
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- A + B- C = - 0,000004092 
2Ä - 3C = + 0,000010642 
- 3C= - 0,000000031 
Also für V (bei I = 32"^ 

- 3Cx31 = - 0,000000961 
+ 2B-3C = -t- 0,00001 0042 
Summ» = + 0,0000096«! _ 
diese x 31 = + 0,0003001 1 1 
_^ + jJ_C = - 0,000004092 
hienu I’ (( = 31“) = + 1,00452 6447 _ 
giebt V (I = 32^ = + 1 ,004*22466 
Auf diese Weise ist nun bis V für 
I = 100° fortgefabren storden. 

2. Die Diflerenzen sind Ton grofser Be- 
deutung, wenn sie sich auf veränderliche 
Gröfsen beziehen, die von einander ab- 
hängig sind. Der gegenseitige Zusam- 
menhang dieser Differenzen begründet die 
höhere Analysis , nämlich die Differenzial- 
reebnung und die Integralrechnnng, wie 
dies in dem Art. »Analysis“ kurz ge- 
zeigt worden ist. Ausführlicheres darüber 
s. zunächst in den folgenden Artikeln: 
»Differenzial, u. s. w. 

OiffereBiengleicblttg ist eine Gleichung 
zwischen den Differenzen zusammenge- 
höriger Werfhe zweier von einander ab- 
hängiger veränderlicher Gröfsen. 

Ist y = X* 

und es wird y zu y + As wenn x zux+Ax 
wird, so bat man 
Sf + Ay = (-*^ + A-r)* 

= ,rH3i»Ax + 3x.Air’ + A^ 
bienron y = x* 

gibt die zviseben y and x bestehende 
Differenzengleicbung 

= 3x^ A X + 3x A x’ + A 
Aomerk. Die Bezeichnung A ßr 
DifTerenZy alsAx, die D. zwischen x + Ax 
und Ax ist allgemein, sie ist der An- 
faiigshuchstabe des Worts /hntfuiwy Un- 
terschied. 

DUrerentenonotient ist der Quotient 
oder dessen Werth, wenn man die Diffe- 
renzen zusamraentrehöriger Werthe zweier 
Ton einander abhängiger variablen Grö- 
fsen durch einander dividirt. ln dem 
Beispiel des vor. Art. ist der D zwischen 
y und x: 

^V = 3x>+3xAx+ A** 

Ax 

Dlfferensenrelhen sind die Reihen, 
welche entstehen, wenn man in einer 
arithmetischen Reihe (s d. pag. 11« No. 1 
und 2) die Differenzen der aufeinander 
folgenden Glieder bildet. 

DUrsrentenielchen oder Minuszeichen 
(-) B. algebraische Zeichen. 


>6 Differenzial. 

DUfereuUl einer Fnnction ist in dem 
Art. Analysis als Grenzwerth des Dif- 
ferenzenquotien der Function erklärt und 
der Begriff durch ein Beispiel erläutert. 
Die Erklärung des D. soll nur hier gründ- 
licher erfolgen: ’ 

Es sei y eine Gröfse, die dadurch ver- 
änderlich wird, dafs sie von der verän- 
derlichen Gröfse X abbänrt, also y als ab - 
hängig Veränderliche eine Fnnc- 
tion der Urveränderlichen x. Man 
bezeichnet dies abbängin Verhältnib all- 
gemein mit y = fx oder y = Fx oder 
y = f/x 11. S. w. 

Für jeden besonderen Werth, den man 
für X der ^ihe nach nehmen kann, hat 
y ebenfalls einen besonderen Werth. 
Nimmt man nun für x zwei auf einan- 
der folgciiiic Werthe x, x’ und beaeich- 
net die zu diesen gehörenden Werthe'von 
y mit y ntid y*, so ist y = fx und y' = fx'. 
Bezeichnet man den Unterschied x’-x 

mit Ax und y’-y mit Ay, »o kann 
man die beiden Werthe von x auch be- 
zeichnen mit X und x + Aa:, die von 
y mit y und y + Ay und man hat 

und y + Ay= Ax) 

Zieht man die erste Gleichung von der 
zweiten ab, so erhält man die Gleiehuug 
für den Unterschied der Fnnction 
Ay= F(x + Aa-)-f* 

Man nennt den Unterschied zweier auf- 
einander folgender Werthe der Veränder- 
lichen den Zuwachs der Veränderlichen, 
also ist Ax dcrZuwachs der Urveränderli- 
chen nnd Ay der Zuwachs der Function, und 
da man übereingekommen ist, immer den 
ersten Werth von dem zweiten abzuziehen, 
so ist der Zuwachs entweder addittv oder 
subtractiv, je nachdem der zweite Worth 
gröfser oder kleiner ist als der erste. 

Z. B. es sei y = ax’ 
so ist y + Ay = n (x + A*)’ 
also 

Ziy = a (x + Ax)’ - ax* = 2ax A» -t- “ Ax’ 
2. Es liegt aber daran, das Verhältnifs 
zwischen dem jedesmaligen Zuwachs der 
Function und dem Zuwachs der Urveränder- 
licheii zu erfahren, weil der Ausdruck dafür 
den Zusainmenhaiig beider Aenderungen 
am entsprechendsten darstellt; also 
» » j Ay F{x+C\x)~fx 

A,:Axoder^^= A*" ‘ ' 

, In dem obigen Beispiel ist 

^* = 2ax + «Ax 
A* 

Den Zuwfachs der Function durch den 
Zürbachs der Urveränderlichen dividirt 
1 nennt man den Zuwachsijuotieut oder 
den Differeuzenquotient. 
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3. Mit diesem letzten Befpiff wird der 
Begriff des Differenzials begründet. Wenn 
nämlich der Zuwachs Aa; der Urverän- 
derlichen x beliebig klein, oder wie man 
auch sagt, unendlich klein wird, so hat 

der Zuwachsquotient einen Grenz- 

werth und dieser macht das Differenzial 
der Function y aus. * 

Nimmt man z. B. in dem obigen Bei- 
spiel Az’ kleiner als jede noch so kleine 
angebbare Grülse, oder vielmehr nimmt 
man aAz kleiner, also um so viel 
mehr kleiner, als irgend eine noch so 
klein denkbare GrüFse, so wird auch die 
Differenz 


Äx 


— 2ax = a A X 


kleiner als Jede noch so kleine angebbare 
GröPse, 2ax ist also der Grenzwerth von 

- und zugleich das Differenzial von 
A* 


y = ax’. 

Das Differenzial einer Function ist also 
der Grenzwerth des Zuwachsquotienten 
der Function bei beliebiger Abnahme des 
Zuwachses A* der Urveränderlichen, oder 
für den Fall, dafs dieser Zuwachs unend- 
lich klein wird. 


4. Nach einer andern Begründung des 
Begriffs Differenzial läfst man Ax nicht 
unendlich klein werden, sondern man 

Am 

setzt A* = 0; dann ist — ganz streng 

= 2nx. Da mit Ax auch Ay = 0 wird, 
so erscheint der Differenzenqnotient un- 
ter dieser Annahme in der Form -^, eine 


unbestimmte Grüfse, die hier zu der be- 
stimmten Oröfse 2nx wird. 


5. Der Name Differenzial , den Leibnitz 
eingeführt hat, kommt natürlich daher, 
weil bei Bestimmung desselben zusam- 
mengehörige Differenzen auf einander 
folgender Werthe der Functionen und 
ihrer Urveränderlichen Vorkommen. 

Lagrange nennt den Grenzwerth des 
Zuwachsquotient Ableitung oder ab- 
geleitete Function. Das Differen- 
zial in dem obigen Beispiel enthält die 
Urvariable x, ist also eine Function von 
x; auch eine ab^Ieitete, weil .sie aus der 
ursprünglichen Function entwickelt ist; 
ist _ aber das D. eine unveränderliche 
Oröfse, wie dies vorkoinmt, so ist diese 
keine Function und kann nur Ablei- 
tung genannt werden. Es ist jedoch 
die Benennung Ableitung unbestimmt, 
da jede Function oder jede Gröfse, die 
aus einer anderen Function entwickelt 


wird, gleich viel auf welche Weise, eine 
Ableitung genannt werden kann. 

6. Die einfachste Bezeichnung des D. 
einer Function ist offenbar die , dafs man 
dem Functionszeichen den Anfangsbuch- 
staben des D. vorsetzt, also in dem obi- 
gen Beispiel dy = 2ax. Um aber das Zei- 
chen dy von dem eines Products zu un- 
terscheiden nimmt man, wie zuerst von 
Euler geschehen ist, ein 8 von einiger Ab- 
änderung und schreibt 8y = 2ox. 

Da es nun auch Functionen mit meh- 
reren Urveränderlichen gibt f (x, y, s) und 
da man die Differenziale dieser Functio- 
tionen bald in Beziehung auf die eine, 
bald auf die andere Urvariable zu neh- 
men hat, indem man die übrigen als un- 
veränderlich betrachtet, da man ferner 
das D. einer Function (y) in Beziehung 
auf die nächste Veränderliche (x), hierauf 
auf eine folgende Veränderliche (s), von 
der wieder x unmittelbar abhängt, zu be- 
stimmen bat, so mufs man ans dem Dif- 
ferenzial selbst ersehen können, auf welche 
Urveränderlicbe es sich bezieht. 

In dem obigen Beispiel bezeichnet y 
die Function, x die Urveränderlicbe und 

^ - ist der Differenzenquotient; um nun 

den Ursprung des D. ans diesem Quotient 
mit zu bezeichnen hat man für die Be- 
zeichnung des D. die Form des Quotient 
beibehalten und man schreibt das D. der 

Fnnctiou bei welchem man sich aber 

nicht mehr einen Quotient zu denken bat, 
welches vielmehr nur vergegenwärtigen 
soll, dafs diese Gröfse aus dem Quotient 
der Zuwachse zweier Veränderlichen ent- 
standen ist, von welchen das obere Zei- 
chen y die Function, das untere x die 
Urveränderlicbe bedeutet. 

Eine dritte Bezeichnung ist 8y = 2ox Bx 
indem man den Zuwachs der Urverän- 
derlicben bei dem D. als Factor sich denkt, 
ln dem obigen Beispiel war 

Ay = 2ax Ax -I- a Ax* 

Ax als gemeinschalUicben Factor hinter- 
gestellt gibt die Form 

Ay = (2ox -(• o Ax)Ax 
und für Ax beliebig klein entsteht die 
Differenzialformel 

8y = 2rtx 8x 

Eine vierte Bezciebnnngsart ist 
iiyj- = 2ax 

7. Enthält das D. noch die Urverän- 
derliche, so ist dasselbe ebenfalls eine 
Function der Urveränderlichen und es 
läfst sich mithin auch von dieser Func- 
tion das D. bestimmen. 

Das D. von 2ax erhält man bei dem 


U 
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oben angeieigfon Verfahren = 2o 
. 02rtx 

cs ist also ,, — = 2(J 
<lx 

Will man nun bezeichnen, lUfs dies 
D. das U. eines 1). der Kunction y ist, 

so schreibt man 2a = -^ - und nennt dies 
üx 


1). ein I). der zweiten Ordnung. 

Das D. = 2o enthält nicht mehr die L'r- 
Tcränderliche x, bei jedem Zuwachs von 
X bleibt das D. = 2a unverändert, 2a 
wäch.st nicht mit, e.s gibt also keinen 
Zuwuch.squotiont und kein 1). von 2u; 
wie überhaupt keine Constante 
ein Differenzial hat. 

Enthält dagegen ein I). zweiter Ord- 
nung, auch zweites Differenzial ge- 
nannt, noch die l'rveränderliche, und man 
nimmt von <lem zweiten D. wieder ein 
D., so wird dies ein D. dritter Ord- 
nung oder ein drittes D. 


Man schreibt es; 

ox 

lind so kann man DilTereuziale beliebig 
vieler Ordnungen von einer Function be- 
stimmen, wenn diese cs zuläl'st 
Man bezeichnet die D. verschiedener 
Ordnungen also; 

^ ® = ,l oder 8’j/ = .1 f)x oder — A 
ox 

^ ^ = .4 oder f)*« = .4 8x oder O’jj- = A 
O X 


= .4 oder t>''y=A 8x oder &"gx = A 

öx 

Hängt die Function (g) von mehreren 
rrveränderlichen (x, s) ab, und man hat 
dieselbe in Heziehiing auf jede von bei- 
den dilTerenzirt , so schreibt man 


. f ^ - — P oder (l^y = fOx • Os oder S-g ,,z = P 

öx - ÖS 

das D. , nachdem y in Heziehung auf x, nmal, in Beziehung auf a, mmal dilfe- 
renzirt ist schreibt man 

= Q oder 0e-*-»>j= Qüx» • 8s'" = 9"-"'yr,s 

ox" - OS"* 


Wegen der exponentiellen Bezeichnung 
der lirveränderlichen bei mehreren der- 
selben iu einer Function beobachtet man 
auch bei nur ein er Urveränderlichen diese 
Bezeichnungsart, und schreibt das nte D; 

= 71 oder 8"« = 77 öx" 
öx« “ 

Wio man in der Algebra, um die un- 
bekannten Oröfsen von den bekannten 
mit dem Auge leicht unterscheiden zu 
können, jene mit den letzten Buchstaben, 
diese mit den ersten Bnchstalien des Al- 
phabets bezeichnet, so bezeichnet man 
auch iu der Analysis die variablen 
(irüfaen mit den letzten und die con- 
slaiitcn Oröfsen mit den ersten Buch- 
staben des Alphabets ; eine änfsere l'clier- 
einstimmiing, die zn keiner Verwech.se- 
liing Veranlassung geben darf. 

8. Eine nützliche .Anwendung der Dif- 
ferenziale ist in dem Art. berührende 
Linie, Bd. I, pag. 340 gegeben worden. 
Zuerst ist die Aufgabe: An einer krum- 
men Linie eine berührende gerade Linie 
zu ziehen, elementar gelöst und die Snb- 
tangente z gefunden worden durch die 
allgemeiue Formel 


mit der Vorschrift, bei jedem besonderen 


Beispiel für die gegebenen Oröfsen x; 
X,; g; y, die Werthe aus der Figur zu 
entnehmen und nach Heduction des Aus- 
drucks j, =y und X, =x zu .setzen, wel- 
ches wie aus den dortigen Beispielen zu 
entnehmen, eine weitläufige .Arbeit ist. 
Nun sind x - x, und y—y, die Differen- 
zen zweier aufeinander folgenden Werthe 
von X und von y, also die obigen A-r 
und Ay: y, einer der Werthe von y also 
das obige y 1 A y ; folglich ist 

. = (y + Ay)^J 

Nun wird 344 diej>ell>e Aufgabe 
mit Hülfe der Diirerenzialrechnung gelöst 

lind gezeigt, dafs * = 

(öx) 

Da nun y, , so hat man das 

Lx) 

rebcToiiistimmende beider Resultate an- 
schaulich, wenn man für j/i = J/ setzt, 
wie geboten wird, mul für und 
die Uren/.werthe , welche al>er wirklich 
mit der (jleicbsetziing von a-, mit jr und 
von mit y bcrvorgehoii. 

Es ist .aus diesem Beispiele ersichtliclu 
dafs in dem Fall, wo die biffereuzialrecli- 
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nnnc eintroten kann, die elementare Be- 
hano^lunt; der Aufgabe DifferenzeiKinotieii' 
ten und deren Grenzwerthe erst schaffen 
mufs, während die Differenzialrechnung 
sie ohne Weiteres in den Differenzialen 
liefert. 

Kntwickelnng der Differenziale 
aus Kuuctionen von verschiede- 
ner Art und Form. 

I. Differenziale algebraischer 
Kuuctionen. 


9. Ist eine veränderliche Oröfse die al- 
gebraische Summe mehrerer veränderli- 
chen tiröfseii dersellreu .\rt, von welchen 
jeder einzelnen ein D. zukommt, so ist 
ilas D. der Summe = der algebraischen 
Summe der D. der einzelnen Emnraanden. 

Denn es sei 5 = u±c±ie± 5 -f-.... 
welche üröfser. alle von der Urveränder- 
lichen x abhängig sind. Kür den Zu- 
wachs Az' von X seien die Zuwachse der- 
selben Ay, A«, A»> Aic, A» -.. 
so i.st 


!/-t-Ajt = “ + A«±(e + Ae)±(if iAicjiCi + Azl-f 

hiervon V =« =fcr *ir *4 

giebt Ay = A« *■ A* =*= A*c * Ai 


Da nun jedem einzelnen der .Suniman- 
dcn der gegebenen Summe ein D. zu- 
kommt, so kann der Zuwachs einer jeden 
beliebig klein werden, folglich auch deren 
algebraische Summe Ast und noch viel 
mehr Az kann beliebig klein werden 
Kür die beliebige Abnabme der Zuwachse 
siml aber die Differenzen<iuotienten 
Ay_ Aw^Ae^Aie^Ai 
Ä* Az Az Az Az 
zwischen den Veränderlichen und den 
Urveränderlichen die Urenzwcrthe der 
Quotienten, d. h. die Differenziale der 
Veränderlichen. 

Dh Du 8r Öie 8s 

Alai) .tt — 4. 


10. ist eine FuueÜou das Product aus 
einer Constanien mit einer Veränderli- 
chen, der ein L>. zukommt, $o kommt 
auch der Function ein D. t\i und dieses 
ist das Product der Constanten mit dem 
D. des veränderlichen Factors. 

Denn es sei y = Ai und » eiii^ Func- 
tion der Veränderlichen jp, so Ist i>ei der 
Annahme ad 9 

y d- Ay = A (» + AO 

hiervon y = .U 

bleibt Ay =A^i 

da der Oröfse i ein I). zukommt, so kann 
A» unendlich klein werden, foljjlich auch 
^A* = Ay «»d A-*?* Für die unendlich 
kleinen Zuwachse wenlen aber die Uiffe- 
renzeiuiuutienten 

Ay ^ ^ A» 

Ax ‘ A-r 

zwischen den Functionen mul der Pr- 
variablen die Differenziale der Functio- 
nen folf^licli hat man 

^')y _ Da 

hx “ hx 

11. Ist eine Function das Product zweier 
Veränderlichen, von denen jeder ein D. 


zukommt, so ist das D. der Function = 
dem ersten Factor mal dem D. de« zwei- 
ten Factors -f dem zweiten Factor mal ^ 
dem I). des ersten Factors. 

Wenn also y = « • a 

Dy hi «)i4 

Denn es ist 

(jl + Ay) = (“ r Au) C» + A») 

= U5+ uA* + »A“ + A«'A» 
hiervon y = ui 

hleilit Ay = (“ + A“)Ä- + z Au 

, Ay , , . ,A‘ , Au 

also e = (u + Au) T»,,- 

Az Az Az 

Für die beliebige .Abiiahmo der 4 Zu- 
wachse Ay, A», A« und Az werden die 
Differenzeuijuatientcn die Differenziale und 
u ist der Grenzwerth von u + A“ 

rill.-. j 

folglich .st = + 

Man kann auch erklären: Für Ay = A« 
= A» = A-c— 0 entstehen die Differen- 
ziale w-h^u = w+ 0 = w u. s. w. 

An merk. Ist y^ Aui 

so hat man ■ y = u» 


und endlich 
1 
A 
1 
.1 


A 


woraus 


^" = (u + Au)f + 

Az Az Az 

8y 8s ^,u 
8x = “-8i+‘Az 
?>y_, 

8x='^“<.x+''‘8x 


12. Ist eine Function das Product be- 
liebig vieler («) Veränderlichen, von de- 
nen jeilcr ein D. ziikommt, so ist da.s D. 
der Function = einer Summe von n Fac- 
toren, von denen jedes Glied das D. eines 
Factors der Function multiplicirt mit dem 
Product der übrigen («— I) Factoreii ist. 
Wenn also y = u • r • ir .... » 
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so ist 


8 « 8 » , 8 io 8 e 8 « 

= M • » • IC . . . s:- + Kr . . . . * + MIT . . . » • X- + tlfl . . . . 6 AT 


8x ~ 8i T — 8* ä~ T ö'. 

Denn betrachtet man zunächst das Product aus 2 Factoreu bestehend, näm- 
lich aus (uvtc....) und >, so Ist nach No. 11 

8(«r»p...) 


8y _ 

8 *” 


8s 

’ * 8 X * 0 X 


. 8(uric...) 8ic 8(«r....) 

Nun ist wieder * ^ = »«e.... „ 

8 X 8 X 8x 

8(iic....) 8 e , 8(a..,.) 

s» — -g =twu.,.. äT* + s«re — » — 

öx 8x 8x 


u. s. w. 


Also 
8 y 

^ =utte ... 
8x 


8 » 


8to 


ox öx 


8« , 
*8x"^ 


13. Ist eine Function der Quotient mithin 
zweier Veränderlichen von denen jede _ 

ein D. hat, so ist das D. der Function 
= dem Nenner mal dem D- des Zählers 
weniger dem Zähler mal dem D. des Nen- 
ners, diese Differenz dividirt durch das also 
Quadrat des Nenners. Wenn also 

II 


M+ A« 


M 

IO 


w A “ - a A*p 


w -f A *® I® (» -h A tr) 


Aj/ 

A* 


10 


so ist 


8 x 




•e(» + A«o) 

Für die beliebige Abnahme der Zu- 
wachse entsteht mithin die obige Formel 

9sf 


für 


8x 


IT* 


« + A« 


Denn es ist y + Ay = — — 

10 + A» 


An merk. Ist der Zähler constaut, 
ist z. B. 

A 




so ist 


8 x 


«0-^(1-:) o-^(r:) 


io> 


w* 


tc* 


8w 

8lr 


14. I.st eine Function eine Potenz einer Wenn also 
Veränderlichen mit coustantem Kxponen- 
ten, so ist das D. der Function gleich 
dem Exponenten mal der Potenz mit dem so ist 
um Eins verminderten' Exponenten mal . 

dem D. der Veränderlichen. Denn es ist 


I 


y = »" 

8 y 8 » 

8 x * 8 x 


und 


Ay = (» + AO"-»" 

= y *"-» A* + *)* + 3 ~ 

= As^as»»-! -f A* f ^ ; o ~~3~* »'’“^(A»)’ + ••••] 

/Sx A* 


A*r oa 1 


Mit der beliebigen Abnahme von Ax, 
A» und Ay wird jeiles einzelne Glied 
in der Klammer von dem zweiten Gliede 
an gerechnet beliebig klein, also auch 
deren Summe wird oeliebig klein, und 
das erste Glied ist der Grenzwerth 

der Klammergrüfse und — und — wer- 

A-r Ax 


den die D. der Veränderlichen, folglich ist 
8 y 8 * 

öx 8 x 

Dem binomischen Lehrsatz zufolge (Bd. 1, 
pag. 374) ist das Gesetz des Foi^chritts 
der Reihe bei der Entwickelung der Po- 
tenz (* + A*)" ganz dasselbe, n mag ganz 
oder gebrochen, positiv oder negativ sein. 
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Für n = — erhält man zuletzt 
9 

r -Ü-. 

f. j _9._ 

Ä* A® L 9 ^ • 2 


I» 


A. +■...] 




der Grenzwerth der 


wo wieder — * 

7 

Rlaramergröfse ist und man hat 


= P- ^ 

Si öx 9 J5x 

P 

Desgleichen ist für n = - ~ der Grenz- 


werth der Klammergröfse = 




und man hat 

_ 9» ^ ^ ‘ ^ 

9x Öx \ 9 / 9x 

Hat man daher das D. einer Function 
zu bestimmen, welche eine Wurzel aus 
einer Veränderlichen ist, so darf man 
diese nur in eine Potenz mit gebroche- 
nem Exponenten verwandeln und nach 
der Formel verfahren. 

Beispiele. 


.. 9y 8v>'» 9*^ 1 -j -*9* 1 — “a“9* 1 9» 

Beispiel = gibt ^=-^-= = = 


9x 


9x 2p's 9x 


5'i Q « 


Ist die Veränderliche eine Potenz im 
Nenner, so verfährt man entweder nach 
No. 13 oder man setzt die Veränderliche „ach No. 14 : 

als Potenz mit siibtractivem Exponenten ’ — 3i4 

in den Zähler und verfahrt wie vor- % = 9 > 4 x — 3 = /| (- 3 )« -3 — i = — _ 


her: z. B. 

Beispiel 2. y=^ gibt nach No. 13 
Anmerkunj; : 


Beispiel 3. y— ~ — gibt nach No. 13, 


V* 


Anmerk. : 




9» = - T 


A 8|'x3 _ 


_ 9x 
]'x* 

2 Ä 

* * 

^ Vx* 


• X 


- .Ox‘ =-v- 
l'x* px* 

T_ 2 A _ 

5 ’ 

■^X* • X* 


- 1 


nach No. 14: 
Öy = A9 x 


]• X* • X' 


5 V, 

xj'x* 


L 2 _A_i 2 

6 = — — • Adx * = r-«A9x 

ö 0 


5 _ _ 


2 A 

b JL 

_ 5 


2_ 

5 


X |/x* 


Beispiel 4. y = (« + äx"«)« 

Setze a -f- bx"* = s, so ist y = *« 

9u , 9» 
d;J,«r gi=«‘"-'äi 

. 9s 9(ö-f6x'«) 9a 96x»»* . 9x«* 

g-=— g-_=-+_= 0 +i-^=nk*".-. 


folglich 


9y_ 


9x 


= n (a -h äx»»)'*— 1 xm6x"»— * = nmbx’»—^ (a -|- 6x »")»»— l 


Beispiel 5. y = 


(o -f- äx»»)'» 

U-l-ßxP)’ 


Setze (a -f bx '") « = s 
(A-hBxP> = « 


1 

I 
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so 


/0s\ \ <) - 

'du ‘ ~ “ Ux) nx ■ Axm)«-1 

Nnn ist nach Beispiel 4 


ist y = ~ und = — 
Ox 


und = x/'-i(.4 I ßx/»)7-> 

folglich ;jixi>) ü+^ ß-r /')■»• ^ (« 4 Ax"') J/'-*] 


X 1''« — X 


Beispiel 6, f/= 

]/« + ~ l'rt — ^ 

Setzt man den Zähler = «, den Nenner = i so ist 


u 


dy 


und nach No. 13: ,r^= ~- 
Ox 


‘•(a;)-»(r:) 




XT ..Dm D (x l/rt — X ) , . / . 

Nun ist ^ ^ — *— ~ x • D l'^rt - X 4- 1 a - X X 1 

'** c)x * 


__ ^ ^ J _ -& <• — u o- 

2l'rt — X 2 ) ’rt — X 

di D|/fi + X D]^fl - X 1 8(a 4- 1 D(rt — x) 

Dx’ ‘ “ 


2rt- 3x 


ferner ist 


Dx 


Dx 


2p rt 4- X 
1 


Dx 


2| rt 


Dx 


1 __ pa 4~ X 4" I a — X 

2 J «*“1 a4i~*~ 


2 |- a 4" X 2 ]^a — X 
Diese Wortho in die obere Differenzialgleichung gc.setzt, gibt den Zähler 

/ •" -r — , \ 2a — 3x , 1 a 4 x 4- l'a — x 

( l a 4- X — l'a — x) — X 1 a — X v 

2 1'a-x 2)V-‘-x' 

Diesen Zähler unter einerlei Benennung gebracht und mit s* dividirt gibt 
dy _ (a 4- X — 1 a* — X*) (2a — 3x) — x (l'a* — x* 4‘ « — x) 

2iT*-“x»(l/äT^- ' 


I ' /' , 

l/ 

Mspiei V. y- </4-r c + i'a 


und 


Die 

Dx 


Beispiel l.y 
Znr Bestimmung des D. 

;» 

•I / II 


1 

A-t'r'-' 


De 

Dx 


Setze <i 4- r 4- ]/a 4- bx»> = s 

1 

T 

so ist y = 1 » = » y 
nnd 

1 


4- 1 a 4- bx'fi Setze endlich a 4- bx’n = m 

n 

so ist e = c 4- r« 

1 Dm 


^ = Jl 7 


dx 


dx 


_ 1_ Ds 

7 n-\ dx 

71S 


Setze c 4- 1 a 4- bx'" = ic 
so ist » = </ 4- 1® 

- , , Ds Dir 

fü=ä; 

1/ 

Setze c 4- p'a 4- bx'" s= t 
so ist le = po ■ 


. Dr_Dvii_ 

“ ^~~D7" « ,r,Dx 

nl m"~‘ 

Da nun ^—mbx>"-^ 

OX 

so hat man 

dy _ mbx’"—'^ 

Dx 7 , " 

worein für s, e und u die obigen Werthe 
zu setzen sind. 

Von dem 4ten Bei.spiel ab sind für zu- 
sammengesetzte Gröfsen einfache Zeichen 
gesetzt worden, um das jede.sinalige Bei- 
spiel einer vorher entwickelten allgemei- 
nen Differenzialforinel anznpassen. ln 
diesen zusammenge.setztcn Gröfsen heiin- 
det sich die eigentliche Veränderliche x 
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mit Con.«tanten algehraisrh verwirkeU. 
sie siivl also Kunrtionen von .r, iiml 
ehon »0 wie y, sind auch dort 5, «, r 
Functionen von x. 

Man beachte, dafs bisher immer nur 
r) M h » rt« t) r , 

, 1 r - • f v-v- «• vortrekomnion 

iijr' i)x* nx 

sind, nnd nur für diese FailO) nämlich 
wo in Beziehung auf die rrveränderliche 
ar (Jiiferenzirt worden ist, sind bisher die 
D. ermittelt. 

Es kommen aber auch Fälle vor, wo 
das l>. einer Function nicht unmittelbar 
auf die LTveränderliche tfenommen wer- 
<len kann; wenn nämlich die Stamni- 
function y die Function einer vermitteln- 
den u und u als Function der l'rva- 
riablen x, alsoM = /^j- gegeben wird und 
wenn zugleich die Function ?/ auf u trans- 
reiident ist: 

Wenn y ~ \y = arc {cos =x),y = toynr, 
dann ist die Function eine unmittelbare 
von Xy wenn aber y = rt'»*», y-ioyn (a + nx) 
n. s. w. so sind mj* = u , // f wj- = 6 die 
Variablen und es ist durch Bildung der 
DilTereurenquotienten nnd <leren (ireiiz* 

werthe nur nicht aber ./ zu er- 

öi* r)* iix 

mitteln. Damit nun diese Functionen 
auf die l’rveränderliclie dilferenzirt wer- 
den können ist ein allgemeines \ erfah- 
ren dafür zu ermitteln erforderlich und 
hiervon handeln die 3 f^dgenden Sätze. 

15. Ist eine veränderliche CJrofse y von 
einer veränderlichen tirorso i abhängig, 
diese wieder von einer dritten Veränder- 
licben x und die erste y hat ein I). in 
Beziehnng auf ihre nächste Veränderliche 

diese ein D. in Beziehung auf Xy so 
hat sie auch ein D. in Beziehung auf 
die eigentliche iTveränderliche x, und 
zwar ist dies D. = dem Product ihres D. 
in Beziehung auf » mal dem D., welches 
» in Beziehung auf x hat, d. h. es ist 
fty ^ Oy 0» 
hx Ö» ^ Ox 

Denn sind die mit y, &, x zusammen- 
gehörigen Zuwachse Äy, A» und A-f» 
also noch endliche Orofsen, so Ist offenbar 
A» 

A-e ” A » Ajc 

bei beliebiger Abnahme von A^ nehmen 
auch Ay Hnd A» heliebig ab und alle 
3 können « klein werden. Für diesen 
Fall verwandeln sich die 3 Differenzen- 
quotienten in ihre Grenzwerthe; folg- 
lich ist 

Oy _ Oy 0 » 

Ox 0» ^ Ox 

16. Sind 2 veränderliche Orofsen y, » 


von einer 3ten veränderlichen x abhän- 
gig, in Beziehung auf welche bei<le Dif- 
ferenziale haben, so Ut der Quotient die- 
ser D. = dem D. der einen Veränderli- 
chen y in Beziehung auf die zweite *, 
wenn das D. dieser zweiten den Nenner 
des Quotient ausniacht, oder es ist 
/Oy\ Os 

tiy \Dx/ , 0* /Öx\ 

n; = /-o,x = 

üenii nie in Nu. 15 ist hier: 


Aji, 

Ä»' 




A » Va*- 


I t-i • 

und . - = 


(Ai) 

-Ai/ 

(Äq 

'A*/ 


(A»\ Ay 

\f^x' \/^x/ 

nml e.ie wenieii diese ßiflerenicnqnoticii- 
ten ?.a ihren Grcniwerthen , nenn Ax, 
Ajfi A= heliobij; ahnehinen. 

17. Ist eine veränderlioho Oröfse y yon 
einer veränderlichen (fröfse x abhängig, 
SCI ist OS auch diese von jener nnd das 
I). der ersten y in Heriehung auf die 
/.»eite X ist = dem Quotient 1 dividirt 
durrh das 1). der zweiten in Beziehnng 
auf die erste. 

fl.V _ 1 

i'»x 


.\lsn ist 


Denn es ist wie No. 15 

Ay_ 

Av (A-r\ 

'Ay' 

Bei beliehiger Ahnahiiie der DiiTerenzen 
A*i Ay verwandeln sich aber die Dif- 
ferenzeni)Uotientcn in deren Grenzwerthe. 

II. Differenziale transcendenter 
Functionen. 

A. Kxponential- und logarith- 
mische Funtionen. 

18. Ist die Function eine einfache F.x- 
ponentialfunction, deren Grundzahl eine 
Constante, also 

)j = n' 

so hat man y + Ay = 

folglich A y = “ [® ~ '3 

Ay 1 

und =»'^ — 

A* A'* 

Der lirenzwerth des Zuwach.scjuotien- 
ton der Function ist also mal dem 

a _ 1 . 

(irenzwerth von — für die beliebige 
Abnahme von A-s'- 

Nun enthält diese letzte Grüfse die Ur- 

— 1 

variabler nicht, mithin mufs — ;; 

Air 

zum Grenzwerth eine Constante haben, 
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die darch die Basis a der Kxponential- 
gröfse bestimmt wird. 

Denn da man sich unter A* al* 7a\- 
^chs einer Tariablen Zahl x Jede belie- 
bige constante Zahl vorstellen kann, 
eine Constante aber (s. No. 7) keinen 
Grenzwerth hat, so hat auch A* keinen 

, _ I 

Grenzwerth ; allein «1er Quotient 

A^ 

selbst wird zu einem Grenzwerth, wenn 
mu die Constante A-r unendlich klein 
wählt [oder nach No. 4, wenn man A^— 0 

setzt, wo dann - ■ — ^ ^ 1 — — wird. 

Aa^ 0 0’ 

a — 1 

•t o** • — das D. Ton o*] und setzt 

1 A* ■* 

man für diesen constanten Grenzwerth 
die beliebige Zahl A, so hat man unter 
der Bedingung, dafs A^ unendlich klein ist 

A* " 


oder wenn man A^ = — setzt, unter der 

n 

Bedingung, dafs n unendlich grofs wird: 




oder a ent.ickelt 

- = (i+1a)’ (2) 

Aus Gleichung l erhält man eine Ent- 
wickelung Ton k in eine Reihe nach fort- 
laufenden Potenzen tod a und aus Glei- 
chung 2 eine Entwickelung tod a nach 
Potenzen Ton k. 

Ans Gleichung 1 hat man 

r ± j __, i -_, 1 

A = w(a-l)|a* + «• -1-0" 

ein Ausdruck, welcher zu einer brauch- 
baren Reihe nicht nmgeformt werden kann. 

Setzt man dagegen o = 1 -b 6 
so erhält man nach dem hinomischeo 
Satz 


, 1 . 1-1 1 . 1 - 1 . 1-2 

« . = (1 + t) " = 1 + - * + - ; V 2^“ 3“ + • 

mithin 

J _ , '. 1-1 1 . 1 - 1 . 1-2 

= 3-“^- 

und wenn man beiderseits mit — dividirt 

* — 


' . 1 „ 1 
— -I • — - 2 «+ 1 

, » I« » 

2 • 3 . . . . ■ m 


Lälit man nun n beliebig wachsen, (-l)(-2 )^, ^ (-l)(-2)(- 3) 

also — - beliebig abnehmeo , (nach No. 4:. ' 2«3 8*3*4 

n ° also 

setzt man -^* = 0) so entstehen für alle + 

M und wenn man für 6 seinen Werth 1) 

Glieder deren Grenzwerthe und es ist setzt: 

* = (rt- I) - 1)* + j(a- (3) 


Diese Reihe ist der in dem Art. „Ba- 
sis eines Logarlthmensystems^ 

n . 327 entwickelte Zähler in dem Ans- und 
ck des Logarithmus der Zahl o. Wenn 


druck des Logarithmus der Zahl o. Wenn 
man also, wie dort, den Modul des Lo- 
garithmensystems mit M bezeichnet, so 
Bat man 


log a = k • M 


Non ist nach der Voraussetzung 
ßo* . 

8T = *-“" 
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folelich Ut das D. einer Exponentialgrörse 
= dieser Exponentialgrörse selbst, miilti- 
plicirt mit dem nach irgend einem System 

f enommencn Logarithmus der Basis der 
xponentialgröfse und diridirt durch den 
Hodul desselben Systems 
Nimmt man die Basis a der Exponen- 
tialgrSrse zur Basis des I.ognritbmen- 
systems, so ist log a = l und 
, a ■■ 

Nimmt man das ualürliche I.ogarith- 
mensystem (s. Bd. I, pag. 327), so ist 
IH = i, log a wird logn a und man hat 
nach (4) 

8ae 

g— = * • n e = o e rojM n (6) 

Hat die Exponentialfunction zur Grund- 
zahl die Grundzahl e der natörlicheii Lo- 
garithmen so ist 


S«-'" I /« 

g— = . /n e = (7) 

Üie Function «e hat also das Eigen- 
thümliche, dafs ihr D. die Function 
seihst ist. 

Der Modul eines Systems ist = dem 
nach demselben System genommenen Lo- 
nrithmns der Basis e der natürlichen 
Logarithmen (Bd. I, pag. 327) mithin hat 
man nach Formel 4 

, log a . t)a^ log a 

aus welchem System auch diese Loga- 
rithmen genommen werden mögen. Ist 
a selbst die Basis des Systems so ist 

f)x logne 

Ans Gleichung 2 die Grundzahl in eine 
Reihe nach Potenzen von h fortlaufend 
entwickelt gibt 




Für — =0 oder 

n 


°o klein erhält man 


«=!+*+; 


( 10 ) 


von jedem Gliede der Reihe den Grenz- 
werth und jeder deren Coeflicienten wird 
= 1, mithin hat man 

1.2'*’l.2.3‘^"' i...ä 
Für jeden Werth von k entsteht ein 
zagehöriger von a, and der einfachste, 
der natürlichste Werth, den man für die 
allgemeine Gröfae k setzen kann ist offen- 
har = 1. 

Nun hat man nach Formel G: k=logna 


nnd es wird, diesen Werth in die Reihe 
10 gesetzt 

f« a (fw o)> (In o)» 

“-' + T + 1:2 + i:F 3 - 
folglich wenn ksi iogn a = \ gesetzt wird, 
a — e=s der Basis des natnrhehen Loga* 
ritbmeDsjstems (s. Bd. I, pag. 327) und 
man erhalt dieselbe 

« = 1 + I + + 7^ + 

(2) (d) (4) (m) 

= 2,71828 18284 

Ist der Exponent der RzponentialÄinc* 
tion jf wieder eine Function von x, oam* 
lieb »=/x so hat man nach No. 15: 


^_ 9 «s_öj, 8, Bs_as 8s . 8s «• 8s 

»X - 87 - 8s ^ - * • “ ' Öi - ¥ 8i = 8, = ^ 

fte * 0 » , 

87 = ‘*^8x g-=8«2 = *-.y 

19. Ist die Function eine logarithmische nnj „jd, jy 
Grundfnnction, ' 

g = logox 

so hat man x = ay 8x kau 

Mithin nach No. 18, Formel 5 nnd da ay = x ist, so ist 


(II) 


0 jr _ 8 log«x _ 1 M _logot 

0* 8x ~ kx~ X logn a~ m~ x 


0 ) 
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Für ien natürlicheo Lo^arithinns ist 
nach 18, A = 1 , also 

0 // 0 /«9fi ^ i 

rix <>x X 

Ut der Numerus der lojjarilhmischen 
Function eine Function von x, = />=?, 
so ist nach No. 15 

^ _ I ^ f31 

fix Ox Ä/x fix ft 5 j)x 

(i y _ 0 /o^n (/x) _ 1 0/x_ l 0s 

Ox 0x fj; iix 5 öx 

H. Kroisfunctioiien. 

20. Ist die Veränderliche der Sinus, 
der i^ogen die Urveränderliche, also 
y =; sin x 

so hat man hei dem helield^en A*v als 
Zuwachs von x 
*/ + Ay = sin(j‘+ 
und A y = sin (x 4* A *)“*»« ■* 

= sin xTos/^^x-f ros x*sinA*-*»« ^ 
j . Ay sinA* I-rosA* 

daher - - =r(psx» — sinx»— — 

A-r A* A-v 

Hei beliebiger Abnahme von A^* kommt 
rosA«“ immer näher dem Werthe 1 
folglich ist 1 der ürenzwerth von cot 
und folglich der Grenzwerth von 
1 - cos /^x = 0 
Daher der Grenzwerth von 
1 — cot A ^ 

sin X 

Aa- 


Nnn ist 
hierzu 

sin Ax< Ax Ax 

sin Ax = sin Ax = sin Ax 

gibt 

sinAx sin Ax 

> — — 

strtAx Ax t^Ax 

oder 

, sinAx 
1 > > cos A X 

A* 


•WO 


= 0 


Für x = 0 wird rosx=l, durch belie> 
hige Abnahme von A-»* kann also ros ^ xr 
dem Werth 1 heliehig nahe gebracht w er- 
den und folglich ist der Werth 1 auch 

der Grenzwerlh von weil er Ton 

Aj* 

dem Grenzwerth 1 und der Constanten 1 
eingescblns.seu ist. 

Daher ist für die beliebige Abnahme 
von A* Jpr Grenzwerth von 

A-v 

t ^^y 

nnd ;^ = rosx 

«IX 

21. Ist die Veränderliche der Cosinus 
der Bogen die rrveränderliche, 
also y = cos x 

so hat man 

Setzt man — x = ä 

sc ist y — sin s 

und nach No 10 nnd 15 


cos X = sin — x^ 


0y 0» 

0x 0x ' 


(n 

’\2 - V Ox ■ 




22. Ist die Veränderliche die Tangente, der Bogen die Urveränderliche, also 
y=tgx 

. . . .... *»« + A«*^) *•« 

yv -ro / j ros(x+A^) 

_ sin (x 4- A-v) cos x — cos (x + A^) (* 4- A*v “ x) 

cos (x 4- A x) cot X cos (x 4- A x) cos x 

^ sinAx 
rot (x -j- A x) cot X 


also 


Aj/ 1 ^ sin Ax 

Ax cos(x+Ax)cosx Ax 


so ist 


y = cot X 

cot X = <s (y - x) 

X = & 


Für die IielicMpe .Almahnie von A* 
ist ro» X iler (irenzwerlh von ro>(x + Aj^) mul imn -- 
lind nach No. 10 der (ironzwerth von 2 

sin Aa. 

A* 


: 1 , daher hat man den Orenz- so i.<t 


s d Ai= 2 - + Ax) 


werth von *■— • 1 

Aj rot X • cot X 

oder 

<)y Ttiqx 1 . 

— = — — = »fc *x = 
tlx llx cos 'X 

23. Ist die Veränderliche die Cotan- 
pente, der Bogen die Urveränderliclw, also 


nnd 

also 


As 

Al 

A* 


= - A* 


: »cc ®x = I + lg ’x 


Nun ist 


Ay _ <g(»H-A>)- >gs _ As 
A* As ' 

_ >.y(» + As)- Iji 

As 
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Für die beliehige Abnahme »on A* ''■t aber der Ureiizwerth dea letzten Qno- 

9 <9 » , 

trent = „ — = jcr*» 

o» 

, . , 9w ft rill T , -I ” \ 1 

folfi^hch - = - trc'i-- $rc- - i j = - rojec ‘x 

- - (1 + rul ’j)= r- , 

riri *J 

24. Ist die Veränderliche die Secaiite, der Bogen die L'rverinderliche, also 
»/ = sec X 

so ist A!/ = *«(■'• = - 


1 I_ 

ros (* + A -e) ros x 


. x + ^x + x . jr + A*-* 
„„ ^ 


ros X — rof (j + ^ x) 

CHS (x + ^ x) • ros X ros (x -f- A •*■) * x 

, A-P\ . Aa* 

2 .si»^i+ Y/"'" -f 

COS (x +■ A ^) * C«* ^ 


folglich 


.(x.f) 


ASf_ 

Ax cos (x + A^) • A® 

2~ 


. A^ Dann hat inan nach Ko. 13, Anmerk. 

^ ' 8y 1 0 cos X 

Dx cos *x f)x 


För die beliebige Abnahme von A^^ 
ist <ler Grenzwerth von daher 


Nach Ko. 20 ist =: — *in x 

Ox 

0 X «inx 


( Ax\ Ox rol *x 

^ 2 /“**"■'' 25. Ist die Veränderliche die Cosecante, 

von c»s (x -b A 3?) = CO« und nach No. 13 der Bogen die iTveränderlicho, also 

. A* 1 

jifi — y — cosec X = . 

Sin X 

__ 1 D«inx 

Ox sifi^x 9x 

also nach No. 10 
0 co5fc X cos X 

— = ; — =— =r — coi X • cosec x 

Ox * 1 « 'x 

Odor man setzt co«c x = «c — x^ 


[>n — = 1; daher hat mau 

A-r 

Dk 0*ccx linx ' 

' = -- — = — = (y X • ifc X 

Ox 0 X ros *x 
k \ \s i, ^serx 

Anmerk. Man kann, um — - 
Ox 

1 


so ist • ^ • 

Ox 


ermitteln auch *erx= * - .setzen. . . 

cos X .so ist 


0 sec 

(y- 

)a| 

(t-') 

8(. 

Y-) 

Ox 


' = “■'*)* (-l) = -cot x»co#eca 


D cosec X 
Ox 


26. I.st die Veränderliche der .^inus versus, der Bogen die Urveränderliche, also 
y = sine x 

80 ist Ay = »ine (•»• + A-»*) ~ »»nr x = 1 - co» (x + A^) ~ (1 — co» A-c) 

s= cot A •»* ~ cos (x -f A •»*) 

und ^ 

Ax A-e 

Nun ist der zweite Quotient der Ziiwachsquolient des Co.sinus, also dessen Grenz- 
werth das D. des Cosinus = - ji«x, daher ist 

0 »tnr X 


0 . 


— s: -f jrin X s: — COS ^x = ) 1 — (1 - sint x)* = | 2 si«r x — sine *x = | 2y • 


27. Ist die Veränderliche der Cosinus versus, der Bogen die Urveränderliche, 
also y = coip x 
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fto ist , da ross x = I — ttN x 

^ — _ **" (■^ + A J~) — sin X 
A 

und 


— A-r 

(icairx Öiioj- 

är = “fT7' = ä7- = -‘-»*'=-n-J»-’-r 

= — I 2 cosr X — cosr *x = — | 2y — y* 


28. Ist die Veränderliche ein Kreisbo- , , , . 0«rc(si»=x) 1 

hujfen, der Sinus des Hoeens die rrver- ist — 

änderliche, also 1 I - x-* 

S = are {tim = x) 29. Ist die Veränderliche ein Kreisbo- 
aisogegenseitig X = tin g gen, der Cosinus des Bogens die Urrei- 

so ist A-r = A«'«y änderliche, also 

und A_? = _ = L_ _ jl = arc (ros = x) 

A* A»‘"y / A*i" y \ und gegenseitig x = cos y 

' Aj so hat man wie No. 28 

Ton diesen DilTerenzeni|notienten sn den a_ a„ , 

Greniserthen nbergegaiigen gibt nach 

No. 20 A-r A cos jf 

Bj 1 
Dx 


: = : l_ ' A» ' 

/ä si» y\“rosy~j'i_,jrV7“, “"** *" ‘*®" örtiiiwerthen übergenngen 

\ Qy ) »MX .^j 


Oy _ __1 

Ox /Oros y \ “ _ »j«y' 


1 


- 1 


also 


/ 0 ros y \ 

v’ny 7 

9 orc (cos = x) - 1 


1 'I — ros *y l'^l — X* 




n 


also 


9 arc (ty = x) _ 1 

Ox ~ 1 + X* 


31. Ist die Veränderliche der Kreisho- 


30. Ist die Veränderliche der Kreisbo- 
gen, die Tangente des Bogens die ürrer- i-~ ■ 

änderliche, .nlso y = arr(ty = x) B®".’ d>® Cotangente des Bogens die Cr- 

nnd gegenseitig x = <y y reranderliche , also 

Ay _ Ay _ J y = arc (cot = x) 

und gegenseitig x = cot y 

^ - Ay _ 1 


so ist 


Ax 


Ax A rot y /A cot 


(^’) 

und lu den Grenzwerthen übergegangen 
nach No. 22 

Oy 1 _ 1 I 1 s . .. . ' Ay / 

Ox ~ |8'ty yj ~ sec » y ° T+Tj ^ ~ T-b x» “”fh“o'^23 “bergegangen. 


so ist 


/ Acoty \ 

V Ay ; 


1 l_ - 1 - 1 

Ox /8 cot y\ - cosec *y ~ 1 -b cot *y ~ 1 -f- x> 

\ ni / 


nnd 


0 arc (cot = x) _ — 1 
Öx 1 -I x’ 

32. Ist die Veränderliche der Kreisbo- 
gen, die Secante des Bogens die Urrer- 
anderliche, also 

y = arc {tec — x) 


und gegenseitig x = sec y 

so ist Ay_ Ay ^ 1 

Ax Asecy ^Asccyj 

nnd zu den Grenzwerthen übergenngen, 
nach No. 24 s e s > 


Oy _ 0 y_ 1 I _ I 

öx ösccy <yy •s«cy~,„yj,iicV^ l“ 
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also 


h are (i«e = r) _ 1 

9 j* X — 1 

33. lüt (He Veränderliche der Krcisbo- 
l^en, die Cosecante des Bogens die I1r- 
Yeräuderliche, also 

y = orc (eoicc = x) 


und gegenseitig t = roser y 

»ölst = . — Ll_ 

^coiecy (^co$ec y\ 

V A» ' 

und lu den Oreniwertheii übergegangen, 
nach No. 25 


t^y_ _1 _ 1 -I -1 _ 

dx~ /ö roser y\ “ - colycDiecy cosec y )/röse7>y ”l ~ a- 
V Oy' / 


folglich 

Oar X 1 

34. Ist die Veränderliche der Kreisbo- 

6 en , der Sinus versus des Bogens die 
rreränderliche. also 

y = arc (sisr = x) 


und gegenseitig x = sisv y 

Ay Ay 1 

80 ist • = T-. 


ßx sine y 


' Ay'/ 


und an den Grenzwerthen übergegangen 
nach No. 2G 


8 y _ 1 1 I 

i'2 sine y — si»i> *y | 2x - x* 

V Ay / 


daher 


9 are (sino = x) 


9x f'2x — X* 

35. Ist die Veränderliche der Kreisbo- 

E en, der Cosinus versus des Bogens die 
rreränderliche, also 

y = arc (cosr = x) 


und gegenseitig x = rose y 

Ay_ Ay_. 

Ax A rose y ' 


so ist 


/ Ar»s»y \ 

V Ay / 


und zu den Orenzwerthen übergegangen, 
nach No. 27 


8y_ I 1 -1_ 

Ox / 9 rose y \ _ y'ij rose y — cos» *y J 2x — j * 

V Dy / 


daher 


8 arc (cos» = x) _ — 1 


Dx I2x-x> 

Ist die Veränderliche x wieder von 
einer Veränderlichen s abhängig, so hat 
man in jedem der vorstehenden Fälle 
nach No. 15 zugleich 

Dy _ „ ^ 8x 


8j 


= 8/'x 


Zusammengesetzte transcendentc 
Functionen. 


3C. Ist die Veränderliche der natürliche 
Logarithmus des natürl. Log. der Urver- 
änderlichen, also 


y = lag» {logn x) 

so setze log»x = s, und man bat nach 
No. 19, Formel 2 

Dy 8 lag» s 1 
Ds” 8s ~ s 
und = 

dx i DjT 5 X t 

2iüo ^ 1 

Oj^ 0 X X logn X 

37. Ist die Veränderlichd der Bri^^fpscbe 
Log. des Briggiscben Log. der UrTerio- 
derlicben, &Uo 

y = / - 6r (/ • frr x) 
so setze t • hr t = i und man bat 


# 


9 / • ir 5 

9x ~ 


= /oy • fcr « = 


0 log • brr 
log br • X 


log br 


log br e 
X log • br r 


log br • 0 


also 


Djr 

Ox 


= log • br * (log br r) = 


(log br g)» 
xlog*brx 


38s Ist die Verinderlicbe 
y = logn (iin x) 
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so setze sinx = t, und man hat 
() y _ () ln i {)j 0 tin x ros x 


<)x 




cot X 


5 tu X 


Sl» X 


, , ()u D loqn sin X 

daher ~ , = cot x 

üx <) X 

:]9. Ist die Veränderliche 
y = loyn (cos x) 

so bat man 


()// Dloyn(cosx) dcosx sinr 
•— — ' — — — — — — — — - — tyx 

f).r ox ros X rosx 

40. Ist die Veränderliche 

y = loyn (lg x) 

so hat man 

i) y _ 0 loyn lg x _ 0 /y x _ sec V _ 2 

dx Ox ' ty-^ ly sin 2 X 

41. Ist die Veränderliche 

y = loyn (cot x) 

so hat man 


Oy i)loyn(colx) 0 co/ x — cosec *x —2 
Ox öx cot X cot X sin 2x 

42. Ist die Veränderliche 
y = loyn (sec x) 


.so hat man 

0 y ()loyn (serx) _ 0 sec x _ ty x • secx _ 
Ox Ox secx secx 

43. Lst die Veränderliche 
y = loyn (cosec x) 


tg X 


so bat man 


0 y _ ülogn (cosec x) _ 0 cosec x _ - cot x » cosec x _ 


Ox 


Ox 


- cot X 


cosec X 


cosec X 


Differenziale von Functionen die 
von mehreren Veränderlichen ab- 
hanp;en. 

44. Wenn eine Function von mehre- 
ren Veränderlichen abhängt, .so ist dies 
nur möglich, wenn alle diese Veränder- 
lichen wieder Functionen einer und der- 
.selben llrveränderlichcn sind, welche auch 
eine der eben gedachten Veränderlichen 
.selbst sein kann. 

Ks sei y = /‘(ii,_r, tr, s....) 
so ist jede der Veränderlichen ii, c, ir, ; . , . 
wiederum eine Function einer l'rverän- 


derlichen x, und welche man um dies zu 
bezeichnen in die obige allgemeine Dar- 
.stellung als Veränderliche mit einführen 
kann und schreiben: 

y = f(u, r, IC, 0 .... x) 

Das D. dieser Function (y) iu Bezie- 
hung auf die eigentliche l’rveränderliche 
(.r) ist nun gleich der Summe der Pro- 
dukte aus den Differenzialen der Function 
(y) in Beziehung auf jede der Veränder- 
lichen als Urvariable genommen , multi- 
jilicirt mit dem D. dieser letzten in Be 
Ziehung auf die eigentliche IJrveränder 
liehe (x) oder 


0//_0y Ou Oy Ot) Oy Oto Oy 9* , 
öx Oh Ox Öp Ox 0« Ox Os* Ox 


Um dies zu beweisen, soll zuerst der 
einfachste Fall genommen werden, näm- 
lich der dafs y nur von 2 Veränderlichen 
ut, ü abhängt. 

Also y = F(t/, i) 

und es sei u = fx, z= tfx 
so ist « -f A » = ^ (J* + A x) 

5 4- A 5 = 7 ' (x -f A x) 


y + A»/ = + A«, 5 + AO 

A j/ f'X« + A«, 5 + A'O - ‘) 

Ax Ax 

Um nun die Function nach lieideu Ver- 
änderlichen differenziren zu können, dif- 
ferenzirt man .sie nach jeder von beiden 
einzeln , indem man jedesmal die andere 
sich constant denkt. Demnach schreibt 
man den Differenzeuquotient 
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Der erste Factor des ersten Summaiul 
ist non der Itiffereiueiiijuoticnt der Ver- 
itnrlorlirbeii u, indem » + A 5 constant (fo- 
nominen wird, nnd der erste Factor 
zweiten Summand der Differenrenqnotient 
der Veränderlichen s, indem ii constant 
gesetzt ist. 

Mit der beliebigen Abnahme von Aa* 
nehmen A“ »nd As beliebig ab, der erste 
Differenzeinjiiotient für ^^e .Abnahme von 
wird also zum Ititfercnziul der Func- 
tion /■'(«, s + As), welchen Werth auch 
i-t-A* haben möge. Da aber mit Aj" 
auch A‘ beliebig abnimmt, so nähert 
.«ich mit diesen Abnahmen die (.irüfse 
s-|- ihrem Urenzwerthe s. Man hat 
also, um den (irenzwerth des ersten 
Factors zu bestimmen, die Function 
F(«,s-f-A*) nach « als Urvariablen zu 
differenziren , wobei s + Av als constant 
betrachtet wird nnd in dem Resultat 
As = 0 zu .setzen. Da es aber gleichgül- 
tig ist , ob man erst nach ti dilferenzirt 
und dann A» = O setzt oder erst Aa = d 
setzt nnd dann nach u dilferenzirt, weil 
nämlich 5 und A » bei der Operation des 
Diffcrenzirens nach u wie Constanten be- 
handelt werden, so erhält man als firenz- 
werth des ersten Factors im ersten tinm- 
niand <las Differenzial 

Oll Om 


A ^ 

der Grefu\^e^th des zweiten Factors — 

ist das Ü. von u in Beziehung auf = ^ 
and folglich wird der erste Summand 
öF(«, 0 0u_ Ol/ Ou 
Ol* Ox Ou Ox 
Kben so ist der erste F.nctor dos zwei* 
teil Summand der Zuwachsc^uotient der 
Function F(u, s) wenn i vanabol uud u 
constant ist, dessen (irenzwerth das D. 
dieser Function 

0 /(i^O_0_y 
Os ÖS, 

und der Grenzwerth des zweiten Factors 

= mithin der Grenzwerth des zwei- 
ox 

ten Sniumand: 

0 /■’(«, •) 0 5 _ Oy Os 
Os Ox Os Ox 
, Oy Oy Om . Oy Os • 
0x“0m’0x'*'0j'0x 


( 2 ) 


Ist zweitens die Function von 3 Ver- 
änderlichen abhängig, 
oder y = P(u, s, r) 
so hat man die zusammengehörigen Aen- 
derungen 

* + A-c, y + A», 5 + As, c + Ar 


Also A !/ = F(m + A", i + As. C 4- Ar) - F(«, z, r) 

= /■'(« + A«, 5 + Ab r + Ar) - F(«. b'+AO-t- F(u, 5,'’ + A») - F(u, 5 ,») 
woraus der Znwachsi|Holient 

F(« + A«. a + Ab r 4 Ae) - l'ju, b» + Ar) , F (ii, r 4 A») - F(u, ;, r) 

A-c A-c 


und das gesuchte D. von y ist der Grenz- 
werth dieser .Summe, also die .Summe 
der Grenzwerthe beider Summanden für 
die beliebige Abnahme von A-r. 

Nun ist der erste Snmniand der Zu- 
wachsqnotieiit der Function F(u, 5, r4Ar), 
wenn u und j sich ändern, c4Ae aber 
constant ist. Man kann daher den Grenz- 
werth dieses Summanden nach dem eben 
geführten Beweis be.«limmen; da nun 
e 4 Ac wie constant sieb verhält und in 


beiden Gliedern des Zuwackses mit dem- 
selben Werth r4A® vorkommt, so hat 
diese Gröfse auf das D. nach u nnd r 
keinen Binflnfs. Da aber mit beliebiger 
Abnahme von A-c auch A® beliebig ab- 
ninimt und c4A® seinen Grenzwerth r 
erhält, indem Ar = 0 wird, so kann man 
eben so gut vor wie nach dom Differen- 
ziren A® = 0 .setzen nnd man hat den 
Grenzwerth des ersten Summaiulon 


0 F(«, 1, e) __ 1) 4 ’(u, a, r) d m t) F(u, 1, t) Ös_t)y i)u tiy Da 
Da* Du Dx Da Dx Ibu Dx Da Dx 


ln dem zweiten Snmmaiul sind 11 und 
a als constant betrachtet und nur v ist 
veränderlich; dieser Summand ist also 
der Zuwachsquotient der Function y in 
welcher r die Variable ist. .Setzt man 


diesem noch den Factor 


A® 

A» 


hinzu, so er- 


hält man ihn: 

F(u, a^r _4 A®) - , A® 

A® ‘A-® 




Digitized by Google 





DifTerenftial. 


272 


Diiferensisl. 


D«r Grenswerth des ersten Factors ist 
also das I). der Function y in Beziehung 
auf die Variable v und der des zweiten 
Factors das D. der Variablen v in Be- 
ziehung auf die eigentliche l'ryariable x, 
mithin der Grenzwerth des zweiten Sum- 
mand 

_F)FCy, 5, r) Oc_tty öp 
9r Ox öp 9x 
mithin das D. der Function y = 

ött 9y. 9» ^ de . . 

Ox Ox Ol dx Or Ox 

Man sieht, dafs das Gesetz nun auch 
für 4 Variable eben so erwiesen wird, 
indem man 2 Summanden bildet, deren 
erster der Zuwachsquotient der Function 
wird, wenn die ersten 3 Variablen sich 
ändern, die Tierte constant bleibt und 
dessen Grenzwerth nach dem 2ten Theil 
des Beweises aus den 3 Summanden der 
Formel 3 besteht. Bezeichnet man die 
4te Variable mit «r, so wird der 4te Sum- 
mand im D. = analog mit dem 

ölt» ox ® 


3ten Summand 


8 y Ot . 


Beispiele. 

1. Es sei y = 
so ist nach Formel 2 

Oy _ Oy 0« Oy Os 
Ox 0« Ox Ol Ox 
Nun ist in der Forderung, welche der 
erste Summand ausspricht, i constnat, 
folglich hat man nach No. 14: 

Oy Oii_, j 
ö« Ox * ** Ox 
In der Forderung des zweiten Sum- 
mand ist tt constant und i variabel, also 
nach No. 18: 

Oy 0 1 _ , Ol 


0. Öx = “*'"»"’'Sx 


folglich 


Om» 

Ö 7 


= IM» ‘ »- 


Om, . a» 

ai + “*'""ai 


2. Ea sei (nach diesem 1. Beispiel) 
y — x*" 
ist 


Ox» 

Ox 


im 2ten Theil des 


Or 6x 

Beweises bestimmt n. s. f. für beliebig 
yielc Veränderliche. 


= X • x»-> + XX Inx = XX (1 4- /n x) 
3. Es sei (nach demselben 1. Beispiel) 

j = (x*)»* = X'«»'" 

Bette «MX» - i 


. Oy Ox» .1, -7 

Ox=li 7 = '"' ' + * 0 -x 


mx" • x^-r"* 1 ln X • fiiiix"— I 

= mx*"-^“ + "-i [I +ii/«x] 


4. Es sei als constant ist, demnach da Fw ab 

y = zie« X • (flx« + hy* • lo$n (a-*^ + c) die iTvariable gilt ist 

Settt man - f. . ^v = -.P . ln r 

zi« X SS w; ax" + 6 i; ö-' + c= r ur« 

so erhält man die mittelbare Function eben so ist 




y z= Fu » ft ' (fv = «** • tt* • In r 
Nun ist 

Oy_ Oy OFm Oy Of» , Oy Oi/r 
0"^ “ i)>u ■ Qx Ö7‘ ^ '^7® ' Öx" 

d.t. D. ....bl '■ ■“ 


und 


= Fu ■ (pc = M”* • /« e 
= Fu‘ ft = • »*' 


OA 

Oy 

</r 


OfHr 


Oy „ , Om« , Os*^ ,, ö 
Ox Ox Ox Ox 

Nun ist nach No. 16, 14 und 20 

ÖM« Om'" 8m , 0 fin X , 

5 -— = „ - • — mW” - ‘ ■ X — = m »in"* - • x • ro» x 

Ox Ou Ox Ox 

Nach No. 15, 14 und 1 

^'= = = l>- >.OMX--l = p»Mx.-l(ax.+4)P-‘ 

ÖX ül Ox ' Ox 

Nach No. 13, 19 und IH 

0 I n V _ 0 tn V 0 r _ 1 0 («■*' __ 1 , a 


Oa 


Op Ox 


Ox 


a-»^ + c 


I 
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SeUt man atio diese Werthe in die Differenzialf^leichung so erhält man: 

Qu 

=(öx" -f by* - J x»cos -r iin'*' x ln{a*' i- c)ffnax**~^ {ax"-\-b)iP^^ 

fl-'* 

+ Jin»* X • (ax " -f- 6)/' • ln a 

<>•''+ c 

- = (ax« 4- 6y'“' lin"* “ • r (ax'‘ ■{- 6) ln(a^ + c) cos x -j- pna x«— * ln (a^' + c) sin x 

ti r 

+ (ax’* + 6) itn X ln a] 


4ü. Wenn man die Differenziale einer 
Function in Reziehuiif( auf eine Verän- 
derliche so nimmt, als wenn die anderen 
VeräuderlichtMi constant wären, so nennt 
man diese D. Tbeil- D i ffe re n z ial o 
oder Partial-Differenzialo derFnnc- 
tion. Nimmt man da^re^en das D. in Be- 
ziehung auf die gemeinsebaffiiehe Crver- 
änderliche für alle in der Formel vorkoiu- 
monden Veränderlichen, so heifst das D. 
Totul-Differonzial oder Gesammt- 
Differenzial. 

In der No. 44 gegebenen Function 
y — F {u, V, w, i . . . , x) 

sind p- Partial- Differon- 

Om Or Oir ua 

ziale, weil in dem ersten r, ir, in 

dem zweiten w, ir, in dem dritten 

M, r, und in dem vierten m, r, tr ... 
constant genommen sind. Dagegen ist 

das Gesammtdifferenzial, bei wel- 

üx 

* chem nach allen Veränderlichen m, r, ic, z 
Beziehung auf x als die Urveränder- 
liche differonzirt ist. 

Differenziale höherer Ordnungen. 

4G. Der Begriff und die Schreibweise 
der höheren D. sind in No. 7 angegeben. 
Ist y = x* die Function, so ist 

^-* = 4.3 
Ox 


Da man die höheren D. und deren 
Grade in ßeziehiiug auf die Function 
nimmt, so mufs bei den Regeln und For- 
meln auch die Fuuetion selbst zu Grunde 
gelegt werden, ßenn wallte man von 
dem zunächst vorherstehetidou D. aus- 

f :ehen, .so hätte man (von diesem 1). tiäm- 
ich als Function) ein erstes D. und kein 
höheres D. zu nehmen. 

47. Besteht die Function aus einer al- 
gebraischen Summe von Vcranderlicheu 
(No. 9), .so erhält man als D. die alge- 
braische Summe der D. aller einzelnen 
Glieder, als D. dieser Function also als 
zweites D. wieder die algebr. Summe 
der D. des ersten I). u. s. w. Es ist aDo 
das hrdiero D. einer algebraischen Summe 
von Veränderlichen =: der algel)rai.schen 
Summe der höheren D. der Glieder, cwler 
wenn 

y = /x -L tfx^ i/»x ± 

so ist 

0 " y _ 0 ’*fx ^ 0 ^ 9 V X ^ 

Ox" Ox" Ox" Ox" 

Ist y = 3x* f 4x» -1 öx -f I 

0y_ 

Ox' 

O’v 

^i=18x+8 


:18 


Ö.z'» “ ^ ■ 


:^ = 2-3-4- 


ax» 

ö*y 


8x» 


= 1 • 2-3-4 


Höhere D. sind für die Function y un- 
möglich weil eine constante Gröfse kein 
D. hat. 

Die Bildung der höheren D. aus den 
ihnen unmittelbar vorhergehenden D. ge- 
schieht wie die der ersten D. aus der 
Function. Jedoch sind einige Entwicke- 
lungen von Formeln als Krleichternngs- 
mittel für die Auffindung der höheren 
D. in speciellen Fällen und Kegeln auf- 
znstellen erforderlich, die mit Heispieleu 
begleitet werden sollen. 

II 


a*y 

ax»‘ 

»-*? = 0 
Ox» 

Man kann aber auch schreiben 
a s» _ a» (3x») a»(^ o’^x) a»( i > 

Dx» Ox» Ox» 8x>-'*' 0x‘ 
worin die 2 letzten Glieder = 0 werden 
und 

a^y_a»(3x») 0>(4x»)_ 

ax»~ Ox« ■'■"Dx* - + * 

u. s. w. 

48. Ist di« Function ein Product von 
2 Veränderlichen, so ergibt sich die Re- 
gel für die Bildung der D. höherer Ord- 
nungen aus Folgendem. 

E.s sei allgemein 


so ist 


y = M • 5 

0y_ Oa .0** 

9x Ox * Ox 

18 


(No. 11) 
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Öj 




a. 

öx hx 

“ * d» ■ 


f.9“ 

8k 8x , ÖK 

§i+‘ 8F + 


Öx * 9x’ 


fix 9x 


Nuq hot man als D. dieses 1). die Summe der D. der »erstehenden 3 Pro- 
dnete, mithin 

9 ^ _ 9H 9^ ^4.0 ^ 9’*j^„9j 9’« 9’« 9Hi 9s 

9x«"“'0x»'’‘8x’‘9x''' ■■9x’97> ^är'97»''' ^9p'*'0P'9“i 


9’j , ,9» 
= "9P+=’Si 


9J» 9_s 9Ju a»M 

'9x>'^ 9x'0x’'*’’9x» 


S«tzt man die Schlüsse 50 fort, so er- 0<4|f 
hält man immer in dem «ten D. m den 

beiden inCseren Gliedern h J?— * und der Reihe nach 
öx'* 


Oe 0*— U 0*« 0"— 2s 
Ox öx«— 1 8x* Ox«— * * 


0«-2u 0"-1 m öt 

* gprra ■ 9^ + ■ Dk 


also die Exponenten nach der Ordnung 9"» richtig annimmt und die Reibe 

der buiomuchen Reihe; und auch die ax < ^ 

Coefficienten sind die dazu eebaritren , . , , 

Biuomial-CoefRcienten. Von der Allge- 
meiogiiltigkeit dieses Geseties überzeugt entsteht, 
man sich, wenn man das Gesetz für f)ie erste Reihe ist: 


07+' 


9”b 

■ ^ RI e 

9x« 

+ it« 


9x 
9 '"m 9" 


9« 0«-U 

9x ■ 9x"-i Bx* ' Ox«-» ^ 


9>u 9"-» 

'Bx 
iV»-i 


und man erhält 


9x“ 


■97;::^.. + 97^1 


9_z 9^« _ 

Ox Ox " 


h»+ii ^ _ Oti 0«5 , . _ 0*M o^-u 

Öx»-H “ " Ox»+l ■*■ ^* ■*■ Ox ■ Ox« ■ Ö7* ‘ 9x< I ■ 

1 r 1 Il9"“ 9» B'+'m 

■*^^"''‘‘^0x«’9x'''9x.-+i“ 


49. Ist die Function ein Quotient zwi.schen 2 Veränderlichen, so ergiebt sich 
die Regel für die Bildung der höheren U. aus Folgendem: 

K 

Es sei s = — 

j 

so ist nach Ko. 13 



o»_ 

9x~ 

M 

9o 9z 
‘öx~“9i 

1 

Nun 

erhält 

: man 


9*S 

1 r 


/ 9« 8: 

l\ 1 

ar» 

- A 

»* ö 

V 8x 8x/ öx 


1 1 


8>m 9« 

fiz 


- z* L 

s«(z 

fix* fix 

8x 


’ r j 

8»« 

9»Z . 

8s 


7*L‘’ 

Ox» 

9x' 


/ 9« 9i\9i» 

■ V 87 ~ “ »X, 

9’i 81 8« 

8x* 8x fix. 


‘)r;i 


Oj» Ö 

9x' “8i 


^)J 


Beispiel. 

Es sei H = X* 

» = Ä + fix* 


so ist 
Nun ist 


I + fix* 
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S« „ 

ö* “ 


8i_ 

8x 


3b 3 


öx’ 


= 2; 


Sx>' 


e-bx 


und man hat 

n> — 

-sr-r = [* ® 2 (« + »-^ • 34*’ • 2x + 2x5 ( 3 i,S)J] ^ ? 

tjX (^4* w* )* 


oder rcducirt 


Ö5» 

i _2 (rt* — 7ahx^ -f- <r®) 

öxä' (7+ÄP)* 

Nimmt man u und i in x aus^edrückt 
und differenzirt 


den Quotient 


a + 6jt** 


nach No. 13, so hat man 
?) — 

} _ (<i+ 6x*) 2 j* — X* • 36j7* 
?ix (ö + 6x*)* 

und wieder differenzirt, gibt 


2rtx — bx* 
(n -f- Ax*)* 


h* -- 

*_(<* + X (2a — 4&X*) — (2ax — 6x^) X 2 (a + 6x*) • 3Ax* 
öx* “ ~(o + fix=Ö* 


u«d rcducirt 

2J^ - labx^ + ÄV) 

~'~{ä+byy 

Die Formeln für die folgenden höheren 
D. gewähren noch weniger Vortheile ge* 
gen eine directe zweinialigo Differenzi- 
rung. 

jO. Die höheren D. von Potenzen mit 
constantem Exponent sind am einfachsten 
herzuleiten wie schon No. 46 angegeben 


ist. Ist die Wurzel Function einer ando* 
ren Veränderlichen, so hat man 
1^5« _ Bz 

«X “ 8x 

8»i 
8x* 

nnd dieses I). mnfs nach No. 1 1 hestimmi 
werden, wenn inan bei gei;ebener Func- 
tion i nicht die directe fferleitung von 
voraieht Nach No. 11 hat man 


'S 


8x) = "‘"“ 8T> + "^"- 


oder 


8>i» 

8x5 




8>s 


l)a-5j]| 


8*3 + (" 


(I) 


Beispiel. 

Ks sei y = S< = (a + Ax’)* 

so hat man ^* = 34x5 
0x 


8x» 


= 64x 


Differenzirt man zweimal hintereinan- 
der direct, so hat man 
^ V 

g^ = 4(o -b Ax»)5x34x= 12 Ax‘(o + bx^ 

8 ’« 

8x» 


8> 


= 12-4x5.3(o-(-4x>)5+(a+4x5)5x2-12-6x 
= 12-6x(a + 4x>)>(2o-b3x + 2Ax5) 


Nach der Formel ist, da n = 4 ist 

I — z * I/.* T «/ J-;- \^£a -r OX -f- ’£OX-) 

8 x 1 = ^‘('‘ + 4*’)*[(“-I-4x5)-6Ax-|-3-34x*] 51. Differenzirt man Formel I noch 

= 126x (a + 4x5)5 (2a + 3x-b 24x5) einmal , so erhält man 


,8». . 8»i 


.8 s 


„85, , 8, 


oder rcducirt und geordnet 


8*," 05 

8x5 -"‘'"‘gx5 


‘ f " - 1) S" (öl + l) -')(»- 2)s»-5 (^)* 


Wird nach dieser Formel das 3te D. des Beispiels No. 50 gebildet, so erhält 


man, da ^i = 64 ist 


18* 
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nh 


= 4 (a + bx^y - Ci -f 4 • 3 - (a + ix»)* • ix (3ix» + 1) + 4 • 3 • 2 - (a + ir») (3ix»)» 

= 24 • i (rt + ix») (o* -f- 3ax 4 llflix»412ix^4 10 i*x*) 

Differcnzirt man das zweite D. in No. 50 direct, so erhält man 
J2 • ix (d 4 bxy (3 4 Cix») 4 (3x 4 2d 4 2ix») (a 4 br^y . 12 • i 
4 12 ix (3x 4 2d 4 2ix*) • 2 (a 4 ir») • 3ix» 


5»« 

pht reducirt das eben angegebene 

62. Die höheren Differenziale der tri- 
gonometrischen Functionen sind aus den 
Torbergehendcn leicht abznleiten, wenn 
der Rogen al.s UrTariabel gegeben ist, 
weil die ersten D. ebenfalls trig. Func- 
tionen sind. 

Es ist f) sin x = X 
also D» rin X = 13 ros X =s - sin x 

f>» sin X =5 13 (— itn x) = — cos x 
13* sin X = Ö (— cot x) = 4 *•*» ^ 

u. s. w. 

So ist bei allen übrigen Functionen, 
dem cos, der tg u. s. w. zu verfahren; 
Formeln abzuleiten ist ebenfalls nicht 
schwierig. 

Ist dagegen der Bogen wieder Func- 
tion einer anderen Urveränderlicheii, daun 
erhält man 

Dsini Sa 

13» sin s «. / Ds\ 

also das D. aus einem Product; man hat 
nach No. 11, und für höhere D. nach 
No. 48 zu verfahren. 

63. Ist die Function eine Exponeiitial- 
grofsc mit constanter Grundzahl, so fin- 
den sich die höheren D. folgender Art. 

De ** 

E» i>t = (päg- 

folglich sind bei dieser deshalb so merk- 
würdigen Function alle höheren D. einan- 
der gleich und deren Anzahl ist unzählbar. 

DqX 

Es ist Q— = logn a (pag. 266 No. 6) 
Da*" 

9x 

also vr-|* = o’ {lifgnay 


also nach No. 48 

ö»e* D»s 8 s 8es 


»J-* t)T ' »X 


-fsXI:)’ 


und so hat man auch für die weiteren 
höheren D. nach No. 48 zu verfahren. 

Ein Gleiches gilt von a*. 

Es ist 

'-“J“ = a = /oj« 0 (pag. 26.'), No. 1 1 ) 
also 

8»a^ I, 

ö7« = “'Lv + \Ü 

Q. S. W. 

54. Die höheren D. von logarithtui- 

schcn Gröfsen entstehen folgender Art: 
Es ist 

^/^ x _ Formel 2) (1) 

also 

= = (2) 

6 L (•«) 


Ox* 

0* /n X .. a * 

0x‘-=-®i‘=- 


mithin = logn a • {tognay 


8/1» 
überhaupt 


8-«a^ 

8x* 


; a*" (logn n)" 


I.st der Exponent eine abhängig Ver- 
änderliche und es sollen in Beziehung 
auf die Urvariable die höheren D. ge- 
nommen werden, so hat man 


Es ist (pag. 265, Formel 1) a= 10 gesetzt 

— “*■*!£ = L_ f5) 

Ox X In 10 

also 

9* I • l>r^ l .. _1_ 1 

Dx’ ~lnlO x~ x’fnIO 

0* 1 • Ar X l . 

■■■ O;*~^'*'^x>/«10 

U. 8. W. 

Ist die Veränderliche i — fx von einer 
Urveränderlicheii x abhängig, so ist 

= 7" * Ö‘x 

Man bat also für die höheren I). w ie No. 53 
nach No. 48 zu verfahren. Man erhält 


“Öx»’ 


1 


O’s Os j. I 1 hh 
■ Ox* + Ox s “ i Ox* 


I Os 
s* Ox 


(9) 
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also 
u. s. 


Es ist 


fl tog Ar j _ I 
(Ix ki 


S’ /oj • Ar • i _ 1 

fix» rTiTio 

w. 


di 

■fi7’ 

öj'i 

dx»' 


r/n 10 -07 

9_? 1 L_ 

(Ix ■ "i /n 10"s /« lo'öx» i»7»IO 


di 

dx 


( 10 ) 

( 11 ) 


Hiermit sollen die Keiteln zur Bildung 
höherer D. von einfachen Functionen in 
Beziehung auf die Urreränderliche abge- 
schlossen sein. 

&6. Ist eine Function </ in Beziehung 
auf eine Veränderliche > gegeben, die 
wieder von einer Urveränderlichen x ab- 
hänrt, sind ferner die ersten und zwei- 
ten Differenziale von y und i in Bezie- 
hung auf X gegeben, und man will das 
zweite D. von y in Beziehung auf s durch 
die gegebenen D. ansdrücken, so hat man 
nach No. 16 zuerst 


Oj 

dz 


(l) 


Um aus dieser Formel das zweite D., 
d»tf 

also zu bilden hat man das Ü. des 
dz» 

rechts stehenden Quotient in Bezie- 
hung auf X nach No. 1 3 
iU ^ djt 
Ox ■ Ox» “ dx ’ dx» 


(D’ 


Soll dieses D. dem l). von 


. 


sein. 


.so hat man dasselbe obenfalls in Bezie- 
hung auf fr zu nehmen, nämlich 


Es ist also 



Pz_ 

fix 


dz d »y _ 

d »y dz dx dx» dx 

dT» ■ d7 ” 


djz 

dx» 


ö i 

folglich beiderseits mit diviiiirt 
ox 

Djt* Öx Öx- 

“‘■■“Tgr" 

Beispiel. 

Es Sol y = z» 

z = d -b Ax» 

folglich y = (o -t- Ax»)» 


; = 4A (o -I- 3Ax'0 


Nun ist also 

2-*^ = 4Ax (a -b Ax=) 

Sx 
d»y 
Ox»' 

0 z , 
g-=2Ax 

9’» „L 
dx»"^* 

Nach der Formel hat man nun 


9»y 2Ax X4A (a -b 3Ax») — 4Ax (a -b Ax») X 2A _ 16 A»x» 
Öz» (2Ai? 8A»x» 


Zur Probe hat man 

^» = 0z»=2z 
dz 


Noch 2 Beispiele über diesen Satz An- 
den sich in den beiden Art. Cycloide 
No 6 pag. 138 und No. 6 pag. 205 
56. Enthält eine Function 2 Veränder- 
liche und wird dieselbe zuerst nach der 
einen als Urveränderlichen differenzirt, 
während die andere als constant betrach- 


tet wird (s. No. 44, 45), nnd dann mit 
dem erhaltenen D. in Beziehung auf die 
andere Veränderliche eben so verfahren, 
so erhält man das zweite D. der Func- 
tion von 2 Veränderlichen (s. No. 7), und 
dies 2te D. ist dasselbe, man mag erst 
die eine nnd dann die andere oder erst 
die zweite und dann die erste als allei- 
nige Urverinderliche ansehen. 

Also wenn y = f(x, z) ist, so ist 
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, ö'jf _ 

(1.T . Oj - Oj . Si 

Denn ändert nien zuerst x inx + A^> 
läfet z constant, so entsteht der Zuerachs- 
qnotient 

fjx + C^x , i) - f .j. 

A* 

Der Orenzwerth hiervon ist das D. von 
y in Beziehung auf x nämlich 
8 ff _ 0 A (fijrt 
Öx Ox 

Betrachtet man nun die beiden Werthe 


X und x + Ax als Constanten und gibt 
i einen zweiten Werth s + AZf ao än 
dert sich der Znwachsijuotient in 
/'[x + A-r.i-t-Az)- /(x.z + AO 
A-c 

Zieht man hiervoji den ersten Zuwachs- 
quotieut ab, so erhält man den Zuwachs 
des Zuwachaquotienten als Function von 
t; in welcher die Gröfseu x und x+A^ 
constant sind, und diesen Zuwachs mit 
A« dividirt, den Zuwachsquotient der 
oben gedachten Function : 


/•( x + Aj, » + AO - /'(■c. a +A») _ f(-r + Ax, >)-/'(x, z) 
AjV Ajf; 

Aa 


( 3 ) 


Nimmt man hierin zuerst z und Az 
constant und läfst Ax beliebig abneh- 
men, so entstehen Iplgende Grenzwerthe: 
Der erste Quotient des Zählers wird zu 
dem Grenzwerthe der Function /'(x,«-)-Az) 
wenn z-fAz constant bleibt also wird 
- ^ ‘ + 

Ox 

and der 2tc Quotient des Zählers wird 
zu dem Grenzwerthe der Function f(.x,t) 
wenn z constant bleibt, also wird 
_ 8/(x,j) 

Ox 

mithin entsteht aus dem Zuwachsqno- 
tient (3) bei constant bleibendem z und 
Az dessen Grenzwerth: 

8/(x,z-|-As) 8(x,z) 


öx 


Az 


W 


Dieser Grenzwertb ist aber der Zuwachs- 


qnotient der Function 


8/(x,z) 
Oa 


wenn 


man darin x constant setzt, und z um 
s-bAz sich ändern läfst, mithin ist der 
Grenzwerth des Znwachsquotienten (4) 

das I). der Function — in Bezie- 
ox 

hung auf die Veränderliche z, also 
Oz 


0 


( 5 ) 


Da nun der Zuwachsquotieut (3) durch 
beliebige Abnahme von Ax dem Zu- 
wachsquotient (4) beliebig nabe kommen 
kann, dieser aber durch beliebige Ab- 
nahme von Az dem Differenzial (ä), so 
kann auch der Zuwaclisquotient (3) die- 
sem D. beliebig nahe kommen, wenn in 
ihm Ax und Az zugleich beliebig ab- 
nehraen. Folglich ist das D. (5) der 
Greiizwerth des Quotient (3) bei gleich- 
zeitiger Abnahme von Ax und Az in ihm. 

Vertauscht man in dem Zuwacbsqno- 
tient (3) die Mittelglieder, so erhält man 


oder 


^(x-bAx, z-t- Az) -/•(x-b Ax, z ) _ f(x, z-bA z )-/’(x, z) 

AxA» A*Ä» 

/•(x-l-Ax, z-bA»)-/'( x + A _ f (x , z-bA » )-/’(x, z) 

A» 

Ax 


( 6 ) 


Hierans entsteht bei beliebiger Ab- 
nahme von A>i während Ax und x con- 
stant bleiben, statt der Formel 4, der 
Grenzwerth 

S^Cx - bAx, z) _ 8 (x,z) 

Ili- (7) 

Ax 

und dieser Grenzwerth ist wieder der Zu- 
wachsquotient der Function wenn 


man darin z constant setzt und x um 
x-l-Ax sich ändern läfst, mithin ist der 
Grenzwerth dieses Quotient (7) das D. 

der Function " Beziehung anf 

die Veränderliche x also 


8 




(») 

Da nun wieder der Zawachsqaotient 
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(6) durch beliebige Abnihme von dem 
Zuwacbsquotieut (7) beliebig nahe kom- 
men kann, dieser aber durch beliebige 
Abnahme von dem Differenzial 
so kann auch der Znwarhsquolient (6) 
dem D. (S) beliebig nabe kommeu wenn 
in ihm gleichzeitig und abneb- 
meu, und folglich ist das D. (8) der Grena- 
vrerfh des Quotient G. 

Da nun die beiden Ausdrucke 3 und 6 
eine und dieselbe Orofae sind, so sind 
auch deren Ürenzwerthe einander gleich ; 
aus der gleichzeitigen beliebigen Abnahme 
von A^ und A^ entstehen also die Dif- 
ferenziale 


oder 


da Dx 


oder 


D i Ox 

Ox - Dl öi • Ox 
womit dieRicbtigkeit desSatzes erwieseri ist. 

57. Aus No. 56 erfolgt leicht, dafs es 
gleichgültig ist in welcher Reihenfolge 
höhere als zweite D in Beziehung auf 
beide V'oranderlicbe differeozirt werddti, 
und es ist allgemein 




Ow4*«M 


y m-t-Aii 


0»'x • 0"y • 0"»x Ox/* • Oy? • öx»»-/* Oy«-? 


f 


Oifferaiiztalformel ist ein Ausdruck, 
der das Differenzial einer veränderlichen 
(Döfse oder Function von bestimmter 
Komi angiebt. Die geordnete Zusammen- 
stellung ton D.formeln, wie hier eine 
solche erfolgt, hat einen zweifachen Nutzen. 
Erstens hat man nicht notbig die Diffb- 
renziale zusammengesetzter Functionen 
aus den Klomentarforineln erst abzuleiten. 
Zweitens kann man gegenseitig die Func- 
tionen als die Integrale der ermittelten 
Differenziale erkennen, Differenziale, die 
zu integriren gegeben sind, mit diesen 
vergleichen unabeurtheilen, welche Trans- 
formationen man mit dem gegebenen 
Differenzial vornehmen mufs um cs einem 
hier aiifgefuhrten ähnlichen D. vollkom- 
men gleich zu machen, so dafs dann das 


Integral in der dem D. hier vorgeschrie- 
benen Function gefunden ist. Uebrigens 
ist, um Raum zu ersparen, die Schreib- 
art Oy=s()x statt = * geitählt urtd 

X als Urvariabel angesehen, so dafs Ox=:l 
als Factor fortgelassen ist. 

Oy = 0 


1 . y=a = ax 

2. y = X 

3. y = 5 

4. y = a -f X 

5. y = a + j 

6. tj = fx 

7. y = A 

8. y = ax 

9. y^afx 
IO. y = afi 


Oj= 1 
i)y = 3» 

1 

= 3i 

0, = f)fx 
dij = 0^1 • 

3, = a 
(1, = oDfj> 
ftij = a 3/'» • 3» 


■ Sj 


12. y = fi 

13. y = fx 

14. y = u~ 

15. jf = 

16. y = 


= '/» 

■yx 


U’ i • V 


17. y- 

18. j: 

19. y: 


If. 

V“ 


9y 

0» 

öy 

3y 

3y; 

3, 

9y 

9y 

i>y 


= ()t*'x ± ()fx ± QffX 
- dfi • 3 s ± D'/ 3 • 3 s 
^ fx • t)l(T + If X • dfx 

= U 9 s 4 - 3 3 « 

: «13 3 e + «e 3 s + 3 c • 3 m 

_<fx • Qfx — fx -byx 

ifu • &fi • 3s — 0 • 3 V“ • 

0 (px 
OA • 35 


20 . 

21 . 

22 . 


y = 
y = 
y = 


d + 5s 

n +?»3 
d — bi 
a- ßl 
d + is 

tt — ßm 


„ ba—aß- 

Oy = ,— 


a — hx 
23. y = 

3y=-‘":“/3s 



24. y = x“ 

3y = Mx"-1 

25. y = (7x)« 

3y = ii(<fx)d-i 3(,x 

26. y = {<fi)" 

öy = »(f*)""* 8v» • Os 


Digitized by Google 


Differpnzialformel. 


i 



M 

^'4 





= »— « 






n 



J.jm 


9» = 
9y = 

f)y = 

»y = 

Dy = 

f)y = 

!>y = 
0y = 

9y=- 
9y = - 


I 



1 Oj 


n » 



n 


m 

n » 

jjn-m 
— II» -(«+»8} 


Di 

** 



n 


1 3i 


n « 

(, »«-* I 



fl 


m di 

Fl “ 

) lü-l-in 


32. y = i* 

33. y = i* 

34. y = i> 

35. y = l-l 
3e. y = i-ü 
37. y = i-’ 

An merk. 
dy = i~» 


dy — 3i ®8i 
dy= 2i0i 
0y = Oi 
f)y = — i — *8i 
öy = — 2i — 3 8i 

Oy = — 3s“*8i 
». y = foyi»i (No, 84) 
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38. y = ii 

39. y = J 

40. y=i’ 

41. y = i~^ 

42. y=i"l 
4.3. y=i-i 

9y = Js * 8» 

Oy= Ji“5sj 

Oy = 4i^’8i 
0y=-}i“’8i 
0y = -;i“>8i 
Oy = - Js~’8i 

9 

1 

44. y = 

0y = ^i~»8i 

46. y=z^ 

Oy = äi~^Oi 

46. y=i“? 

0y = -;i~’8i 

47. y = rJ 

Oy = - ji"’Oi 

48. y = l 

8i 

9» = - 

49. y = J- 

0y = -2-, 

50. y = i. 

öy = -3-, 

51. y = l 

8y=-45 

52. y = 4'i 


53. y = l-i 

Oy= ■ ,- 

Vi.‘ 

4 

54. y = Vi 

, Oi 
Oy = • , - 


55. y = V'i’(= il'i) 

a 1 9= 

56. yl’i» 

a 1 9i 

öy = 3 


1» 

57. y = Vi*(=i^t) 

n , Oi 

8y= i j 


,'i-i 

58. y = Vi* 

Oy = J j- 


4»* 


= iVi-8i 


= ;i‘'iOi 


1 

■ V* 

Oy = 

1 

•4 1 •• 

It 

t 


1 

Oy = 

» ^9 

9» 

“ i 

— j j 

i — 

Vi 


V»* 

i yi 

1 

Oy = . 


9* 

= T" 

-i =- 

1 ^ 

V» 


r-j 

SVi 

1 

■ J 
Vi* 

Oy = . 

1 

1 II 

1 7 

. 9‘ 

iVi’ 
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«3. y = ^ 

V>' 

1 

xl’x’ 

«■i- y = 

Vx’ 

, Os 
Oy = - s — 

,5« 

_ ' Os 

- “ 3 "a” 
s»Vs» 

V'i' sl'j* 

65. y = (a + A s«)«* 

rty = mnAs«-* (a + As«)«*—* Os 

66. y = (a + As*)-"' 

Oy = — mnAs« ~* (a 4- As«) - («•-* 

1 

mnAs«~* Os 

(o - 4j«)'“ 

(a + As«)'«+* 

l 

n " 1 

67. y = (a + 6s") 

Oy = As«—* (a + As") "* 

in 


= l'a + As« 

rn "• 


1 (o + 

68. y = (o + As") ~ 

Oy= — 1 » - > (a 4 As«) '' 

1 

n A • s«— * Os 


^'o + bi" 

m 

t>9. y = (a + bi»)1 
1 

= !(«+ bi")«i 

m 

70. y = (a + Äs**) 

1 

\’{a ^ bi «)'" 


71. + As» 

72. y = ^ — 

bi^ 

73. y = ^ (a + As») 


■•»• y = , — 

Ka + 


75. y = »/' (fl + As«)'»* 

76. y = iP (a + As)"* 

77. y = s V ö + As» 


78. , = 

79. y = 


80. 


\'a + As» 

1 

s ^/a + As» 


»s 


c^s 


0y = 


m "* 

V (a + As«)"*+l 


— As*»“i (a+ As«) V 0; 
9 

mn 9 

As« I J (a + As«) Os 


dy = 


Asfl—1 (c -f Äs«) 
As«-* Os 


9 ? 

V (a f As «)«•-♦-'/ 




mn 


'Os 


Oy: 

Oy: 

Oy 

Oy: 


As • Os 
y'a ~r As» 
As Os 


Ka -f Äs»)» 
As Os 

|/(a+As^» 
j As Os 

‘ 5 i 

V(a + As»)» 


Oy = 
Oy: 
Oy: 

Oy = 
Oy = 
Oy = 


ps;*— 1 (a + As«)«» Os + mnAs«-**/»-* (a -f As«' 
s/»— • (a -f As«)«»-* [p (a + As«) + mnAs"] Os 
: sP” * (a + As) ' [p (fl + As) + mnAs] 

a + 2As» _ 

• ' Os 

I a + As» 
aOs 

5» ['a + As» 
aOs 

Kfl + AlV 
a 2As» 
s» (a + As»)l 


Os 


m-l ÖS 
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r die Basi.« des natürlichen Systems =2,7182 81828... 
m den Modul des Briftgschen Systems = log brc- 0 , 43429448 .... 

“ IoshTÖ~ 2,3025 8509.” 


so ist 

81. y = » = 

82. y = a~ 

83. y= 10* 

84. y — logn i 

85. y = log br i 


f)y = e * ÖS 

Oy — rt* logn a Ds 

Oy = 0 * Os /n 10 = 2,3025 8509...«* Os = 
Oy = ^' = s-lOs 

Oy = m 0 logn s = . 

= loy 6r e • — = 0,43429 . .. — 


«* Os 


0,43429448... 


86. y = l«(«±4s) Oy: 

87. y = l«(as±As’) Oy: 

88. y = 1» (s + (■'«• + s’) Oy : 

89. y = /n(s + i^s‘- «0 Oy 

90. y = ln (s - (/s* - «•) ‘ 

91. y = l»y (o+l'a* + s’) Oy: 

92. y = l« -|-(a-V'o’-*’) Oy: 


^6 0* 

« ± 6s 
(o ± 26s) Os 
«s ± 6s* 

Os 

1 o* + ** 

Os 


l's*- «* 
-Os 

vl«^«* 

«Os 


*V «• + : 
«Os 


5 V « 


l3_ jS 


93. y = 

94. y = 

95. y = 

96. y = 

97. y = 

98. y = 


ln (« + s) (6 + e) 
ln (o — s) (6 -• s) 
1«'^+* 


Ö “ » 
II + a 
» — rt 
s + rt 

»+ q 

5 “ Ö 


Oy: 

Oy 

Oy: 

Oy: 

Oy 

Oy: 


99. y 

100. y 

101. y 

102. y 

103. y 


= (f" »)■ 


Oy 

Oy: 


— -i Oy; 

= /n (/« s) Oy = 

= i • Ar (/ • Är • >) Oy : 


Oa Oa _ ^ Oi 

rt 4- a ^ » (rt + 0 

D» Oa _ rt 4- A — 2a 
rt — 3 Ä — 3 (a — s) (A — a) 

2a Oa 

' - 3> 

2<i Oa 
a* — ** 

2a Oa 

jJ — o* 

2a Oa 



= (lns)»-t-^ 

:[mlns + l]s«>->Os 
: s»i-i ln sOs 
0^ 

s • log • br % 


104. y 

105. y 

106. y 


= s«n s 
= cot s 
= ljs 


Oy = cos s • Os 

Oy = — sin s ÖS 

Oy = lec’s Os = (l + lg **) Os 
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107. = re( t öj = - co»er*j9i = - (l col ’j)0i 

108. y =: tec i i)y = ty i ‘ tec i * Dl 

109. y = ctaec i Dy = — rol s • cnirc i • Dl 

110. y = ji»r 1 Dy = |/2y — y’ Oi = | 2 jinr i — «int *i Di 

111. y = co$v 1 Dy — |''2y — y* • Di = — J'2 cosc i — cojt *i ö» 


112. 

y = »in *1 

Oy = 2 «in i ro« s 0 i = «in 2i • 9» 

113. 

y = cos *» 

Oy = — 2 CD« i • «in i • 0 » = — «in 2 i • di 

114. 

y = lgh 

Dy = 2 (y 1(1 -b lg *i)Di 

115. 

y SS col *i 

Oy = — 2 cot & (1 + cot *i) 0» 

116. 

y = see*i 

Oy = 0#y *1 = 2 6 (1 -f <y *j) d s 

117. 

y = cojpc ^5 

Oy = 0 co( = — 2 rot j « (1 -f cot *s) 0« 


118. y =: arc(«in = i) 

119. y = arc i,coi = i) 

120. y = orc (,1g = i) 

121. y = arc (cot — i) 


Dl 

i 


Oy = — — 122. y = arc (tcc = i) 

(/l -»> 

Dm= — 123. y = arc (eotec = i) Du= — 

Dl 


ll-i> 

Dl 


p., — 124. y = orr (»int = i) Oy= — 

’ H* 1« l'2i-i’ 

Qy = ^ 125. y = arc (cotr = i) 


Dl _ 

1 2i-i’ 


Für Formel 118 bis 125 kann man auch 0»tcy co» ’y _ 

schreiben- 130.D'/> = - • D »ec y 

scnreiueu. > sec y • lg y »iny ' 

126. 0 (Bogen (») = —'— Dco»ecy »in*y 

® ' cosu lJl.t) 7 = — = •öcosccy 

f) cosecycoly col y 

127.9y ^ 0»inty 

»•" y 1 32. Oy = 

,no s» ^'9S , I 2»inty- »int ’y 

1 28. Uip = =cos^y ■ 0 lg y 

^ sec* fj ^ Droffpy 

0 POi W l«i3. ■ _ -- 

129. dff = — ~ ~ **” • d Cüi 1 / ^ 2 roic ^ — cosc 


134. y = /o^n s 

135. s cos i 

136. y — loyn ty % 

137. y — loyn coi ^ 


dy = col 5 • 
tiy si — ly i • di 

Dy = 4.^ 

ffin '2i 

c. - 2 0 » 

<)u = — r- 

^ iii»2j 




141. 


öy_/Oy\ 

Dl “ 


138. y — loynseei dy = !yi*di 

139. y = loyn cosec i dy = — cot i • di 


142. 


/ 9 x 

Wyf 


fe) 


143. 


D /(a, i) _ 0 A(“.^ 4.^ f ( n, i) Dj 


Dx Ott Ox ‘ Ol Dx 

... D f (tt , 1 , t) Of(tt,s,t) Dtt 0^(tt,i,t) Dl D/(«,i,t) Dt 
**■ ÖX~~ - Ott~ ~~ • Ö~X + Oi~^ • Dx + ~~D t~~ • Ox *• 

Oy = itti-iOtt--b«»/ntt-Oi 


146. y=B* 
146. y=x^ 


Oy = x»-(l +/nx) 


150 


147. y = (x'")x" Oy=mx'"»”+"— l[H-n/nx] 


151. 


D» ex 

8 x"~ 
D " ox 


Dx» 

O'-'e» 


8>(«xi) DU , „Dtt Dl D«tt 

=“57> + 'D-i-0x + ‘0x> >52.'-^ 

8*1» ,0*1 Dl D*at 

Oii- =»*-0P+-K-l(i-=>g- 153.-^ 


148. 


r fl-*" {loyn a)" 
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3 . Aasdrückp Ton höclut einfacher 
Konu geben oft anffi'.lend znsammen^e- 


154 .®’'-' =- ‘ 

ft.r* jr* 

, h'lo^-hr-T 1 log br e «etile transeendente Integrale. Um sich 

155 ~ ~ xHoö 10 ~ ’ Richtigkeit des Intemrens xn 

aj 1 ^ I a. ' überzeugen, differenzirt man das erhal- 

I5fi.-i j- = — — tene Integral zurück. Die folgenden I>if- 

• "■e ** 0^ ferenzial- Beispiele sollen der^eichen l>e- 

ijT - '°g ‘tr»_[l 8*1 I Dz], 1 denklich scheinende Integrale .»ein. 

De* L X öj I 1. Bei.«piel. Man erhalte 

8s 01y_^S 9 ’= 

8x ■ 8x> Ox ■ 0x> 


158 . 


8 .« 


(?;)■ 




C| 1 , -C' 4 g * 


so ist 


I , X> + «’ 


nnd 


9y__ I 


9 x 


= _ a f„ t-j. 


X^ 4 " O* 


I „|l»(x> + oO /«(x’-o’)1 


4 n* 


'* — 8x 


4 «* 


=- /.ö 


8x 


8x 


so ist 


__J_ r 1 8(x»+n») 1 8(x«-fl«)| 

4o* Lx* + a? Ox X* — n* ^ Öx i 
-_J_ ( 2x \ X 

4 m* X* + n* X* — o*/ X* — «* 

2. Beispiel. Man erhalte ^ ^ = ~) | 

=-ib-[o'%-rr§^+2®^"('j=T)rxl 


»y. 

Dx* 


JL 

4 a» 


ö /rt (x + <») 0 ln (x ~ d) 


Ox 


4 a^ 


-J- 

r + 


1 + 


Ox 

(;) 


+ 2 


0 i 4 rr 


’■] 


±:i)\ 

8x 


1 -2a 1 2^1 1 

4 a* X* — a* a x* + J ^ x* — a* 


3 . Beispiel. Man erhalte 




Setzt man 


_*i ,4 Oy 1 0 /rtjö> 
80 hat man ^ - 

Ox 0 » Ox 


Nnn ist 


Ox 


‘ = l/A 

r “ a 


a + f*x* 


26 


a 

1 / 6 1 /o + 6x* 

f a f a 

a -f 6x* 


a + 6x’ Ox 
+ 6x 


und 


0 /n s 

~nT‘ 


1 fl + t 

<1 1 

r n 

1 

■‘l/I + 1 'fL±il’ 

f a f a 


Öx“ 


folglich 


. = 1 A + L . _ 

" 2I/— — ** 

' A 


1/6 1 'a -f- 6x* , 

A j, — • |/ 1- 6x 
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um in dem Zähler ol — als gemeinschaHlichen Factor zu erhalten, dWidire l>x 
» a 


mit , so erhalt man *j/ — , folglich hat man 


'’a + Äx* 


• + ^ 


y'i 4 


. b 


\ 


1/1+ !'“+*£* al/?+l*.\6 l'A + 

^ a r a f <i “ a 


3. Das in der Vorm so sehr einfache Differenzial 
öx 

rt + &x + cx* 
läfst *2 Integrale zu: Man kann erhalten 

Öx 2 ^ j , ^ -t 

— = - X?-»-- y. Are lg — j sr - ■ 

a 4- 6x -f cx* » fcs I 4ar - 6* 


./; 


und 


/• Dx 1 , ^ 4 

/ j — - ^ X logn — 

^ / n + 6x -} rx» ^'41 _ 4^^ 64 


6 4 2rx — ~ 4qc 

j/'Ä* — 4rtc 4 2cx 4 -trtc 


( 1 ) 

(2) 


Man ersieht hieraus, dafs der so grofse tegrale, so setze mau in dem ersten I. 
rnterscbied beider Resultate allein in der vorläufig 
Wahl ließt, oh man, um eine reelle Wur- i 4«c - ~ k 

zel zu erhalten, 4«r> oder < als 6* an- ' . 

Moht. . , 4 -t 2rx = t 

Oiiferenzirt man zur Prüfung beide In- 


Oy 2 - a 2 ^ / 


(t)' 


I ^ 


2 0a 


Oa^ Setzt man m dem 2ten I. dagegen 

nun ist 5K~ 2c 

Ox yi>-*4flc = A 

ferner die Werthe von k und a gesetzt 2cx-a 

so hat man 

Dx 4«r - f-* 4 (ä 4 2rx)* ^ 

und reducirl __^/n — öa 

Oy _ 1 

Ox a 4 f*x 4 cx* 


Ox k a i 4 
also nach Formel 97 


2.2c 


l_2A._0a_ 

A a* — A* (64 2cx)* — (A* — 4ar) a 4 Ax 4 


0 iogn f 5 4* V — — =. 


Oa 


4 . Die Aohnlichkeit zwischen den Dif- 
ferenzialen der natürlichen Logarithmen I a* - a’ 

und denen der Bogen in Beziehung auf Setzt mau a=t, so erhält man 
ihre trigonometrischen Linien ist aber r., / r ± — Oa 

auch setir grofs. So z. B. ist Formel o oy«^- . |a — 

, Nach Formel No. 118 ist aber 


0 nrc *i« a = • 


|l-: 


- 0^ y , 


I a» - 1 p - 1 I a*^ 1 


Demnach ist 

6/w (j 4 l'a* — l) = 0 arc sin » - — 1 

Es ist uach Formel No. 97 


0/»i * 


2a Oa 


. . n» 

Für a — I gesetzt entsteht 
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Bin 


»-1 


2 3t 


s + 1 s> - 1 

Setit man a 1 für so erhält man 

2DsJ-'-l _23 jV'-1 

rp/rr+i"'{ar-i)‘- 1“ -*’-i ■ 


23s 

■ s> + l ' 


Nnn ist Formel 120 


"1 , 3s 

Darc»,s=-j^j 


; = - 2 Dorr tg s • |. - 1 


folglich ist 
13/« 

+ 1 + s I ~ 1 

8eUt man also in dem Beispiel No. 3, 
, «ährend der Operation des Integrirens 
j/4ac — 4’ = ( 4’ — 4oä J'— 1 
so erhalt man statt des ersten Integrals 
das zweite, und setzt man 

J 4’ — 4oc = (■'400 — i’ 1'— l 
so erhall man statt des zweiten Integrals 
das erste. 

DIferenxlalgleichang ist eine Glei- 
chung die aufserder Veränderlichen noch 
Differenziale derselben enthält , also eine 
implicite Function zwischen der Verän- 
derlichen und ihrem Differenzial mit der 
Urveränderlichen ; oder eine Gleichung, 
in welcher das Differenzial einer Function 
y in Beziehung auf die Urveränderlicho x 
sowohl als eine Function von der Func- 
tion y wie von der Urreränderlichen x 
erscheint. Z. B. 

(2ay -h 4a-) -(- 4y -I- 2c* = 0 (I) 

ist eine D., in welcher x als l’n-orän- 
derliche bezeichnet ist. Schreibt man die 
(ileicimng 

(2ny -t- 4x) 3» + (4y -p 2cx) 3x - 0 (2) 
so ist nach Wahl y oder x als urrerän- 
derlich festznsetzen. 

Die D.gleichungen entstehen dadurch, 
dafs man Gleichungen, die den Zusam- 
menhang zweier Veränderlichen ausdrnk- 
ken, ditferenzirt , nm eine Gleichnng zwi- 
schen den Veränderlichen und deren Dif- 
ferenzialen in gegenseitiger Beziehung 
zu einander zu erhalten, wie die vor- 
stehende D.gleichung durch Differenzi- 
rung der Stamm- oder Integralgleichung 
H “ oy’ + bxy -P ca-’ = 0 (3) 

entstanden ist. 

Pis ist nämlich nach dem Art.: Dif- 
ferenzial 

J?=2«yg + 4x[|»f4,.p2cx = 0 

worau» Gleichung 1 zusamiuengezogen 
wird; 90 wie man durch Integriren die* 
ser D.gleichung wieder die Integralglei- 
chung erhalt. 


Man bat nun das Differenzial von y in 
Beziehung auf ar 

t)j: 2a>j + br 

und das D. von x in Beziehung auf y 

Will miu diese Differenziale für einen 
bestimmten Werth von z oder y angeben, 
so bat man y oder x aus der Stamm- 
gleicbung 3 zu entwickeln und die er- 
haltenen Werthe in Gleichung 4 oder 5 
einzusetzen. 

2. Wenngleich nun die Differenzintng 
einer gegebenen Gleichung nach der in 
den vor. Art. gezeigten Weise immer zum 
Ziele führt, so hat man in der Anwen- 
dnng von Thcildifferenzialen (s. Differen- 
zial No. 45) und nach deren Ermittelung 
in einer Formel zu Einsetzung derselben 
eine leichtere und schnellere Auffindung 

von^^ oder besonder.*) wenn eine 
ox Oy 

oomplicirte Stammformel gegeben ist. 
Es ist nämlich 


. 1 “ = 0 

Oy 3* ^ 3x 


(5) 


ist das D. der Formel für « wenn x 


3y 

constant und y veränderlich gesetzt wird. 

das D. der Formel für u, wenn 
3* 

darin y constant nnd nur x veränderlich 
gesetzt wird. 

Demnach hat man für Gleichnng 3 
g=2oy-p4x 

|.“ = 4y + 2cx 

und es ist 

(2ay -p 4x) -p 4y + 2cx = 0 
wie schon No. 1 angiebt. 

3. Um die Richtigkeit der Formel ä 
allgemein zu erweisen, sei 
« = f(x,y) = 0 

eine Gleichung, der für alle zusammen- 
gehörigen Werthe von x und y Genüge 
geschehen mufs. Setzt man daher die 
folgenden zusammengehörigen Werth» 
y-PAy, x-PAx, «-PA«, so ist 
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«»+ A« = /(*+A».!f + A») = 0 
mithin auch 


A» = /(* + A*,» + Asr)-/(*,Jl)=0 
und folglich ist auch 


A« = A(-c + A-»i y + Ay) - + Ax, ») + /(•>• + &r, f) - /■(i- + y) = 0 

Eben so, wenn man jedes Glied der Gleichung durch eine beliebige Gröfse, 
B. mit A'T’ dividirt, bestellt die Gleichung 

^ _ r(-c+A x,y-bAff )-/’(j + Aa-.ir) , /•(j-bAy, _ 

Ay Ay Ay 


Mit beliebiger Abnahme von Au" und 
deingemäfs auch von Ay haben die 8ten 
V/erthe y + Ay und yrAy die Greni- 
wertbe y und y. Der zweite Summand 
der Gleichung ist aber der Zuwachsijuo- 
tiant der Formel /(yiy) wenn y constant 
und nur x veränderlich ist, folglich ist 
sein Grenzwerth das Differenzial 
(f , y) _ ^ 

Oy Oy 

d. h. das D. der Gleichungsformel in Be- 
ziehung anf y genommen und y con- 
stant gesetzt. 

Der Zähler des ersten Summand ist 
die Diflereni zweier aufeinander folgen- 
den Werthe der Formel, wenn x-bAy 
constant gesetzt wird; soll also der erste 
Summand ein Znwachsquotient werden, 
so muCi Ay statt Ax in dem Nenner 
stehen, weil y allein veränderlich ist. 
Demnach schreibe man für Ax die Grörse 

^Ax und gebe dem ersten Summand 

Ay“ 

die Form 

/• (x b- A x,y-bA y)-Ax-b A x,y) _ Ay 
Ay Ax 

Indem nun Ay abnimmt wird y der 
Greuzwerth von y -b Ay und der Znwachs- 
qnotient wird zum Diflerenzial 
O ^J + Ax. y) 

Oy 

mit der beliebigen Abnahme von Ay 
nimmt aber ebenfalls Ax ab und x wird 
der Grenzwert’, von x -t- A* fidglich ent- 
steht das Differenzial 

0 f (x, y) _ c^u 
8y “ Oy 

D. b. das D. der GleichnngsfnrmeJ in 
Beziehung auf y genommen und x con- 
stant gesetzt. 

Der zweite Factor ist der Zuwachs- 
Ax 

quotient der Function y, x als urvariabel 
gedacht, er wird also mit der beliebigen 
Abaahme beider Zuwachse znm Differen- 
zial der Function y in Beziehung auf 

x=®-^ 

Ö-r 

i»t mitbiu 


91 4. .9^-n 

&x 9j 

Vertauscht man die allgemeineu Be* 
Zeichnungen x und y mit einander, so 
erhält man die gleich^ltende Formel 
O/’CAy) 0/'(x,y) Ox 
0y” + “0x O-y-® 

Zu dieser letzten Formel kommt man 
auch direct, wenn man statt der behufs 
der Entwickelung eingeschobenen Glie- 
der -/'(x + Ax,y)-bnx + Ax,y) 
die Glieder - / Cy + Ay, x) -b /■ (y -b A y, *) 
einschiebt. 

4. Nicht immer liegt einer D.gleichung 
eine Stammfunction zu Grunde; es gibt 
Fälle, wo solche aus einer D.gleichung 
gar nicht herzuleiten ist. ''m dies zu 
erkenneu, hat mau in dem Satz 56 Art. 
Differenzial ein sicheres Mittel. Denn 
die Formel 

0*w__ 0‘« 

Ox • Oy ~ Oy • Ox 

gilt nur für wirkliche Differenziale, also 
auch nur für D. gleichungen, welche aus 
Stamniformoln abgeleitet sind. 

Gleichung 2; 

(2 (ly + 6x) Oy -b (4y + 2cx) Ox = 0 
ist durch Differenzirnng der algebraischen 
Formel 3 entstanden. Gesetzt man wüfsle 
dies nicht, wollte es aber untersuchen, 
so denke man sich, dafs die etwaige 
Stammformel nach x differenzirt worden. 
Dann haben die Glieder denelben, aus 
welchen der erste Summand (2ay -b äx)Oy 
hervorgegangen ist, den (constanten) 
Factor y gehabt, Oy ist = 0 und es ist 

= (kij + 2cx) Ox 
nnd da Ox = 1 ist 

^“=Ayb2cx 




litt 


Difl«ronz)rt man nun nach y» m 
ist X ooustant und man erhält 

• Oy 

Denät mau »ich dagegeu, daH> die 
D. gleichuDg durch die Dinereiizirung einer 
Stamuil'uuctiüu nacti y euUtaudeu ist, 
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so enthalten die Glieder derselben, aus 
welchen dersweite Summand + 
hervoriregan^en ist den constanteii Kuc- 
tor X, dx ist = 0 und es ist 




=s (‘2ay f bx) Oy 


und da Oy der Uryahablen y = 1 ist 

0« - , 

-- = 2ay f bx 

Oy 

Dieses D. nach x difTerenzirti also y 
i'onstant {besetzt, (pht 

Oy • Ox 

Die beiden zweiten D. sind also ein- 
ander (fleich, =6 und es liegt der gege- 
benen D.gleichiing eine Stanimformel zu 
Grunde. 

Man darf in der gegebenen l>. gleichung 
*2 nur einen Coefneient mit einem an- 
dern vertauschen und man erhält eine 
Gleichung, die aus keiner Stammfunction 
abgeleitet worden ist. Z. H. 

Ou = (2(iy f yx) Oy -f (Ay + 2cx) Ox = 0 
ergibt zwei ungleiche D, der 2ten Ord- 
nung. 

Differenzialgleichungen, denen Stanim- 
formeln zugenoren heifsen unmittel- 
bare, solche au.s welchen keine Stamm- 
formet zurückzuleitcn ist heifsen mittel- 
bare D.gleichungen. 


DlfereniialrechaQDg ist die Rechnung 
mit Differenzialen, die Anwendung der 
in ilen 3 vorigen Art. entwickelten Ge- 
setze für die Bildung der Differenziale 
als Hülfswissenscbafl zur Ermittelung 
anderweitiger Gesetze im Gebiet der ma- 
tbeiiiatiscben W’i.ssenscbaflcn , und diese 
kann überall cintrelen, wo Greuzwertho 
von veränderlichen Grofsen Vorkommen. 
Dagegen lassen sich die vielen verschie- 
denen Fälle der Anwendbarkeit von Dif- 
ferenzialen in Disciplinen bringen. 


1. Anwendung der Differenzial- 
rechnung zur Flntwickelung der 
Functionen in Reihen. 

Die Entwickelung einer Function in 
eine Reihe ist die Verwandlung der Func- 
tion in eine Reihe, deren Glieder nach 
einem bestiimntcn Gesetz in Beziehung 
auf die Urveränderlichc fortschreiten, der 
Art, dafs für jeden beliebigen Werth der 
Urveränderlichen der zugehörige Werth 
der Function gleich der Summe der Reihe 
wird. 

Die Reihe heifst convercirend, wenn 
die algebraische Summe oeliebig vieler 
ersten Glieder der Reihe einem bestimm- 
ten Grenzwerth immer näher und näher 
kommt, indem die Werthe <ler anfeinan- 
der folgenden Glieder immer kleiner wer- 


den ; in dem entgegengesetzten Fall heilst 
die Reihe divergirend. 

Die Function y = - läfst sich durch 
Partialdivision in die Reihe umformeii 

XX* X* 

y=i+-+-5 + TL 


Für X < fl Lst ~ ein achter Brach, 

fl 

und jedes Glied der Reihe ist kleiner 
als das ihm zunächst vorhergehende, «la- 
her kommt die Summe einer beliebigen 
Anzahl ernter Glieder dem Werth der 
Function y immer näher. Bleibt man 

X " ' 

bei »lern (Riede mit der Division sle- 

fl« 


hen, so ist der b!cil>ende Rest = 




die- 


.ser durch « — x dividirt und als Ergän- 
zung.sglied der Reihe hiuzugefügt, gibt 
den vollständigen Werth von 

XX* x^* x**-*-\ 

y— Id f r — : 

fl fl* fl« «•*(« — x) 

das Krgänzungsglied 


x«-*-l _ x«-+-l fl fl / X \*4-l 

fl«(o-x) fl«+* fl -X fl-x' fl ' 
ein Product, welches mit der Vergrofse- 
rang von n immer kleiner wird und be- 
liebig klein werden kann. Die Reihe ist 
also couvergirend und für einen Werth 
von x<fl der Werth der Function = der 
Summe der unendlichen Menge von Glie- 
dern gleich, die Reihe also eine Ent- 
wickelung der Function y. 

Für x>n wird die Reihe divergirend. 

2. Da die Entwickelung der Function 
in eine Reihe allein den Zweck hat, dafs 
man mit Hülfe derselben und zwar mit 
der SummUung mehrerer eilten Glieder 
dem Werth der Function bei gegebener 
rrvariablen möglichst nahe kommt, so 
sind auch nur convergirende Reihen von 
Nutzen, und von um so gröfserem Nutzen, 
je convergirender sie sind, je weniger 
erste Glieder man also nöthig hat um 
dem Werth der Function bis zu einem 
bestimmten Grade nahe zu kommen. Da 
man nun statt der ursprünglichen Ur- 
vcrämlerlichen wenn sic nicht geeignet 
sein sollte, durch Transformation eine 
andere Variable substituiren kann , bei 
deren beliebigen Abnahme jedes (jlied 
kleiner wird als die Summe aller ihm 
nachfolgenden Glieder, so schränkt man 
den Begriff von Keibcnentwickclung auch 
dabin ein, und versteht unter der Reibe 
eine solche, die nach ganzen Potenzeu 
einer in der Function vorkommendeu 
Veränderlichen fortschreitet und in wel- 


cher mit beliebiger Abnahme dieser Ver* 
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ündorHchen jedes Glied crufser wml als worin die noch unbekannten Constanten 
die absolute Summe sämnitlirher ihm C... so zu bestimmen sind, dafs 

i»achfolpendcn Glieder, so dafs luan mit jedes folgende Glied kleiner wird als das 
der ämalitren Aufnahme eines mfen Glie- vorhergencndo. Da die Ex^mnenten der 
des der Reihe einen zu grofson AVoiih Urveräiiderliohen die natürlich auf ein- 
für die Function erhalten würde. ander folgenden Zahlen sind, so ist die 

3. K.s soll eine helicbigo Function der (’onvergenz «ler Reibe um so gröfser, je 
Urveränderlichen in eine Reihe entwickelt kleiner t genommen wird, 
werden, die nach ganzen po.dtiven Po- Da nun die DilTeronziale von Poten- 
teiizen der Urverämlerliohen fortschreitet zen ebenfalls mit ganzen Exponenten fort- 
uud couvergirt. schreiten, so bilden die Differenziale der 

Die allgemeine Darsteliung der For- Reibe wiederum convergiremle Reiben; 
dormig i.st demnach mau hat also die Zusammenstellung fol- 

y ^ A • ßj* -b Cx* -{- Dx^ i . .. r gonder Reihen 


y = d + f?JT -f- Cx^ -b Dx^ -b -b . . . . + Nx ** 

= ß + 2Cx + 3ÜJ-’ -f 4/;x> + . . n iVx" -1 
fix 


Oj|j_ 

i)x»~ 


+ 2C + 2 • 3 ßx + 3 • 4 Ex2 + . . II (n - 1) A’x’-2 


^-*=11 . II - 1 . H - 2....3.2 - 1 A'+ II H •n-n-l 2 - 1 ßx+.... 

Ox'’ 


Soll nun »lie l’eiUe 

,4 + ßx + Cx' + .... Ax» 
pir.e Kiitwickeliiiig ti.u y sein, so mnfs 
:uieli <lie Keihe 

ßx + Cx*+....i\x» 

eine EntwickcUinj! der Function j — --l 
sein , und da mit beliebijicr Abnahme von 
X jedes Ulicd dieser K<dhc bcliehifr klein 
werden kann, lolgli,'!: auch die Summe 
der Keihe, um! folglich auch j' - 4 be- 
liebig klein werden kann, so ist A der 
tireniwerth der Function j/ bei beliebiger 
Abnahme von x, oder für j- — -jo klein, 
oder für x = 0, oder 4 = [i/j„ wenn [y]j 
den Werth der Function y beieichnct, 
wenn man in derselben x = 0 setjt. 

Ks ist also 

y - Ls]» = Äx + f;x‘ + Wx>-r...-i- A'x»r ... 

Nun soll aber die Reihe der ersten Dif- 


ferenziale eine Fn.wiickelung von sein, 

Or 

folglich die Reihe 

2tx s- 3Dt‘ + 4Ex» + 4 II A’xe- 1 

eine Entwickelung der Function — ® 
Man hat also hei den vorheriireii Schlüs- 
sen ß als den (irenzwerth von w,.|in 
itx 

man in dem Ausdruck dafür x = 0 setzt, 
oder ß = |'^*'| 

4 I (tx.l« 

und eilen so 2C=!'? 

* 

■ 

u. s. w. 

Demnach erhält man die verlangte 
ReihcMicntwickclnng 




1 • 2 • 3 


•l':» 

ilx« 




Diese Reihe heilst nach ihrem Erfin- 
der die Mac Laurinsche Reihe. 

Beispiel. Die Function y = (" + J')'” 
iu eine Reihe zu entwickeln , die nach 
wnzen l’otenzeii der Frvcränderlicheii x 
fortschreitel. 

Man hat zur Auwetiduiig der Mac l.au- 
tinschen Keihe 
» = (o + x)”* 

Du 

0^ = I" (« + 

II 


0 

= I« ('« - I) (o 4 x)si— 2 


=iii(m I)....(m -ti+2)(<i4x)'"-''-e-> 

i)"ii 

= "'("■ -0 ••••(»>-« i l)(o4-x)'«-» 

Setzt mau in diesen Gleichungen x=0, 
so erhält man 
Wo = »"■ 

19 
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= ma**-' 


= m (m — 1) «"*—2 


Diese Werthe in die allgemeine Mac 
Laurinsche Reihe gesellt giht 


X 

y s= ö»» 4* mrt'"— ^ ' -f (m — 1) a * - — -r + 

1 1 • * ^ 

+ m(m- 1) (m - n + 2) o »■-»+! - -f w (m - 1).... (m - n + 1 

welche die Biiiomische Reihe ist. einer veränderlichen Grrd’se x, der man 

4. Kino Function in eine Reibe zu ent- einen Zuwachs j gibt, so dafs y* — f {x4 s) 
wickeln, die nach steigenden Rotonzen wird. Hezeichnet man x+* 'uR so 
des Znwacbsc.s der Veränderlichen fort- ist y = fu und nach der Mac Laurinschen 
schreitet. Reihe ist 

Es .sei y—fx die gegebene Function 


y’ = /‘w = (jr']o + 




Da in den mit 0 bozeichneten Orofsen 
u nicht vorkommt, also auch nicht x und 
z, so sind diese Gröfsen Constanten, und 
bezeichnet mau diese mit den ihnen zu- 
gehörigen Zahlenfacloreu J, i... 

muUiplicirt, mit n, 6, c, .... so erhält 
man .'illgemcin 

= = cw’ -f </•** 

Nimmt man von dieser Gleichung die 
auf einander folgenden DüTerenziale, so 
erhält man 

Ojf _ Op _ ^ ^ ^ 

0» Om 

^’*i=-rC“ = 2<- + 2-3"< + 3-4. 

0 M* Om’ 


= 2.3i1u + 3.4.«i* + . 

UM 


Die rechten Seilen der Gleichungen 
Meilsen ungeändert, mau mag auf der 
linken Seite x variabel und i constant 
oder 5 variabel und x constaut aanehmen. 

Es sei, für x variabel /*(x + *) = Fx 
für » variabel / (;x 4 s) = i/ 4 
D^(x + s) _ O/’Cx 4- s) Om 
so ist — - 0« ■ Ox 

0 « _ ^(x + 5 ) _ I 
Ox Ox 

0(x 4 

öx fl« 

0 (x + s) _ 0 (x^ i) 

Oi ' D» 


Da nun 
so hat man 


und eben so 


f 1 


odei 


f{x + »)= O + 6m + CM* + öm’ + .... 

— = 6 + 2c« + 3dM* + .. 

Om 


desgleichen 

d* (x _ ö^(f 

~0i* " Ö*>' »M» 

u. s. w. für alle höheren Differeniiale. 
Es ist demnach 


7 i = r (x + i) = a + 6 (x + s) + c (x + 4)* + i/ (x + s)* + . . . . 
,)7- i¥(x + »)_ ^ ... . 


Os = Om 


= 6 + 2c(x + s) + 3d(x + s)* + . 


0 > 7 S_ 0 */-(x+_s) 

Os« “ Om» - 2<- 1 .! • 


. 3 • d (x 4- s) + 

Hellt man in diese Oleichungen s = 0, so entsteht 
(V »). = /x = n + 6x -I- cx* + dx« + .. . 
(Ov s) ^ ^ ^ j ^ ^ ^ 

\ 0 tf / p 0 X 


Oj/ > 

(0»7S\ 0»r-r 

V Os* /o “ 


Ox* 


:2r + 2 • 3 • dx + 3- 4 • ex’ + .. 


(0 


( 2 ) 

(3) 

(4) 
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Nun ist nach der Mac Laurinschen Reibe 


( 5 ) 

Ans (len tileichungen 1, 2, 3, 4, die gleichgeltenden Wertbe eingesetzt er- 
hält man: 

dfx 5 (i*fx i* OVj 




Ox» 


■(2)'*''Oxä 


(3) 


■f... 


(6) 


Diese Keihe heifst nach ihrem Erftn- dieser Function sind No. 3 in dem Bei- 
der die Taylorsche Reihe. spiet y = (a-f x)"* angegeben, wenn man 

Beispiel. + dort a = 0 setzt. Demnach bat mau 

Es ist hier = die Differenziale 


(x -f a)"* = j'" + mx^”- 1 “ -f m (m — 0 o"*“* • ^ + w* (m— l)(in - 2)x"<— 3 + 
1 (2) (3) 


5. Eine Kuiiction zweier IJrveräiider- in die verlangte Reihe zn entwickeln, 
liehen in eine Reihe zu entwickeln, die Betrachtet man zunächst j als con- 
nach steigenden ganzen l’otenzcn beider slant, während x den Zuwachs Ax or- 
Zuwachse der Urreräiulerlichen und de- hält, nnd bezeichnet den zugehörigen 
ren Prodneto fortschreitet. Werth der Function mit y' so hat man 

Es .sei y = /’(x, i) y' = f(.x + ^x,i) = f {x,i + Ax) 

so ist y + Ay = /'(x -I- Ax, 4 -i- As) »nd nach der Taylorschen Reihe 


y’ = /'Cx-bAx, 0 = y 


, Oy Ax O’y Ax* Oj'y 
■‘‘Ox' 1 ■^’Ox»' (2)''*‘0x* 



( 1 ) 


Setzt man nun s-f As für 5 , so hat mit y, so i.st x ungeändert geblieben, und 
mau die obige Function nur die Constanto 4 ist in 4 + Aa über- 

y-b Ay=f(x -|-A x,4-|-A»)=/Ix, sFAs-f-Ax) gegangen, daher hat man wie tilei- 
Bezeichnet man die Function /'(x, 4 + As) chung 1 : 


y + Ay = /'(x + A», »-I-As) = 


c +.... 


( 2 ) 


O^Ax 0*y, Ax» ö*y, Ax 
■ Ox 'l Öx» ■ (2)' Ox* ■ (3) 

Da nun y, die Function y = f{x, s) mit dem Zuwachs As ist, so kann man 
die in Gleichung 2, y, enthaltenden Oröfsen wieder nach der Taylorschen Reihe 
entwickeln indem man nach s differenzirt nnd man hat demnach 


yi =y + 


A4 fBy 


Ai* , O’y As^ , 
]2)'^Ö 4*' (3) 


OjTj _ Oy Oy _ Oy _ Aj , Oy _ 0*y A»* , Oy _ 0*y _ As’ 
Ox Ox ^ Ox 0 5 1 ^ Ox 0 4* (2) ' Öx 0 4 ’ (3) 


O’yi 

Ox> 


O’y 0*y Oy As O’y O’y As’ O’y O’y A»’ 


0 . 


~+ ~ 

^ fl 


Ox« Os 1 ' Ox* Os* 


(2) "^öx* Os’’ (3) 


(3) 

( 4 ) 

(5) 


Substitnirt mau die hier erhaltenen Werthe in Gleichung 2 für y-bAy so er- 
hält man 

y -b Ay = Reihe (3) -b x Reihe (4) -b x Reihe 5 -b u. s. w. oder 

Oy As ^ O’y As’ O’y As* 

(2)"^0s’' (3) 

Ax A4 O’y 
r‘ f^Ox-Os' 

Ax’ As . >*‘y_ 

■ (2)' 1 "'■Ox’.Os 


y + Ay = y + f)j 


r + Os 
Oy Ax O’y 
^ Ox I Ox* Os 
O’y Ax’^ (O’y 


Ox’ 


(2) +0a 

, O’y Ax’ 

■^Öx*' (3) ■^Ox’.Ös 


0‘y 


Ax’ 

(3) 


As O’y 
■ 1 ■'■Ox’.Os* 


Ax 

1 

Ax’ 
( 2 )"' 
Ax’ 
■ (3) 


As’ 

( 2 ) 

A--’ 


O’y 

Ox -Os' 

+ . 

(2)^ (Ox’.Os’ (2) (3)^- 

A^ 0‘y Ax’ As’ , 

' (2) Ox’.Os’' (3) ■ (.3) ■ 


Ax As’ 

' ■ I ■ (3) ■ 
Ax’ As’ 
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und nach den Dimensionen der Zuwachse geordnet 
J f Aj = 


<>Jf Aj- , 

D*y 

Ax* 



0*1/ 

Ax* 

ii;-’ r ^ 

Di* 

(••J) 

fix* 

+ 

(3) 

Ox* 

(d) 

»IJ Al, 
<ii‘ l 

<>‘ij 

Ox-Oi 

Ax-A» 

l'-i' 

i)*y 

■^Ox-Oi»' 

Ax-Ai’ , 
l"(2) + 

O'g 

Ox Ol* 

Az- • Al' 
■ ■ 1 • (3) 


f)*g 

Ai> 

, n»j, 

A-c’-Ai , 

0‘y 

Ax*-Ai* 


Oj« ■ 

(2) 

■^Ox’.Oi 

(2)-l 

i)x*0;> 

■‘(2)- 1 




n*. 

Ai> 

0*y 

Aa-* • Al 




+ oz* • 

(3) 

Öx*Oi 

(3).l 






O's 

Al' 





+ 

Ol* 

W 


+ .. 


R. F.s bleilit nun noch übrig, die Be- die Mac Lanrinsche Reihe convergirt. 
dingnngen für die Convergeni der Tor- Nimmt man dieselbe bis zu ihrem (it-(-l)ten 
stehenden 3 verschiedenen Reihen fest- Gliede, so ist die Differenz D zwischen 
znstellen. der Function y und der Summe dieser 

Ks ist zuerst erforderlich die Bedin- (■ -I- 1) Glieder = der Summe der dem 
guugen kennen zu lernen, unter welchen (n f l)tcn Gliede nachfolgenden Glieder. 


Also /> = g — d •- Bx — Cx* — — ij A’x" 

Differenzirt man diese Reihe iimal hinter einander, so erhält man 

= ?*' - B~‘JCx~3l)x^ - .1 Aj’-i 

ux üx 

0*0 D*tf 

r i = ;~2C-2*.')Ox- (n- OrtzVx«-*' 

Cl X* clx* 


0"-«0 _ 

Ox"— * fjx'*-* 

0 " 0 _ 0 " 
Ox« Ox« 


1 .2.3...(#i- 1) A/- 1 


2.3...(« 


1) I» Nj- 


Diese Reihen jfeUeu für alle Wertbe 
vun X. Läfst man nun x von x = 0 bi8 
zu einem bestimmten ^Yertho ss .V fort- 
(ianerml wachsen, so sei der kleinste 

Wcrtli.den ^ hei ircend einem Werihe 
Ox« ^ 

von X zwischen x = 0 und x= .Y aiineh* 
luen kann = /i, mul der groCsle Werth 
bei irgend einem anderen Werthe von x 
zwischen 0 und A* = 6’, so ist bei 

_ I .•2.3....n/V 

Ox" 

0 " y • w 

- K immer positiv; nur in dem Fall, 

dafs * ^ selbst der kleinste Werth K 

ox" 

ist, wird 

\ K = 0 und jV = 0 
<)x" 

Setzt man für den unbestimmten (,'oef 
ticient ;V den Werth — , so ist 
die Differenz 


ö»/>_ 

Dx» 


'l!» - A- 

Dx» " 


und diese Ut zugleich das nifferenzial 

der runction , 

Ox"-t 

W^enn aber irjfend eine Function y von 
X mit dem Waohsthnm von x ebenfalls 
wrächj^t, so wird, wenn der Wachsthum 
von X positiv ist, auch der Wachs- 
Ihum Ay von y positiv, der Ziiwachs- 

quotient winl positiv und folfvlich 
auch das 


Ö V 

Differenzial wird positiv. 


(iejfenseitif? wenn positiv ist, so mufs 

auch wenn x positiv ist y positiv sein. 
])esh*alb ist also 

iü«-. i)x-. '‘"P"'“’''- 


Von diesem lute^ral als I)ilterenzia! 
des nächst vorherstehenden Ausdrucks 
auf diesen, und so weiter zurück bis auf 
die Reibe für O geschlossen, erhält man 


Digiüzed by Googly 



Differenzialrechnnng. 293 Differunzialruchuung. 

das Resultat, dafs Kann also für den ßehörigen Wachs- 

n — u- ^ thiim von » dieser l'iiterschied beliebig 

^ ^ ] .2... «^ klein wenlen, so ist die Mac l.aurinsche 

eine positive Gröfse ist Reihe convergiremi und eine Kntwicke- 

Hetit man dagegen den gröfsten Werth der Function y. 

slso l)a G der gröfste und K der kleinste 

fa = „ f — 1 • 2 • 3 .... B<V Werth ist, den annehinen kann, 

Ox« ’ i)x" 

und schliefst wie vorhin, so erhält man wenn x von 0 bis A' wäch.^t, so wird bei 
<la.s entgegengesetzte Resultat, nämlich diesen verschiedenen Wertheu vou x ein 

n Werth für ^ statt finden, der statt JV 

0' = ,j-yl-Bx- 

l‘2....n gesetzt, die Reihe 

eine negative Orüfse ist. _ ,,-A - Bx-Cx‘- Nx'< = 0 

Man hat also, beide Fälle zusammen- . , i, . • , v •• iv . 

cestellt macht. Bezeichnet man .1 mit x selbst 

” ' H als den bestimmten Werth von x, bis zu 

!/ - A — Bx — Cx* - — — x'<>0 dem x von 0 ah wachsen soll dürfen, 

und e.s sei i die Zahl zwischen 0 und 1, 

y — A - Bx - Cx* - - “x"<0 welche mit x mnltiplicirt, denjenigen 

(") Werth von x angiht, bei welchem die 

über Reihe =0 wird, so hat man, den zu ix 

y—A—Bx—Cx-~ — IS’x" _ , i)"y . rO"y| 

ist immer zwischen beiden Gröfsen be- gehörenden Werth von mit j 

griffen, daher ist bezeichnet, y in einer bojfrenzten Reihe 

y — A-Bx-Cx*-. . -iVx«<— — X« für vollkommene Gleichheit: 

<") 

’J-f^ I öxJo’ 1 ^ L()x*Jo‘ (2) 1 <)x‘-iJo (rt-t) ‘ lüxvjix(n) 


ln den wenigsten Fällen wird der Zah- 
lenwerth von i zu ermitteln sein. Es 
ist aber Hauptsache zn erfahren, ob für 
ein be.stimmtes x die Mac Lanrinscho 
Reihe converrirt oder nicht; wenn man 
daher für i die beiden W'erthe nimmt, 
für welche das Ergänznngsglied den gröls- 
ten und den kleinsten Werth annimnit, 
lind beide W'crthe des Gliedes können 


mit Vorgröfsernng von » beliebig klein 
werden, so convergirt die Reihe und man 
kann die Function mit beliebiger An- 
näherung bestimmen. 

8. .Anwendung des Ergänznngs- 
g I i e d 0 s. 

ln dem Beispiel No. 3: 
y = (rt-|-x)'" ist das n-f Ite Glied 


d“y] X» 
Ox«Jo (b) 


= m(in - l)(iti - 2) ....(m - n -1- Ijao:-" 


X" 

(") 


AVird nnn x x äxi statt 0 gesetzt, dann 
entsteht für dieses Glied 

IB (ni — 1) (iB — B + I) (« -)- Ix)“'-" 

W. 

Ist IB ganz und positiv und man nimmt 
B = m I 1 so wird der letzte Factor des 
Coefticienten, nämlich m - b-p 1 = 0 und 
also das Ergänzungsglied - 0 Die Reibe 
drückt die Function y vollständig ans, 
das Bite Glied ist das letzte, und heifst 
IB • »I — t 3 • 2 ■ 1 

(jiii — m jiB — X'" 

1-2 IB — 2 • IB — 1 ■ IB 

Die Reihe ist die binomische Reihe für 
den ganzen positiven E.xponenten =m. 
Ist IB positiv gebrochen, so wird der 


Goefficient eines Ergäiiznngsgliedes nie 
= 0, und es tritt der Fall ein , wo zu be- 
stimiuen ist, für welche Werihe vor. x 
dieses Ergänzungsglied mit dem Wachs- 
thum von B beliebig klein werden kann, 
damit die Mac Lannnsche Reihe conver- 
girend werde. 

Die veränderliche Gröfse (« + ix)"'-" x" 
kann unter der Bedingung, dafs n » 
ist, was bei m einem achten Bruch 
immer der Fall ist, geschrieben werden 

X" _/ ■* \B- III 

(a + Ax)"— ei \iz-bAxz 

Für 1 = 0 wird der Werth dieses Aus- 
drucks am gröfsten 


» 


Digitized by Google 



Dififerenzialrechnung. 


294 


DifTerenzialrecbnuDg. 


( X y* — m 
« ) * 


\ö X**/ 


und dieser Werth wird mit dem Wachs- 
thum von'» immerfort kleiner, wenn 

X (t. 

Nimmt man für i den gröfsten Werth 
1, so wird der Werth des Ausdrucks am 


0 

mit nn(rcändertem x stehen, oder es bleibt 
zunächst das (« -f- l)to (ilied 


r f) "fx \ 5« 

l i)x» Jx («) 


kleinsten 


\<|-f X' 


X » 


Um nun dieses (n -h l)to Glied zum 
Ergänzuugsgliede zu machen wird A* ein- 
geführt und das Krgänzungsglied ist 


und kann um so mehr mit dom Wachs- 
thum von « immerfort kleiner werden 
wenn x <r a ist. In beiden Fällen con- 
vergirt die Reihe um so mehr je kleiner 
X gegen a ist. 

T^ i Hfm-l-m-2 m-»+l 

Der Coefncient . 

1*2 • 3 n 

ist bei acht gebrochenem m immer ein 
achter Bruch und für ein ungerades n 
positiv, für ein gerades negativ, er wird 
mit dom Wuchstnum von n immer klei- 
ner, wenn gleich die aufeinander folgen- 
den Abnahmen immer geringer werden. 
Ist m > 1 so wird bei n = m der Coeffi- 
cient sehr nahe an 1 ; von hier ab nimmt 
er mit dem Wachsthum von « in der- 
selben W'eiso immerfort ab, wie bei acht 
gebrochenem m. 

Es ist mithin die Reihe für x< a con- 
vergirend und es lälst sich auch darthun, 
dals wenn m negativ gebrochen grölser 
oder kleiner als 1 ist, für x < a die Reihe 
convergirt. 

9. Die Taylorsche Reihe, No. 4 ist mit 
Hülfe der Mac l.aurinschen entwickelt, 
da.s (tt + l)te Glied derselben ist in Reihe 
No. 5 


I <)"/x I 

1 Dx" Jx -t- A. (fl) 


d. h. es wird von fx das nte Differenzial 
genommen, in dieses dann x + As für x 

♦ ;i 

gesetzt und mit multiplicirt. Z.^ B. 

Das n 4- Ite Glied der Reihe ist 
m • (»u — l) (m - 2) . . . . (»» — n-i-l)xf>*~»—^ 
als Ergänzungsglied wird es 
fii(m - 1 ) (»n - 2) (w - fl -l- 1) (x-b i s)'" - « • 

10. Die Reihe für y + Ay» No. 5, wenn 
y=f(x, v) ist, besteht aus eben so vielen 
Reihen , als man Dimensionen von A » 
nehmen will -f noch einer. Die.se Reihen 
sind sämmtlich Taylorsche, nnd man hat 
in jeder das Ergänzungsglied, in welchem , 
der erste Factor das «te Dilferenzial von 
y ist. 

Für die erste Reihe 
f)«y| ^x'* 


\ Jo (n) 


Es ist folglich der erste Factor dieses 
Gliedes, welcher in dieser Mac Laurin- 
schen Reihe durch Umgestaltung das 
(fl + l)te Glied zum Ergänzungsgliede 
macht, nämlich zu dem Gliede: 


L 0 "5 J A 5 (fl) 


(«) 

Nun ist aber in der Taylorschen Reihe 
das (n -j- l)te Glied (Reihe 6) 


\ W 


(«) 

nnd der erste Factor dieses Gliedes ist 
dadurch entstanden, dafs bei dem vor- 
^ergedachten (« -t- l)ten Gliede der Mac 
Laurinschen Reihe in dem ersten Factor 


V'D"; / 


Ox”.l X Ax (fl) 
für die zweite Reihe 

Aa? I 9'*y I ^ As"-* 

1 1 Öx J 5 4- As (»- 1) 

für die dritte Reihe 

.1 . As"~^ 

(2) 1 5 4- As (m-2) 

II. Bestimmung der Werthe von 
Functionen die für bestimmte 
Werthe der Urvcränderlicheu in 

der Form erscheinen und un- 

0 

bestimmt werden. 

Wenn eine Fnnction in der Form eines 
•Quotient dargestellt ist, so gibt es Fälle, 
wo für bestimmte Werthe der Urverän- 
dcrlichen Dividend nnd Divisor zugleich 
0 werden. Z. B. 

X* — «* 

y- 

**/ — 

a* — fl* 


D 

nach ausgeführter Ditferenzirung in Be- 
ziehung auf 5, s = 0 gesetzt worden ist, 
und es bleibt mithin der Factor 


X — a 

wo y für x = a den Werth 


a — a 0 
erhält, der 'unbestimmt ist. Man mufs 
daher den Ausdruck erst dergestalt um- 
fonuen, dafs Dividondus und Divisor be- 


Differenzialrechnung. 


29Ö 


Differenzialrechnung. 


stimmte Werthe erb-ilten. Uafs in dem 
vorstehenden Beispiel mit dem Werthe a 
für T diese Unbestiniintheit eintritt, liect 
darin, dafs der Ausdruck nicht in der 
einfach.sten (jestalt Begehen ist, er ent- 
hält nämlich im Zähler und Nennet» die 
gleichen Factoren x — n, denn es ist 
x’ - ^ _ (x -t- a) (x - a) 

X — a X — a 


wenn man nun x = a setzt, so erhält 
man g = 2a. 

Bei algebraischen Functionen ist 
eine solche Umformung jederzeit mög- 
lich; man hat nur nöthig, Zähler und 
Nennet durch einander zu dividiren und 
so zu verfahren wie bei der Anfsuchnng 
des gröfeton gemeinschaftlichen Thoilors 
zwischen 2 Zahlen, der dann auch in 
allen Fällen gefunden wird (vcrgl. No. 9). 
Bei transcendenten Functionen dagegen 
ist das Verfahren nicht anwendbar, z. B. 


die Function , - crhältfürx=l 

1 ~ X -t log« X 

den unbestimmten Werth -q- und man 

ist nur im Stande mit Hülfe der Diffe- 
renzialrechnung den wirklichen Werth 
der Function für x=l aufzulinden. 

■ Stellt man sich nämlich vor, der vor- 
stehende tran.scendente Ausdruck alsFunc- 
tion von x könne so umgeformt werden, 
dafs bei Einsetzung dos Werthes 1 für x 
sein wirklicher Werth daraus entnommen 
werden kann, so ist der nrageformte Aus- 
druck ebenfalls eine Function von x, und 
für jeden Werth von x der gegebenen 
Function gleich. Da nun die umgeformte 
Fnnction für den Werth von x, bei wel- 
chem die gegebene Function unbestimmt 
wird, einen bestimmten Werth annimmt, 
so ist dieser Werth der Urenzwerth der 
Fnnction für den Fall, dafs die Urver- 
änderliche x dem zum Fiinsetzen gege- 
benen Werthe sich beliebig nähert und 
man hat also nur nöthig, diesen Orenz- 
werth der gegebenen Function aufzusu- 
chen um die erforderliche Umformung 
der Function zu erh.alten. 


In dom ersten Beispiel ist x -f a der 
amgeformte Ausdruck für die Auffindung 
des Werths der gegebenen Function für 
X = «, und es ist wirklich 2o die Grenze 

X* - a» 

von X -b a also auch von wenn x 

X — a 


dem Werthe a sich beliebig nähert. 

2. Die vorstehende Betrachtung führt 
al.so zu folgenilcm allgemeinen Verfahren: 


Es sei 


V- 


/.I 


. . , . f-r + Afx 

so ist — 

Für den Fall nnn, dafs für x ein Werth 
a gesetzt wird, werde /x=Onnd */x = 0 
so bleibt 

. . Afx 

H + A'J=. - 
Af>x 

Zähler und Nenner durch Ax dividirt, 
gibt 


>J + A'J = 


(AM 

'A'fx/ 


Mit der beliebigen Abnahme von Ax 
nimmt auch Alf beliebig ab, und y -b Ay 
nähert sich seinem gesuchten Werthe y 
als Grenze. Folglich ist auch der rechts 
stehende Quotient bei beliebiger Abnahme 
von Ax = dem Werthe y. Bei beliebiger 
Abnahme werden aber Zähler und Nen- 
ner als Differeiizeiuiuotienten die Diffe- 
renziale und es ist 



allerdings nur für den Werth a von x, 
für welchen fx und </x = 0 werden, aber 
wie verlangt wird. Demnach ist der Werth 
der Fnnction für x = a , bei welchem sie 

als erscheint = dem Differenzial des 


Zählers dividirt durch das D. des Nen- 
ners, und hiernach für x der Werth a 
gesetzt. 

Boi dom ersten Beispiel y = 


hat man 
0(x’ - a*) _ 
0(x - a) 
setzt y = 2o. 

Hat man 


-^ = 2x, also für X X a ge- 
X* - a* 

y — so erhält man 

X — a 


für X = a : 



und X = a gesetzt y = 4a’ 

dividirt man Zähler und Nenner von y 

durch X - o, so erhält man 

y X X* + ax* -b a*x -b a* 
ein Ausdruck, der für x = a den Werth 
von y unmittelbar = 4a’ angibt. 

3. Wenn der Factor (x-o), welcher 
für x = a. Null wird, in dem Zähler und 
dom Nenner mehrere Male vorkommt, 
so erhält man, nachdem differenzirt wor- 
den , mit Einsetzung von a für x wi«- 


Digilized by Google 


Differenzialrechnang. 


296 


Differenzialrechnung. 


Hemm — - für »/, nmi man mufs, wenn 

(r — «)* Her gomeinschaftlichc Kantor in 
Zahler und Nenner ist» noch einmal Hif' 
fereiuiren um Hon reellen Werth Her Func- 
tion für x = a zu erfahren 
_ .Sx* — 1 l/ij* -f 

Es sei y = - 

X* — 2ax + ar 

so erhält man den Quotient der Difl'e- 
rouzialo 

- 1^-^” 2‘2ax_-M«= 

2x-2rt 


folglich für x = (i den Werth ron y iber 
inals = ^ . 

Aber noch einmal dilTcrenzirt 




- 22 <i 

- = 15 X — 1 1 rt 


also für X = n ; // = 4«. 


Von der Uichügkeit überzeugt mau sich 
elementar, wenn man Zähler und Neuner 
der gegebenen Function durch den Neu- 
ner dividirt, mau erhält 


— 1 1 rtx’ -f 7a^x — .. ar^ — 2rtx + (x — a)(x-#) 

- 2 «^» = ( 5 ^ - . 2 „ - «) j ; „j 


Eine solche Eigenschaft bat die als 
zweites Beispiel (No. 1) aufgeführto Func- 
tion, welche — für x =: 1 wird: 

* 0 

xT — X 

1 — X -r ioyn x 

Den Quotient der Differenziale erhält 
man nach den Difforenzialformeln 14G 
und 84: 


X* [1 -|- /rt x] — I _ (l >f /»• x) — X 

X 

und auch dieser Quotient wird für jc = 1, 
^a_+0)-l_ 0 
^ -^1 T r “ o" 

Differeiizirt man noch einmal, so er- 
hält man 


jre- -5- (1 + ln x)’ 


: — x r + 1 [1 -f (1 -i- ln x)*x] 


Für X = I also ist 

y=-l’[l +(l + 0)M] = -2 

Dieses Kesoltat liegt niin offenbar darin, 
dafs wenn man in der gegebenen Fiinc- 

yj* X 

lion - — — , — Zähler und Nenner 
1 - ■ X + (»X 

mit x-1 dividiren könnte, den Werth 
^ erhalten würde, weil 

X 1 

Zähler wie Nenner die Gnifse (x— t) als 
Factor enthält und dafs wiederum der 
Zähler des letzten Quotient = ist 
(x - 1) x'+l [1 + (1 + In x)» x]. 

So kann in dem Zähler und in dem 
Nenner einer gcgel>enen Function der 
Null machende Factor (x - n) n mal ent- 
halten sein; alsdann erhält man erst mit 
den nten Differenzialen des Zählers und 
des Senners ilen reellen Grenzwerth der 
Function für x — a. 

4. Befindet sich der Factor (x-n), der 
die Function für den Werth von x = « 

zn U macht, in dem Zähler riinal, in dem 

Nenner (i»-m)mal, wo m<n ist, so er- 
hält man nach (m - n)maligem Differen- 


ziren, wenn mau dann x = n setzt, einen 
reellen Nenner, der Zählet aber, welcher 
ilen Null machenden Factor noch ein- 
oder mehrmal enthält, bleibt Null. Mit- 
hin ist die gegebene Function = 0 für 

Z. 15. die Function hat für 

.t(x — o;* 

x = o den Grenzwerth — (x - n) und für 

X 

X = a ist derselbe = 0. 

Befindet sich der Nnll machende Factor 
öfter in dem Nenner als in dem Zähler, 
so wird nach (n — ni)maligem LHffcren- 
ziren der Zähler reell, der Nenner bleibt 
Nnll, der Qnotient also unendlich; d. h. 
für X = (I existirt die Function nicht. 


wird (für x = (i) = — . 

Man erhält den Qiioticiit der Ditfcren- 
zialc 

2x 

3x- — 2rtx - 

für X den Werth a gesetzt entsteht 
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— - mithin ist die gegebene Fiinctiuii für 
(len Werth o- = n nicht Torhandon. 

5. Der Ausdruck einer runction wird 
auch dadurch unbestiniint, dafs für einen 
bestimiuteu Werth a der Urverändetli- 
chen X, Zähler und Nenner co anstatt 0 

werden, indem die Factoteu i- statt 
X - a 

~ '*) id ihnen sich hefindeii. Dann 
niufs man den Ansdruck durch Trans- 

furniation auf eine Form für x = o 
inrückbringen. Z. B. 

X) 

tgx 

für X = - ■ wird ij = -® . Schreibt mau 

sin 

nnn ^ für tg so erhält man 

— 1?” — 3?) • CO< X 

cos (t» — x) • iin X 

und es entsteht für x = -^ der Werth 
1 . 0 _ j) 

0 • 1 ~ 0' 

Nun Zähler und N'enncr ditrerenzirt, 
gitit 

— sin ( a — x) sin x — cos x ros (a — x) 
cos {n - x) cos X -f sin X sin (a - x) 

für x = ^ hat man nun 


enthalten ist. Alsdann ist eine 
x~ a . 

Transformation der Art erforderlich, dals 
der zweite Factor in dem Quotient 
umgewaudolt wird, so dafs die Function 
die Form ^ annimmt. Z. B. 

y = 'S ( .J - x) X tj X 

für wird y = Ox* 

ändert man nun tgx in so hat man 
coix 



wo für „ die Function y = “ ent 

2 ü 

steht. 

Nun differenzirl wird 

-SCC«(-|.-x) 

S = - 5 =— , = 1 

— cosec — 1 

8. Es gibt Fälle, in welchen mau die 
vorgetrageno Methode nicht anwenden 
hanii,_ nämlich da wo die Ditferenziale 
des Zählers und des Nenners von jeder 
Ordnung = 0 oder =c werden. 

Z. B. (x — a)c hat die Differenziale 
(x — a)c Ina, (x — x)c In *« u. s. w., welche 
sämmtlich für x=n zu Null werden. 


6. Erscheint der WVrth einer Function 
für X = rt in der Form oder so sind 

dies keine unbestimmten Werthe mehr: 
in dem ersten Fall ist die FTinction = 0, 
im zweiten Falt ist sie unmöglich. Z. B. 

rotx T . . 0 

ig(i-x) ■'= 2' = 

Transformirt man zur Probe den Aus- 
druck in si«x und cos x, so erhält man 
— roj^x 

~ *■*’» welches für 

x = y den Worth =0 gibt. So wird 

für X = -y der W'erth des iimg;okehrtcn 
Bruchs = - /^ *x = - « . 

7. Auch ein Product als Function wirtl 
unbestimmt, indem der eine Factor 0, 
der andere « wird. Es die.« wie- 
der darin, dafs in dom ersten Factor der 
Factor (x ~ <i), in dem zweiten der Factor 


I X “ rt hat die Difterenziato 

1__ 1 

2|/x-rt* •* 

u. 8. w. die für x = a .«ämmtiieh nnond- 
lich werden. 

Für solchen Fall setzt man in dem 
Ausdruck für g den ^V^erth x s= « -f einem 
Zuwachs ^x, entwickelt Zähler und Nen- 
ner in Reihen, die nach Potenzen des 
Zuwachses fortschreiten, und dividirt hier- 
auf Zähler und Nenner durch die höchste 
Potenz des Zuwachses, die in allen (ilie- 
dern gemeinschaftlich ist, wo dann (.nie- 
der entstehen, die den Zuwachs nicht 
mehr enthalten. Setzt man hierauf ^xao, 
-SO erhält man den reellen Werth von v 
für X = rt. 

z. B V = ^ - « 

] X* — a* 

Für X = rt oiit.«toht y = Q und die Quo- 
tienten der IMlforenziale werden sämmt“ 

lieh = -* 

00 
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Retit m»n nnn i = o + A-r, »o hat man 

(>• i Ax)’ -i’ + Ax’ 

, tf + Aff = - — - 

(2« Ax + Ax*)’ 

und nach dem Binomialsatz entwickelt 


«> + }« ’-Ax + 


- J 


Ax’ + ... - n’ + Ax’ 


und redncirt 


AxU( 2 o)’ + i( 2 «) ’Ax-;{ 2 «) ’Ax* + ....] 

_ Ax’ 4- ji«~ ^ Ax - ja ’Ax*d-... 

Ax' [( 2 u)t + i( 2 a)~’Ax- J ( 2 a) ~ ’ Ax’H ...] 
Zähler onH Nenner mit A®' dividirt gibt 

1 + ja ~’ Ax^-j;a~ ^Ax^ + .-. 

(2a)’ + j (2a) " ’ Ax - i (2a) “ ’ Ax* + ... 


JI + Ay = — 


Hit der hcliebigen Abnahme von Ax au Null werden, die analystische Methode 
nimmt anrh Ay beliebig ab, der Ans- nicht anzuwonden nöthig habe, weil eine 
druck links nähert sich beliebig seinem einfache Divisii>n des Zahlers nnd des 
Grenzwerth u und der Quotient rechts Nenners mit dem Null machenden Fac- 
1 tor genüge. In dem Beispiel 8 ist dies 

nähert sich seiner Grenze - — p mithin natürlich auch der Kall. Es ist nämlich 
( 2 rt)’ ^ } jr + I _ r - a 


ist für a die Function y 




y2ft 
2 a 


I V'a = (rx-| a)x 


|j- + ja tx-fva 


\-x — rt X — a 

l'x — a •= I X — rt X r — - 7 , -• =r . - 

\ X ~ a V ~ 


0. Es ist No. 1 angegeben, dafs man _ ' . 1 r l/ 

in a’gcbraischen Functionen der Beschaf- folglich ist der Zähler dividirt durch (x- o), 
fenheit, dafs Zähler und Nenner für x = a oder 


y x — t a + ] X - rt 1 ^ 1 _ ] X " g -j- y'x + V 'a 

X - a l'x + y« I j — a yj - a (V'x + ) a) 


der Nenner \ x* — «* ist durch (x ~ «) di- 

\ X* .'X + rt 


vidirt = " = I der Quotient 

X — g f X g 

ist demnach nach ausgeführter Division 
y’x - g y )-x + yg v 

yx — g(yx y yg) _ yx — a y v' x y ya 


( 


i 


und für x = a cesettt 
0+ja+lo 

y 


1 

)2o 


)2o 

2a 


(V'a + ta)|2a 
ln complicirten algebraischen Aua- 
drückeii möchte die analytische Methode 
vonuzteheu sein, besonders da man für 
jede Reihe mir die beiden ersten Glieder 
zu entwickeln hat. 

III. Uestimninng der gröfsteii nnd 
kleinsten Werthe von Kn nction e ii. 

Wenn der "Werth einer Function y für 
einen Werth X der Urverinderlichen x 


gröfser oder kleiner wird, als alle 
AVerthe derselben, welche entstehen wenn 
man den Werth X bis zu bestimmten 
Grenzen hin vermehrt oder vermindert, 
so iieifst iencr Werth von y für -V im 
ersten Fall ein gröfster Werth oder 
ein Maximum der Function, im zweiten 
Fall ein kleinster Werth oder ein 
Minimum der Function. Diese gröfs- 
ten und kleinsten Werthe der Function 
bedeuten absolute Zahlen, ohne dafs 
Vorzeichen dabei in Betracht kommen. 
In Beziehung auf die Vorzeichen nennt 
man subtractivo Minima auch Maxima 
nnd snbtractive Maxima, Minima. Die 
AVeitho der Vrveränderlichen, welche in- 
nerhalb der oben gedachten Grenzen lie- 
gen so wie die zugehörigen Werthe der 
Function, bis zu wmchen die Maxima und 
Minima als solche gelten, heilsen benach- 
barte Werthe. Aulserhalb dieser benach- 
barten Werthe kann die Function Werthe 
anneWen , die grüfser sind als das in 


Digitized by C -'ngli 


Differeiuialrechuang. 


299 


Differenzialrechnang. 


jenen Hennchharten Werthen gehörende 
Maximum und kleiner als das zu dem- 
selben gehörende Minimum derKnnclion. 

betrachtet mau diejenigen gröl’sten und 
kleinsten Werthe, die gröfser und kleiner 
sind als alle übrigen nur möglichen 
Werthe, welche die Fnnction annehmen 
kanu, SU heilson diese gröfsten und klein- 
sten Werthe absolute Maxima und 
kl i n ima, Jone nur bis zu bestimmten 
Grenzwertheii sich erstreckenden heifsen 
dann in beziebung auf diese, relative 
Maxima und Uiuima. 

»■ + A» = /■(.V + A*) = J" + gl A. 
und wenn man — für A^ »etzt 

y- As = /■(-«- A*)= »'-^•A 


2. Es sei y = f-r eine Function von r 
filr den Werth .V von x werde y ein 
Slaximnm F; läfst man dann A’ nm A^ 
zunehinen und abnehnien, d. h. suhsti- 
tuirl man für A' die Werthe A' \ und 
A' — A"**» *ind die zu diesen Werthen 
gehörigen Werthe von y beide kleiner 
als K, so klein man A* nehmen 

mag, d. h. 

F+ Aff<y oder /'(A -bA-r)< Y 
und Y — Ay < Y oder f (A' i A^) < Y 
Nach dem Taylurschen Satz hat man 


öx>' 

A** 
’ 1 • 2 

n*, 

1*2»3 

(1) 

a'y 

fix«' 

A^* 

3>!/ 

0x> ■ 

1-2-3 

(2) 


> 


Hat nun für den bestimmten Werth 

X das erste Dißbrenzial von w oben- 
ox 

falls einen bestimmten additiven oder 
siihtractiven Werth, so kann man dessen 
Factor, den Zuwachs A^ so klein neh- 
men, dafs das zweite Glied 

jeder der beiden Reiben gröfser wird als 
die Summe aller von dem 3ten (iliede 

ab nachfolgenden Glieder, oder 

<)x^ 1 • 2 

wenn man diese Summen als den zu den 
vollständigen Ausdrücken für y^^Ay ge- 
hörenden Reste mit R und Ä' bezeich- 
net, man kann so klein nehmen, dafs 

0 1# 

Ä und R gegen beliebig klein 

werden. Ks mögen also R und R' ad- 
ditiv oder subtractiv sein .so bleiben 

luid A-c -b «lit dem 

tix t)x 

0 y 

iweiten ülicdo Ax übereinstimmend 

ox 

additiv oder subtractiv. 

Nun ist y + A J = 1" + A-v + /{ (3) 

lind y-Ajt= r-g|Ax+ft’ (4) 


^ y 

Ist daher r.- additiv, so hat man 
ox 

y + Ay>F 

and F - y < )’ 

Von den beiden benachbarten Werthen 
ist also der eine gröfser und der andere 
kleiner als F, folglich ist F kein Maxi- 
mum von y. 

Dx 

Y + Ay<Y 
und y - Ay ’ F 

es ist also wiederum F kein Maximum 
von y, weil die benachbarten Werthe nicht 
beide kleiner als F sind. 

Es kann also kein Maximum F für die 
Fnnction y entstehen, wenn für diesen 
Werth F nnd den dazu gehörigen Werth 
X der rrveränderlichen das erste Diffe- 
renzial von y einen bestimmten additiven 
oder subtractiven Werth annimmt. Es 
mufs also für ein Maximum F der 
Function der Werth des ersten 
Differenzials entweder =0 oder 
= CO sein. 

3. Für den ersten Fall, dafs für die 
zasammengehörigen Werthe F und A das 

erste Differenzial ^^ = 0 wird, hat man 
die beiden Reihen 


y + Ay = F + 

y-Ay = y + 


0*y 



A-r* 

fix’’ 

1.2^ 

öx* 

r-2.3 


A^> 

0>.v 

A** 

f)x« 

' 1 .2~ 

Ox» ' 

i-2.3 


Nun kann man wiederum A* so klein ^ , O^y 

nehmen, dafs die Summe aller dem zwei- ^ 


A-r 

1 .'2 


nachfolgenden Glie- 
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der kleiner wird als ilas zweite (ilietl 
selbst, oder wenn man diese Summen 
in den beiden Kcilien mit R und R' be- 
zeirhnet, dafs 

Ux' ■ 1 . 2 ’ * 
üx’ 1*2 

Nun hat man 
und 

In beiden .Viisdrücken ist nun das zweite 
tilied additiv. Nimmt also das zweite 
Differenzial für den Werth .V der Drva- 
riablen, für welchen d.as erste Differen- 


zial = 0 geworden i.st, einen hestimmten 
additiven oder subtractiven Werth an, 
so sind beide zweiten Glieder entwerler 
zugleich additiv oder zugleich snbtractiv. 

Für den er.-ten Fall ist 

f + av ■ )■ 

und l’-Ay • F 

Für den zweiten Fall ist 
F+As- F 
und y—Ay<y 

In dem ersten Fall ist also F ein Mi- 

nimum, in dem zweiten Fall ein Max i - 
mum der Function. 

4. Wird für denselben Werth X der 
Urveränderlichen , für welchen das erste 
Differenzial der Function = 0 geworden 
ist, auch da.s zweite Differenzial =0, so 
ändern sich die Reihen in die folgenden 


F 

F 


+ Aj = 
-Ajt = 


fl’ff Aa;’ A'* 

■^Ox* ■ (4) 
jr _ 0^ A»’ l^jt ^ 
0X> ■ (3)^ 0X< ■ (4) 


Diese Reihen sind also der Form nach Differenzial einen hestimmten positiven 
Hio.selhen wie ersten beiden, und folp- oder nejjativen Werth an nimmt; wird da- 
lich exi.stirt kein Maximum und kein Mi- g^egen dieses dritte Uitfcrciuial - 0, so 
nimum der Function, wenn das dritte erhält man die Reihen 


lind 


F + A!t = F + ^^'J|-J-4- 


F-As= F + 


O^jt Ax* 

0x*' (4) ‘ 


0‘S Ax“ 

0x»’ (5) ■*■•••• 

0‘» , 

0xi' (äj ■*■■■■' 


lind man erhält wio vorhin für y* ein 
Ma.vimnm F bei dem Werth X der Fr- 

veränderlichen, wenn:, ^ einen hestimm- 
Ox* 

ten subtractiven Werth und ein Mini- 


mum wenn einen bestimmten ad- 
<)x'* 

ditiven Werth annimmt. 


Setzt man diese Schlüsse weiter fort, 
so ersieht man aus den bisherigen Un- 
ters lu-hungen; 

Erstens, dafs von der Function »/ nur 
ein Maximmii und ein Minimum existi- 
ren kann für denjenigen Werth .V der 
l’rvariablen .V, für welchen das erste Dif- 
ferenzial der Function =0 wird. 

Ox 


Zweitens: Setzt man diesen Werth .V 
in die höheren DilVcrenzialc und dasje- 
nige Differenzial, welches zuerst einen 
hestimmten Werth anniramt, ist ein D. 
gerader Ordnung, so ist der Werth der 


Function für den Werth A' der l'rver- 
änderlichen ein Maximum, wenn das hö- 
here D, snbtractiv ist, ein Minimum, 
wenn da.s höhere D. additiv ist. 

Drittens: Ist dasjenige höhere D , wel- 
ches zuerst einen bestimmten Werth an- 
nimmt, von ungrader Ordnung, so existirt 
für die Function y weder ein Ma.ximnni 
noch ein Minimum, weder für x = A’ 
noch für irgend einen anderen Werth 
der Grvariabeln. 

5. Aus der Entwickelung der Kegeln 
zur Erkennung der Maxima und Miniiua 
cr.«iieht man, dafs immer nur die abso- 
luten Werthe entscheiden, dafs also jede 
Gröfse, die auf ein Maximum oder Mi- 
nimum zu untersuchen ist, als positive 
Gröfso gedacht werden mnfs. Ist aber 
eine solche Grölsc der I.ago nach nepa- 
tiv oder der Zahl nach snbtractiv, so 
mufs ihr, damit sie an sich grofscr werde, 
etwa.s Negatives oder Suhtractives znge- 
setzt werden; eben so mufs von ihr etwas 
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Negatives oder SubtTactives fortpenom- 
men werden, wenn sie an sich kleiner 
'werden soll. 

Drückt man nnn das Nepative, welches 
einer (iröfse ij anhaftet alpcbntUch ans, 
so entstehen in den obipen für >' ent* 
wickelten Reihen die entgepenposctzten 
Vorzeichen, und es finden also bei dem 
negativen Maximum und dem nepativen 
Minimum die entpepengesetzten Kenn- 
zeichen statt. Aus diesem (Jmnde nennt 
innn auch die negativen Maxima, Minima 
und die negativen Minima, Maxima. 

C. Für den Werth A' der l'rveränder* 
liehen zr, welcher entsteht, wenn man 
ny 


stn ~ ein Max. Aber auch für 


wird cos z* = 0, also kann auch lin 


37 


ein Mux. oder ein Min. sein. Nun liegt 
aber sin zwischen dem 3ten und 4teu 

Quadrant, ist negativ und ist 


3;» 


eine positive Grüfse; folglich ist J*” 




= » setzt, kann nach No. 2 ebenfalls 


ein Maximum oder Minimum entstehen, 
ln solchem Kall mufs man direct unter- 
suchen, ob ein solches und welches von 
beiden stattfindet, indem man in die Func- 
tion (« -b k) und (so - k) für x hinter- 
ei nander einsetzt, entwickelt und erfährt, 
ob diese benachbarten Werthe beliebig 
klein genommen, beide profser oder beide 
kleiner wenlon als Y für .r = «(. 

Für die richtige Auflässunp der vorpe- 
tragenen Begriffe und Vertährungsailen 
eignen sich ganz besonders die trigono- 
metri-schen Functionen, und es sollen 
daher au diesen die notbwendigen Kr- 
läuteruugen angeknüpft werden. 

7. Beispiele. 

1. fiw * wird für x = zu dem Maxi- 


entweder ein Minimum oder ein negati- 
ves Maximum, und letzteres ganz be- 
stimmt, weil (ies.sen benachbarte Werthe 
negativ sind. 

Auch für dasjenige x, für welches 
cosx = ao wird, kann «in x ein Max. oder 
ein Min. werden, ein solches x existirt 
aber nicht. Mithin sind nur die obigen 
2 Maxima für sin x möglich und ein Mi- 
nimum existirt nicht. 

2. y = cos X 


Ks ist 


rix 


= — StHX 


Für x = 0 wird ^ = - sin x = 0, und 
Ox 


,0V ... 

da ... * = “ ces X suhlractiv i.nt, so ist 


rix* 


muni 1, denn ist <1; fer- 

ner für x = J/T ein negatives Maximum 
= — 1 ; ilonn sin (.j.» ± o) ist negativ und 
absolut kleiner als l. Sin(x = 0) = 0 ist 
kein Minimum, denn sin (0 x) = + sin n 
ist > 1 und sin (0— «)= - sin n ist < 1. 
Desgleichen ist sin .7 = 0 aus demselben 
Grunde kein Minimum. Gesetzt man 
wüfste dies nicht, und wollte die Func- 
tion y = siitx auf .Maxima und Minim.a 
aiialyti.sch untersuchen, so hat man: 

Oy 


cos (x = 0) ein Maximum; es ist auch 
cos (0 ± n) = -f cos n , so dafs lH.‘ide be- 
nachbarten Werthe < ros 0=1 sind. Für 
X = 7 wird - si« X ebenfalls = 0; da aber 
cos 7 zwischem dem zweiten und dritten 
Quadrant liegt, so ist ros .7 negativ, folg- 
lich = - ros X eine positive Grüfse und 

cos n entweder ein Minimum oder ein 
negatives Maximum, und atisschliefslich 
letzteres, weil die l>enacbharten Werthe 
von ros 7 negativ .nind Für ros x = 00 
gibt es kein x. Kiu Minimum ent.steht 


0*1/ 


nicht : bei X = nämlich wird rot x = 0, 
allein + ist negativ und 

coj^-^- nj ist pojiitiv mithin der erste 


»»1/ 


•J 

— , = — roix 
iljJ 


Ks kann umi .in x für dasjenige .V, 
mit welchem cos x = 0 wird, ein .Max. 
oder ein Min. werden. Die.« ist aber 


Werth kleiner, der z.veile grölier als 
n 

ros — = 0. 

2 

3. y = ty ,r 

Es ist ' = . 


x=j, und da zugleich gj.j = - . 
abo ein subtractivor Werth wird, so ist 


rix 


«r 
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Für sec gibt es kein a*, weil der 

kleinste Werth von sec x — \ ist. Es 
mnl's also sec = oo versucht »erden, 


lind dafür ist x = - 


Nun ist ^ i für 
Ox’ 


X = — ebenfalls = ® und man ersieht, 
2 

dafs alle noch höheren Difierenziale von 

V ebenfalls für = x werden. Demnach 
* 2 

ist eine directe Untersuchung erforder- 
lich. Man hat die Reihe 

'’2"2'''3(2)‘‘'3.5l2j 

Hieraus entstehen also 

's(T+‘')=(T + '') + Kf + ") +-• 

und 

'»(2 +••••• 

Die vorstehenden Reihen eignen »ich 

nicht zur rntersuchung oh für a:=~ 

ein Maximum oder ein Minimum ent- 
steht; gebt man daher zu der trigono- 
metrischen Formel über 
. / + 

^ ' 1 T <5 « * *5 

so hat man, für a den Werth gesetzt 


•sil = 

1 T lg 


lg 

igß 


und Zähler und Nenner durch lg — di- 


vidirt 


1 ± 




Igß 

7t 


— r ^ 


Nun ist tg daher ist 


folglich 

und 



1 _ J T 0 

V2 ' V 

0:gslg ß 

( ” , a] 

1 1 

' 2 '’J 

'~-igß~ 



^2 n 

' tgfl ^ 


. cot ß 


Die gleich »eit von tg — entfernten 

benachbarten Werthe sind also beide 
gleich grofs aber einander entgegengesetzt. 


Nun ist zwar lg — = x und als solche 

ein Max. für jeden endlichen Werth, also 
> (+ cot ß) und > (- cnl ß) Allein - cot ß 
gehört einer Reihe von Werthon an, de- 
nen ein anderes Max. zukommt, näiulicb 
das für x = \n. 

(g ^ ist das absolute Maximum 

der Tangenten für Bogen von x = 0 bis 

x = — und von x = a bis x = in. Ein 
2 

Minimnin hat lg x ebenfalls nicht, weil 
zwar lg (x = 0) = 0 ist, aber <j(+ <i1 po- 
sitiv und > 0, lg {- n) negativ und < 0 ist. 

4. y = col X gibt dasselbe Re.snltat in 
Beziehung auf Maxiina und Minima: Es 
exi.stiren nur 2 absolute Maxiina und kein 
Minimum für col x. 


5. y = 

Es ist 


ICC X 

ilg 

= lg X • sec X 


OJg 

Ox» 


= sec X (lg *x + sec *x) 


0 V 

Für X = 0 ist = <j X • ICC X = OX 1 =0 

für X = 0 wird i^?=l(0 + l) = -tl 
Ox’ 

fi’« 

Es wird also, da eine bestimmte 

positive Oröfse ist, icc x für x=0 ein 
Minimum = I : und es ist auch icc (0 -t n) 
+ sec n so dafs beide benachbarte Secaii- 
ten positiv und grölser als 1 sind. 

Kür X = 71 wird ebenfalls 

0« 

=7 Io X • sec X X 0 
Ox * 

Nun ist sec n zwischen dem zweiten 
und dritten Quadrant belegen, also ne- 
gativ = — 1, und 
0»y. 


9x> 


= - l[0+(-l)T = -I 


mithin wird icc x für x = 7r entweder ein 
Maximum oder ein negatives Minimum, 
und letzteres findet statt, weil icc tt zwi- 
schen benachbarten negativen Secanlen 
liegt. 

TW- ^ • > 

Für .»■ = --• wjrd cx = « 

2 vx 

Es kann also ein Maximum uiiil 


ein Minimum sein. 


() 

Aber .. , Ut für 


x = -^ ebeufall.s oo , und wenn man mit 
Hülfe der trigonometrischen Formel für 
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see{-^ä:n) = r- ilio weitere ün- 

V “ ' I " j \ 

tersuchung anstellt, so ergiebt sich, duH« 
%ec ein absolutes Maximum ist, wie 

auch "''^ 2 " P®****^ 

negativ ist. 

6. u = cosec X 

tw . ö « 

fcs ist rr — — cot X • cotec r 
ux 

ö ■‘'y o , 

+ cosec X (ro/ *x + cosee *x) 

Ox* 

Für X = wird - 0 x 1 =0 


folglich entsteht für x = wie bei der 
Secante ein Minimum = 1 , und es ist 
auch roier = + cosec tt. Das Maxi- 

mum für X = 0 ist ein absolii ies Maxi' 
mum. 

8. Man kann für die Beiirtheilung, ob 
eine Function y mit dem Nullwertb des 
ersten Differenzials für x und y, ein Maxi- 
mum oder ein Minimum oder keines von 
beiden winl, die höheren Differenziale 
ganz ignoriren. 

W&cDst nämlich eine Function y mit 
dem Wachsthuni ihrer ürTeränderlichen 
X und nimmt mit ihr ab, so wachsen 
auch die Zuwachse Ay undA^ n)it ein- 
ander und nehmen mit einander ab. Zu 
einem positiven gehört also immer 
ein positives Ay vind zu einem negati- 
ven A* immer ein negatives Ayi cs ist 

mithin jederzeit der Zuwachsquotient 
positiv und somit auch das Differenzial 


öy 

öi Po«**''- 

Wächst hingegen die Function y mit 
der Abnahme der Frveränderlichen x und 
nimmt ab mit der Zunahme von x, so 
findet beides auch zwischen deren Zu- 
wachsen Ay und A«»^ statt. Es ist also 
jederzeit absolut genommen y + Ay mit 
X — A^ oder y — Ay mit «‘-f-A«*’ ver- 
bunden, der Differenzenquotient und 

mit demselben das Differenzial ist ic- 
deneit negativ. Lst gegenseitig das Dif- 


ferenzial 

ux 


für irgend zusammengehö- 


rige Wertha «, x poaittv, so wichst y von 
hier ab mit dem Wachsthum von x und 
nimmt ab mit der Abnahme von x Ist 
dagegen jenes Differenzial negativ, so 
wächst y von hier ah mit der Abnahme 
von X und nimmt ah mit der Zunahme 
von X. 


Ist mm für irgend einen Werth A' von 
X das erste Differenzial 0 und es 

(tX 

wird für deu Werth A' -f- A^ positiv, 

80 wachsen die Werthe der Function y 
von Y ab nach der positiv benachbarten 

Seite hin; wird ferner auch ^ für den 
c)x 

Werth A'-A*»^ positiv, so nehmen <lie 
Werthe der Function y von Y für A nach 
der negativ benachbarten Seite hin ah 
und es ist also Y für x = A' weder ein 
Maximum noch ein Minimum. 

Wird das Differenzial für A'-fAa* 
Ox 

negativ, so werden die Werthe der Func- 
tion von y ab nach der positiven Seite 

hin kleiner; wird für X-^x oben 

falls negativ, so werden die Werthe der 
Function von )' ah nach der negativen 
Seite hin gröfser und Y ist wiederum 
weder ein Maximum noch ein Minimum. 

Wird dagegen für A'-f-Ax posi- 
tiv und für A'-A-r negativ, so 


wachsen die Werthe der Function y von 

Y ah nach der positiven Seite hin, und 
wachsen mit der Ai>nahme von A und A* 
auch nach der negativen Seite hin. Beide 
benachbarten Werthe von y rechts und 

links von )' ^für x = A oder für 

werden gröfser als Y und folglich ist 

Y ein Minimum. 

Wird endlich für A'-f A^ negativ 

und für A— Aa? positiv, so nehmen 

die Werthe der Function ab, welche auf 
der positiven Seite liegen und die Werthe 
der Function auf der negativen Seite 
nehmen ehenfalKs ab. Beiile benachbar- 
ten Werthe zur Linken und zur Hechten 
von Y werden kleiner als )', und Y i,st 
ein Maximum. 

_ Um also den Werth von x zu finden, 
für welches y ein Maximum und eiu Mi- 

werden kann setze — < 


nimum 


bx 


■ 0 und 
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entwickele <t so ist A' der yerlan^e Werth, 
l'm nun aber henrtheilen r-u können, ob 
für A die Function <j ein Mayimnm oder 
ein Minimum oder keins von beiden wird, 




für -V 


setre in da.«selbe ItilTerenzial 

Ü.T 

nach einander die Werthe A'+£,i und 
A' - (oder A + o und .V — n). 

Wird dann i>ositiv, - 

/>(A+A3-)* «♦(A-A-»*) 

ncpaliv, so ist )' ein Minimum. 

i)(.v?ÄTj öTa^-V-) 

po.sitiv, so ist >' ein Maximum. ‘ 


Wird zugleich 57-^^ — - 

^ 8(A-Aa-) 

positiv oder nepitiv, so ist V weder ein 
Maximum noch ein Minimum. 

9. Hcispicle. 

1. Eine gegebene Zahl in 2 Theile zu 
zerlegen» dals das Product bestimmter 
Potenzen dieser Theile ein Maximnin 
oder Minimum werde. 

Ist a die gegebeno Zahl» t der eine 
Tbei!» also {a-^r) der andere, so soll 
xm (o ^ x)** = M sein. 

Nun ist 


~ Ox^“ (a — x)** = X'" • »1 fa — x)'*~ * (— 1) 4- (<* — x)" • mx»«-! 

= X"*— 1 • (a — x)«— t [m (a “ x) — nx] 

= X > • (a — xy* - 1 [ma — (»» + n) x] 


kann nun = 0 werden für den ersten 
Ox 

Factor x«» — ^ = 0, d. h. für x = 0, wel- 
cher Worth für ein M nicht muglich ist; 
fiir den zweiten Factor (a — also 
für (a — x)=0, welcher Werth ebenfall.s 
tler Aufgabe widerspricht; daher kann nur 
der dritte Factor = 0 gesetzt werden, also 
ffia — (m -}- ») X = 0 


w’orau" X = — ■ — 

m + » 

Dt nun das 2te DilTerenzial substraciiv 
wird, 80 entsteht fürx = -^”^^ ein Maxi- 

»I -1 #i 

mum» und die i)eidcn Theile von a sind 


und 


[rt da.s Product der 

\ irt * n' 


m i »» 

Potenzen, das Maximum 


( m/i \"» / na V« 
«Tf «) “1 


(m4n)"»+« 


Für m = w sind beide Theile der Zahl 
einander gleich und jede ja. 

Die Zahl 10 in 2 Theile zerlegt , dafs 
x*x(10 — xy ein Maximum wird, gibt 
0 und 4 und das Maximum = 6*x4*=34ü6. 


2. Von einem Cylinder ist der Inhalt 
gegeben, seine Abmes.«;nngen .ho zu 
hestimmen, dafs seine gesn mmte Ober- 
fläche ein Minimum werde. 

Hezeichnet man mit x den Durchmes- 
ser der (inindohene, mit y die Höhe des 
Cylindor.H, so ist 
der Inhalt des ('ylimlerj» = \a 
der Inhalt, jeder Endtläche=: jax’-' 
der FiächeiiinliHlt des Mantet.« = .*ixy. 

Die Cirüfse, welche ein Minimum wer- 
den soll ist also 

;ixy 4- 2 • = M 


Nun ist aus der ersten Gleichung 

443 


also 


4/13 


4- 4/v X* = 4/ 


(1) 

( 2 ) 


Nim ist 

O.V 4.1^ . - 4 >4' 4 ax’ 

^ nx — — ~ 0 

<).C X* ■ X» 




(3) 

Das zweite D. von M wini iinsiliv, mit- 
hin entsteht für diesen Wertli von x ein 
Minimum. 

Mau erhält nun (aus I und 3) 

_4.1^ 1 1 /n* ,i/4 

n~' A^ ' 1 16“ ‘ » -> 


Es mufs .ilso für das Minimum der ge- 
•sammten OberlF’che die Höhe des Oylin- 
ders = dom Durchmesser der (irundlUche 
geiiommeu werden. 

Je kleiner man die Höhe iiiinint, desto 
gröfser werden die beiden Kiidfläcben und 
man kann mit beliebiger Abnahme der 
Höhe den Inhalt beider Endflächen be- 
liebig grofs erhalten, .so daCs mit diesen 
auch (lie gesammte Oberfläche beliebig 
grofs wird und somit ein Maximum un- 
möglich ist. Oegenseitig wird durch Ver- 
gröfseriiiig der iftho die Grundfläche im- 
mer kleiner, der Mantel wird iuimerfutt 
grülser und mit diesem kann die ge- 
.saimiite Oberfläche des Cylinders jede be- 
liebige (iröfse erhalten. Beides drücken 
auch die Kurineln für den Mantel und 

die Grundflächen aus, nämlich i— und 

X 

'nx'^. Es ist daher auch die Aufgabe 
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unmöglich, den Cylinder rnn dem Inhalt 
so zu bestimmen , dafs der Mantel 
allein, oder eine oder beide Cirunddächen 
allein Maxima oder Minima werden. 

Soll eine Grundfläche vom Minima 
ausgeschlossen werden, so bat man 

M = — + 


Fig. 559. 


und 


und 


2A 

V'it ^ 

4A’ V' n A 



a ‘d.d«' 


Y'rr 


PO dafp der I)urehiiieps(*r der (iruiulfläche 
doppelt so grofs als die Hohe sein imtrs. 

3. Aus der Torigen Aufgabe erhellt, 
dafs unter allen Cylindern von gleich 
grofser Gesainmtoberfläche derjenige den 
gröfsteii körperlichen Inli.nlt hat, bei wel- 
chem Durchmesser der Oriindebene und 
Hohe = grofs sind. Dies soll hier direct 
untersucht werden. 

Bei <lerselben Bezeichnung soll der In* 
halt 

A* = f/TJ-’y = Max. werden. 

Die gegebene (resamintoberfläche ist 
F-nxy-^iTtJr'^ 

F ^ 

hieraus y= — ^ = — — .Ix 

TJX 7IX 

Also M = ^nx* \Fx - JJjix* 

daher 
und 

Nun ist 


i)JI 

Öx 


r 3 .r 


kleinen Inhalt bringen und man sieht, 
dafs die Aufgabe kein Minimum zuläfst 
Als Maximum ferner kann das Viereck 
keinen ausspringenden Winkel E haben. 

Zieht man die Diagonale BDy setzt die 
Z_A und E — ff und y>, so ist 
/^AHI) = • rf • sin tf> 

C^CBl) = td • 6 • sin I/* 
mithin der Inhalt des Vierecks 

M — ^ (a6 sin V' + cd sin y) 

Das Differenzial vom M soll 
setzt wertlen; es sind 2 Veränderliche i/' 
und (T, nimmt man als iirveränderlich 
lind uifferenzirt, so erhält man 

= ab cos I/» ^ -| cd cos 7=0 (2) 

t)tf- ihf 

Setzt man die Diagonale Bl)=Xf so 
hat man für die beiden Verämlerlicbeii 
diu (tleichung 

X* = o* d 5* -2fl5cos r*-i iP •• 2 cd cos (f 
woraus 

+ . cd 


(l) 

0 ge- 


F ~ \ 7t • 


y= 


3/r 2F 


ros I/' = 
und 




.v.v’i.xr-'-' «I., 

3n f 2F f :i7 


2ab 

D cos i/» cd f. 

— itr = - 0 COS 7 

Oy a h ' 

. 0 tfi c d . 

0 •> cd 


+ cot if. (3) 

fl 0 


Dafs der vorstehende Ausdruck für x 
ein Maximum ist, ersieht man natürlich 

daraus , dafs einen negativen Werth 

0 X* 

erhält. 

4. ln einem ebenen Viereck sind die 
4 Seiten a, 5, c, d gegeben; das Viereck 
so zu be.stimmen, dafs der Inhalt desseU 
ben ein Maximum wrerde. 

Wenn man in dem nebenstehenden 
Viereck ABCD die Seiten BC und CD 
sich unverrückbar denkt, .so kann man 
die Seiten BA^c und DA — d auch iu 
die Lage BED bringen, endlich kann 
man durch Verminderung des ^ BCD 
das Viereck ABCD auf jedeu noch so 


smy 

wixtutC' r\ ” I ■ . ■ 

i>7 flo sm I,'« 

Diesen Werth in das Differenzial (2) 
von ;W gesetzt, gibt 
DjW , cd sintf 


= ab cos I// • - 

0 tf> 

oder 

DM . 

dT— = cd 
Off 

oder 


•f cd cos ff = 0 


sm 7 


ab sin ?/; 

cos -f cos tf • sin i/f 


= 0 

(3) 


sin tf/ 

sin (7 + I/-) = 0 
Es ist mithin 
entwe<ler 7 + = 0 

oder y + = 180® = n 

Der erste Werth ist nicht möglich, 
folglich gilt nur der zweite Werth 7-f »^=0. 

l)a.H verlangte Viereck ist also dasje- 
uige, dessen gegenüberliegende Winkel 

20 
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— zweien Rechten sind, d. h. das in einen 
Kreis hcschriebene Viereck, und das Maxi- 
mum selbst, wenn man a-\-b-^c + d = t 

setzt ist 

M = l|'{i - o) (f - 6) (i - c) (s - rf) 

Uafs »I ein Maximum und kein Mini- 
mum ist geht auch aus den Formeln her- 
vor. Üenn lileichung * zeigt, dal's co« H> 
mit eos tf', also auch dafs to mit zu- 
uimmt und abnimmt. Setzt man also 
w = <f — a, so wird auch ik = U' — ß, 
,f, ^ + ß) sind kleiner als 180° und 

si» [7 + i;« - (n + «] wini positiv. Für 
7 -l-n wird if zu i/'+/9 und«/ -t-ip+(«c+/S)>180 
folglich sin («/ + + « -b ,'0 «ird neirativ 

(vergl. No. .8). 

5. Ks ist eine grade Linie Aß und 
aufser ihr aber in derselben Kbcne sind 
2 Punkte C und D gegeben. Man soll 
ilen Punkt K in iler geraden Linie fin- 
den, so dafs die von C und l) nach E 
gezogenen graden Linien znsammenge- 
nommen die kleinste I.änge haben. 

Fällt man die Lothe CE und OG auf 
Aß, so mufs der Punkt E zwischen E 
und G liegen. Denn gesetzt E' wäre mit 


Fig. Ö60. 



E gleicliweit von G entfernt, 

so »äre OE' = OE, 

aber CE'>CE 

also kann nur OE 4- CE ein Minimum 

wenlcu. 

Da E' unendlich weit von G genom- 
men werden kann, so läfst die Aufgabe 
kein Maximum zu. 

Bezeichnet man E'G mit r, EE mit t, 
CE mit a, OG mit 4, so hat man 
tl = CE+ «K=| ^iTa-’+l ä’-Kc-a-)» 


Nun ist I- '-(■'‘-jO j-| '4* 4 - (c - j )* - (c - x) | o* + 

üx 2 |o’4-x* 2| 4’ 4- (c — x)* 1 a’ 4- X* X I 4’ 4 (e - x)’ 


oder 


und 


r( 4* 4 (c - x)’ = (r - x) 1 «iH • 
ia‘ cx «• r''* 


x’ — ,, + . 

n« — 4’ «I- 


■4« 


= 0 


ac 

* ä-n, 


.1 «IC , nc 

Also x=— , oder , 

«4-4 4 - rt 

Für die erste Formel verlängere EC 
bis II, so dafs EH - a + h, ziehe HG und 
aus die mit HG parallele CE so ist 
E der gesuchte Punkt. Denn es ist 
EH : EC = EG : EE 
Oller a 4- 4 : o = c : X 

also r = — i 

«i-f- 4 

Die zweite Formel gilt für den Fall, 
dafs beide Punkte C und O auf entge- 

Fig. 561. 



gengesetzten Seiten von AB liegen. Es 
versteht sich, dals die grade Linie zwi- 
sehen C und 0 die kleinste Summe l>ei- 
der Linien gibt, und dafs aUo deren 
Durcbschnittspunkt mit Aß der verlangte 
Punkt ist, und dies drückt auch die For- 
mel aus. Denn es ist Fig. 561 : 

CE:OG = EE:EG 
oder n : 4 = x : r - x 


Ans der Function ersieht man, dafs 
das 2te Dilfercnzial positiv werden nmfs, 
denn das D. des ersten Gliedes l a* + x’ 
bleibt in allen Ordnungen positiv, die Dif- 
ferenziale des zweiten Gliedes 1 4*4 (c-x)* 
werden wegen des (-x) und der daraus 
erfolgenden (— Dx) abwechselnd negativ 
und positiv und somit wird das D. von 

. — positiv. Der Werth 

2l4'4-(c-x)> 

ÜC 

x = ± i ist also ein Mintmnm. 

o * 4 

6. In einen geraden Kegel einen Cj- 
linder zu zeichnen, der den grüfsten C'u- 
bikinbalt bat. 

Wenn man die Höhe des (tylindeis 
sehr klein nimmt, so nähert sich die 


♦ 


.t» 
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Grundfläche desselben der des Kegels und der Inhalt dos Cylinders selbst 
and kann mit Verminderung der Höhe 4 


derselben immer näher gebracht wcnlen, — «y 

Kegel hat den Inhalt 

kleiner nmi ?iein (ireniweiih ist =0. q 


Fitr. 562. 


i^Ar*-= ^jnhr- 


fo1|;lich verhalten .«ich beide Kurper, der 
Cylinder und der Kegel wie 4 : 9 
7. In einem graden Kegel einen Cy- 
linder zu zeichnen, der den grofston Man- 
tel Imt. 

Mit der beliebigen Abnahme der Hube 
de» Cylinders nähert sich der Mantel 
immer mehr dem (irenzwerthe =0, das- 
selbe geschieht mit der Zunahme der 
Huhe nes Cylinders bis zu deren Grenze 
A, wo der Mantel ebenfalls =0 wird. Es 
Eben so wird der Inhalt de.« Cylinders einen Cylinder geben . dessen 

immerfort kleiner und verschwinuet end- Mantel den gröbsten Wertn erhält. Bei 
lieh in eine gerade Linie wenn man die vorigen Bezeichnung hat man das 
obere Endfläche der .Spitze des Kegels Maximum 



immer näher bringt, deshalb eignet sieb 
die Aufgabe nicht zur AufHndnng eines 
Minimums. 

Setzt man den Halbmesser des Kegels 
= r, desen Höhe = A, den Halbmesser des 
Cylinders = y, dessen Höbe = x, so ist 
das gesuchte Maximum 
Jtf = n tf^T 

Nun ist A:r = A — x:y 
hieraus 


M = 2/yy • x = 2.7 • (A — x)x 
h 

und die constanten Factoren fnrtgelassen 
jl/ = (A — x)x = kx — x'* 

also - - = Ä - 2x = 0 
öx 

woraus x = \k 

der Mantel ist also 


2n • 


y = -j- (* - ») 


• yA • jä = ^nrA 


also 


M ~n -^{h — 

o<ler die constanten Factoren fortgelasscn 
Af =r (A — x)*x = k*x — 2Ax* 4 

also = A>-4Ax + 3x* = o 

Ox 

oder A (A - x) - 3x (A - x) = 0 
oder (A - x) (A - 3x) = 0 

Nun ist für A — x = 0; x = A, der Cy- 
linder wird = 0 lind folglich iniifs A-3x=o 
sein. 

Man hat demnach für das Maximum 
des Kubikinhalts 

x= JA 


8. In einen graden Kegel einen Cyliii- 
der III zeichnen, der den gröfsten fle- 
sammtniiifaog hat. 

Mit der Zunahme der Höhe des Cylin- 
ders bis. zur Höhe A des Kegels nimmt 
die Cicsammt- Oberfläche des Cylinders 
immerfort ab, und wird mit der Höhe 
A = 0. Mit der Abnahme der Höhe nähert 
sich die (iesammtobertläche immerfort 
der doppelten Kegelgrnndfläche. Ist mm 
diese doppelte Griindilächo ein absolutes 
Maximum für die Gesammtoberflächen 
aller in den Kegel eingezeichneten Cy- 
linder, so gibt es für dieselben kein Ma- 
ximum. Mit Heihehaltiing der vorigen 
Uezeichnung ist das verlangte Maximum 


Af = 2iry • X + 2oy’ = 2.7 j (A - x)x + 2o ^ (A - x)* = 2i ^ j^(A - x)x + ^ (A - x)*] 
= 2 n jj, [(r - A)x’ - A (2r - A)x + rA>] (1) 

folglich = 2n [2 (r - A) X - A (2r - A)] = 0 


Nun ist 


A (2r - A) 
' 2fr-A)' 


mt 

Ox* 


2>Tj^,x2(r- 


A) = 4» jj,- (r - A) 


Ist r > A so wird dies zweite D. posi- 
20 * 
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tiv und il ein Minimum. Da aber nach 
dem Obigen ein Minimum nicht möglich 
ist, so mufs A > r sein , und dies ist die 
Bedingung, dafs ein Maximum entstehe, 
weil dann diese gesammte Oberfläche des 
('ylinders gröfser ist als die doppelte Ke- 
gelgruudebene. Dieses Resultat aber gebt 
auch ohne Analysis aus der Formel^ 1 
für !H hervor. Denn da die doppelte Ke- 
gelgrundfläche = ist so hat man zur 
Bedingung 

27r’<2.7 [(r-A)x’-A(2r -A)x4rA*] 

woraus die Klammern aufgelöst und die 
Nenner fortgeschaffl und reducirt, die Be- 
dingung bervorgeht 

(r - A)x - A (2r - A) > 0 
oder (r — A)x > A (2r — A) 

Da nun * immer kleiner ist als A, so 
mufs (r - A) > (2r - A) sein, d. h. es müs- 
sen (r - A) und (2r - A) subtracliv sein. 

Ks ist demnach 


1 1 

hieraus 

und der hierzu gehörige Cylinder der 
verlangte. 

8 . In einer Kugel den gröfsten Cylin- 
der zu zeichnen. 

Bezeichnet man nach Figur .5C3 mit r 
den Ualhmes.ser der Kugel, mit r die 
halbe Höhe des Cylinders, d. i. die F.nt- 
feruung des Mittelpunkts der Kugel von 
jedem tirundkrei.se des Cylinders, so ist 
der Inhalt des Cylinders 

,1/ = o • (r’ — X*) • 2x = in (r’x - x*) 


Fig. 563. 



= 2nr* — 67 x* = 0 

0 X 

r 

woraim ® j 3 

daher die Höhe des Cylinders =*r|'3 
und der Durchmesser seiner Grundebene 
-2r|i = *rfC 

die Höhe verhält sich zum Durchmesser 
wie p3!t'6=l!l2 

d. b. wie die Seite eines Quadrats zn 
dessen Diagonale, und der Inhalt des (’y- 
linders ist = JoH \ 3 

9. In einer Kugel den Cylinder zu 
zeichnen, der die gröfste (iesammtober- 
fläche hat. 

Bei derselben Bezeichnung bat man 

das verlangte Maximum 

W = 2 o (r’ — X*) -F 4 ! 7 x |'r’ - x’ 
wo das erste Glied die Somme beider 
Grundebenen und das zweite Glied den 
Mantel vorstellt. Dies lU bat mit belie- 
biger Abnahme von x den Grenzwerth 
2nr* nämlich die doppelte Fläche des 
gröfsten Kreises der Kugel. 

Nun ist 


0 « , 



+ Vr* — I = 4n 

j/r»-x> I 


1 . I r -“ - X 



Da X nur mit dem subtractiven Vor- 
zeichen in der Formel sich befindet, so 
ersieht man sofort, dafs mit der Vergrö- 
fserung von x der Ausdruck kleiner als 
Null also subtractiv und mit der Vermin- 
derung von X der Ausdruck gröfser als 
Nult also additiv wird und dafs somit das 
Differenzial ein Maximum enthält. 

Nun hat man entwickelt 

— X I r* - x’ -F r’ — 2 x’ = 0 
woraus x* = jr’(l±F}) 

und x = ±rj/i-^ 

das subtractive Vorzeichen ist nnmöglich, 
mithin ist 



Da nnn in dom obigen Differenzial 
r’ — 2 X* 

— X -F — = 0 
Vr» - X» 

r immer >x, also j/r’ — x* positiv ist, 
das zweite Glied aber wegen des sub- 
tractiven ersten Gliedes additiv sein mufs, 
so ist auch der '/.ähler (r’ — ix*) additiv, 
folglich r* > 2x*. 

Aus diesem Grunde kann in dem Aus- 
druck für X nur — t J gelten, weil für 
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x’=r»[i + 5V(] 

also r“ werden würde, und man 

hat den Werth für das Maximum 

10, Den Werth von x zu tinden für 
welches ein Minimum wird. 

Es ist nach Formel 146 

^- = *>■[1 + fej,ix] = 0 

Und es kann nur für den Factor 
1 f lagn x = 0 


X' zum Minimum werden, wenn x nicht 
= 0 sein soll. 

Es ist mithin lnx = — 1 

und ar = e— 1 = — 

e 

Wenn man in dem ersten DitTerenzial 
r vermehrt, so wird x«“ pröfser und tnx 
wird gröCser, also >0; wenn man aber 
darin x vermindert, so wird x^ kleiner 
und ln X winl kleiner, also < 0 und folg- 


lieh gibt 


ein Minimum von 




-“1,41466 

l‘e ( 2,71828... 


Man überzeugt sich von der Kichtig- 
keit des Resultats, nämlich dafs — ein 

F« 

Minimum aller x' ist (ein achter Bruch 
kann x nur sein) wenn man nach ein- 
ander wie z. B. folgende Logarithmen 
aufsucht : 

i.T I . 

hg I 2,718 .... = 0,159768 


log VI 
hg t'2 
hg 

hg I 4 
1 0 

hg (10 

1 B B 

log (100 


= 0,0000000 
= 0,1505150 
= 0,1597071 
= 0,1505150 
= 0,1000000 
= 0,0200000 


Für einen Bruch, dessen Zähler = 1 
ist, gibt also unter allen Wurzeln von 

j* e 

der Form 1> die Zahl ye den gröfsten 
Nenner, den Bruch selbst also als die 
kleinste Zahl. 

10. Eine implicite Function ist 
gegeben, die Maxima and Minima 
derselben zu bestimmen. 

Ist « = /(V,x) = 0 (1) 

eine Gleichung zwischen den Veränder- 
lichen X und ij (s. Diflerenzlalgleichung I, 
Formel 3), so hat man (nach demselben 
Art. No. 3) 

Ob Ojf . Ob 


oder 


— . X - - = 0 

Oy Ox Öx 
ößy,x) Oy 0/(y,x)_ 
Oif Dx Dr 


Soll nun y ein Maximum oder ein Mi- 
nimum werden, so mufs x einen solchen 

Werth -Y erhalten, für welchen ?^ = 0 

ux 

wird. Mithin reducirt sich Gleichung 2 


= 0 


auf die Gleichuug 
bu 
Ox 

Eh können also nur diejenigen Wertbe 
von X Ma.xitna oder Minima der Function 

erzeugen, für welche und einzeln 

:=0 sind. Oder was dasselbe sagt, für 
welche das D. der Gleichung, x als al- 
leinige Variable angesehen, = 0 wird. 
Die beiden Bedingungsgleichungen für 
ein V sind daher 

« = 0 

und aus diesen können die beiden zu- 
sammengehörigen Werthe von x und y 
entwickelt werden. 

Z. B. u~y^ — axy f x^ = 0 (4) 

so ist noch 
(tu 

= - oy -F 3x* = 0 (5) 

Diese zweite Gleichung ergibt 

und dieser Werth in die Gleichung für b 
substituirt 

/3x>v» 3x» 




ergibt 

/ 2a’\ 

oder X* ( x’ - = 

Es ist mithin 

3 

entweder x = 0 oder x = }n ( 2 

für diese Werthe von x erhält man aus 

Gleichung 6 

entweder y = 0 oder y=la(4 

11. Um nun zu erfahren, ob für die 
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erhaltenen Werthe von x und y die FuoC’ 
tion zu einem Maximum otler zu einem 
Minimum oder zu keinem von beiden 
(geworden ist, bildet man das zweite D. 
Diea hat man aus Gleichung 2: 


Om By 

r»j ■ 57* Di 


.0« 

Oi +0x> 


Bu f»*j 8’y Oy B’a 1 , O'm 

Oy Ox* öxLOy Ox’ Ox Oy *0x1 Ox’~ 


Setzt man nun nach Yoiscbrifl den 
Werth ^^ = 0 in diese Gleich nnj; so re- 

ducirt sich dieselbe auf 

0«_0^y 0'u_ 

0 y Ox* Ox* 

/0*»\ 

0*y \0x»/ 

woraus ,v,= Ts— r 

Ox-* / Om \ 

Vöff / 

Ist nun dieses zweite D. subtractiv, so 
entsteht ein Maximum; ist cs additiv, ein 
Minimum. Ist das zweite D. = 0, so mufs 
das 3te und 4te I). gebildet und verfah- 
ren werdoD wie oben vorgeschrieben wor- 
den. 

12. Die Hegel für die Auffindung der 
Maxima und Minima einer implicite ge- 
gebenen Function ist daher folgende: 

Man nehme das Diflfereuzial der Glei- 
chuügsfonnel in Beziehung auf die Ur- 
veränderiiehe (x), als wenn diese allein 
variabel und die Function (y) also con- 
.stant wäre; setze dies /i = 0 und ent- 
wickele X und y aus beiden Gleichungen, 
so dal’s beide durch constant gegebene 
Gröfsen ausgedruckt werdou. Alsdann 
nehme man das zweite D. der Gleichungs- 
formel, wiederum x allein veränder- 
lich angesehen, dividire dies zweit© P. 
durch das erst© I). der Gleichungsformel, 
bei welchem y als di© alleinige Verän- 
derliche betrachtet wird, gebe diesem 
Quotient das entgegengesetzt© Vorzeichen 
und setze in den so eimaltcnen Ausdruck 
die zuer.«st gefundenen Werthe von x und 
y. Ein Minimum für y findet .statt, wenn 
der zuletzt gefundene Ausdruck additiv 
wird, ein Maximum wenn er subtractiv 
wird. 

1. Beispiel. Die obige Gleichung 
II = y* — axy -f x* =: 0 

Es ist ermittelt für m = 0 
J-“ = -ay + 3x* = 0 
3x* 

z entweder = 0 oder = ja | 2 


also y entweder =0 oder = ja | 4 

0*M 

Man erhält ^ ~s == 

Om 

g^ = 3y*-ax 

also für die beiden ersten zusammenge- 
hörigen Werthe x = 0 und y = 0 
... 0*u Om 6.r 0 

erhalt man : >,— = « = — 

Ox* Oy 3y*-nx 0 

Es ist also der Prüfungscoefficient nicht 
= 0 sondern eine bestimmte Grofse, di© 

hier in der Form “ erscheint und mau 

findet den Werth nach Capitel II, pag. 294, 
wenn das Differenzial des Zählers durch 
das DifTereiizial des Nenners dividirt, und 
zwar den Werth des Quotient ausschliefs- 
lich für die Werthe x = 0 und y=0. 

Setzt man um nur eine Veränderliche 
zu crhalteu für y den durch x bestimm- 
ten Werth = — , so erhält man den 
Quotiei^t 


lind x = 0 gesetzt 

i)x* ' By o 

folglich den entgegengesetzten Quotient 
2 

+ — , also eine additive Grofse, und folg- 

(l 

lieh ist für x = 0, die Function y = 0 ein 
Minimum. 

fix 

Setzt man in den Quotient — , — — 
Ja* - ox 

die beiden linderen zusammengehörigen 
> 1 

Werthe x=Jav2 und y = 5«l4 so er- 
hält man ihn 


Ja*(lG-Jo-l2 

der entgegengesetzte Quotient = , eine 

r 

subtractive Grofse und y = Ja 14 ist folg- 
lich ein Maximum. 
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2 . Beispiel. 

u = y* - ia^xy + jr* = 0 

d tt 

Es ist = — 4a^y + 4x* = 0 


Diesen Werth in die Gleicbunt' für w 
(gesetzt, erpht 

j.» 

— ^ — 4j-* -f = 0 

also roducirt x* — 3«**) = 0 
woraus 

X entweder =0 oder =±fii'3 

Die hierzu gehörigen Werthe von y 
sind 

y entweder = 0 oder = ± o ) '27 

Um die Prüfungsformel sn erhalten 
hat man 

iS— 

und — 4fl '■'x 

hieraus der Prüfungsquotient 
12x « _ 3x^ 

4y* - 4o *x * - o*x 
für X = 0 und y = 0 wird der Quotient 
__ 0 
" "o 

Also wie bei dem ersten Beispiel den 
Quotient der DitTercnzialc genommen, zn- 
vor um nur eine Veränderliche zu haben, 

X* 

den Werth von = ^ eingesetzt, gibt 
den Prüfiingsquotient 


(sr--' 


, 0(3a'x) 3o' 

■' 0'(x’ - a«) ~ 

und für x = 0 wird derselbe 50 . Es exi- 
stirt also für x = 0 und y = 0 weder ein 
Maximum noch ein Minimum für y- 
Setzt man in den Prüfungsuuotient die 
zweiten zusnmmengehurigen Werthe von 

«» N 

X SS a p3 und von y = ± a \ und zwar 
zuerst die Werthe mit den oberen Vor- 
zeichen so erhält man 


-f o=> t 27* - n* p3 3a | 3 - « I 3 

Der entgegengesetzt© Prüfungsquotient 
ist also eine subtraefive bestimmte Grofso 

und y wird fürx = + a} 3 ein Maximum. 

Für die Werthe mit den unteren Vor- 
zeichen erhält man 


-3at3-hat3 ^ 

Der entgegengesetzte Quotient ist eine 
additive bestimmte Grüfse und y wird für 

x = — rt| 3 ein Minimum. 

13. Eine Function von 2 Urveränder- 
lichen ist gegeben, man soll die Maxima 
und Minima derselben bestimmen. 

Es sei y = A(J‘. 0 

so ist nach Kapitel I, No. 5 (pag. 201) 



Aa^ 

A 



ö’j 

Ax» 

öx 

1 

T 

äx» 

• + 

öx» ■ 

(3) 


Ai 

4. 

0*!/ 

A.T • A» , 


A.r • A** 

0 s 

1 

T 

Ox - öl’ 

* 1 • I 

dx • öl’ 

1 -(2) 



+ 

0’, 

Tu» 

• ^ + 
(2) + 

ö’v Ax* ■ Al 

öx«-0t 2 • 1 


kleiner werden als k“ • A* »nd setzt man 

OS 


bezeichnet man die Summe aller Glieder i^^nn setzt man A*r = 0, so kann h 

von höheren Abmessungen der Zuwachse 0 « 

mit ft BO ist kleiner werden als • As «nd setzt mai 

y + Aff = ^ -f ft A* = 0 so kann ft kleiner werden al 

und man kann mit beliebiger Abnahme ^-A-r 
von A-*^ und von A» den Rest ft kleiner 


machen als • A-*? und kleiner als 
Ox 


ITaben nun die Differenziale ^ und 
üx 

reelle Werthe, so wächst y, wenn A-^ 

0* 
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und additir sind und y nimmt ab, 
^enn man A J* nnd A» snblractiv nimmt. 
Es entsteht also in diesem Kall für y 
weder ein Maximum noch ein Minimum, 
weil die benachbarten Wertho auf der 
einen Seite gruiser, auf der anderen Seite 

kleiner werden. Folglich dürfen und 


dv 

7 ~ keine reellen Werthe haben, .sie mü.s- 

o* 

sen wie l>ei den Functionen mit nur 
einer Urveränderlichen entweder 0 oder 
ao sein. Die ersten Bedingungen für das 
Vorhandensein eines Maximum.s oder eines 
Minimum.« ist daher 
hy . , 

= 0 oder = oc 
ax 


und ^ = 0 oder = ae 

üs 

Für die Beurtheilnng, ob ein Maxi- 
mum oder ein Minimum oder keines von 
beiden entsteht , ist wie bisher geschehen 
auf das D. der nächstfolgenden Dimen- 
sion zu achten. 


Dies ist au.s der obigen Zusammen- 
stellung der Reihen für y + A*/ 

Dx* 2 Dx*i>5 1 1 Oi* 2 


und cs kann der noch fehlende Uest H* 
zur Vervollständigung von y -f Aj/ kleiner 
werden als jedes oinzclno der 3 zweiten 
DÜTerenziale. 


Wird daher die Summe der 3 Glieder, 
wenn man Aa^ und As beliebig klein 
nimmt für -h A-*“ nnd -|-A» grofser 
oder kleiner und wenn man — Ajcnnd 
— A- setzt, kleiner oder grülser, so 
ist die Function weder ein Maximum 
noch ein Minimum, weil die benachbar- 
ten Werthe von y einerseits grofser und 
andrerseits kleiner .sind. Werden dage- 
gen die 3 Glieder in Summa für addi- 
tive und für subtractive A-** und ^y 
beiderseits grofser cnler beiderseits kleiner, 
so entsteht im ersten Falt für y ein Mi- 
nimum, im zweiten Fall ein Maximum. 


Um das Verhältnifs der hierzu gehöri- 
gen Gröfsen für diese Bedingung ermit- 
teln zu können, .«otze der leichteren l'cbcr- 
sicht wegen 

B»y , 0*y 

öx"="’Ox- o;='’ 
so hat man die ohigen 3 Glieder 

Ax* A a ^ 

n- 2 ~- + ^-Ax-AM ) -Y 

= 4 {« Äx= I 2,} . Ax • A» + J'*A »•) 


Von den 3 Gliedern ist nur das mit- 
telste, welches bei Aenderiing der Vor- 
zeichen Ton A* "“d von Ay das Vor- 


zeichen wechselt; das erste and das letzte 
Glied bleiben, weil sie Quadrate sind 
immer (lositiv. Es kommt also darauf 
an , dals das mittlere Glied anf das Vor- 
zeichen der ganzen dreigliedrigen Gröfse 
keine Aendening ausüben kann, und dies 
geschieht dann nicht wenn 

n Ax’ + ;■ A'* > 2,? Ax • A‘ 
oder wenn 

n • Ax’ t j’ As' - ~ß Ax • As • 0 
oder wenn 

AxM ’’ As’- — Ax -As>0 

« ff 

o , 

Nun ist - — Ax • As das doppelte 

Product des Quadrats vonAx--^A*- 
Man hat demnach die Bedingung 
(ax — -^A») + — A*’ - As* >0 

\ ff / ff ff’ 

oder 

(ax-|as)’+(^-J)as’> 0 
Nun ist, welche Gröfsen auch A-*^. A»» 
ß mul R sein mögen (a-**- — A») uud 
A»* immer positiv. Folglich bleibt die 
Bedingung — >0 


oder 

oder 


j « 

i) / 0-y 

fix* ^ Di* hIx-Os 


>0 


(l) 


als die Bedingung für die Mög- 
lichkeit eines Maximums oder 
eines Minimums. 


Die Bedingung iür das Maximum 
ist nun: 


^ , [)hj 

ox’ ^ or«'=" 

die Bedingung für das Minimum: 

O’y , D’tf 

0 und > 0 
<ix’ () s* 


(II) 

(III) 


Beispiel. Die Punction 

M = xy’ t ff (x + y)S - A (x + y) (1) 
soll auf Maximum und Minimum unter- 
sucht worden. 


Man hat 

^ = y’ + 2«(x + y)-A = 0 (2) 

flu 

= 2x1/ i 2fl (x f y) ™ 6 = 0 (3) 

die untere von der oberen abgezogen gibt 
y* — 2xy = 0 

hierau.s hat man für ein mögliches M 
entweder i/=?0 
oder y=2x 
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Für y = 0 erhält man aus 2 oder 3 
2oj: -6 = 0 
6 

alao für i/ = 0 ist = 

für j = 2x hat man aus 2 oder 3 
—6 = 0 

woraus 

- 3o S; 1 i»n* + 46 
(für y = 2x) X = V 


Differenzialrechnnng. 


hieraus geht hervor, dafs in dem Ans- 
driick (5) für x das Minnsreichen vor der 
I gilt; dafs aber auch das -t Zeichen ge- 
(4) stattet ist, w enn 

|'9ii* t 46 < 2 • 3o 
oder t 46 < 36<i* 

27 

also wenn 6< n’ (10) 

4 

(ü) 


l. Zu dem .V in den betreffenden drei 
1 K«..awxs.s ,1 Fällen übergehend, setze in die Function 

rrei‘\:^"hiXe "v^rth: -■ (» f- V <len ersten möglichen Werth 
= 0 so entsteht 

u = ox^ — 6x (l 1) 

Man sieht, dafs durch Vergrörsemug 
von X, wenn x jiositiv genommen wird, 
H ebenfalls immerfort wächst und dafs 
also für X = 00 ein absolutes Maximum 
(B) entsteht, welches niemals zu einer Auf- 
. j gäbe gehören kann. 

+ 2« 4 2x (7) Kür X den Werth aus 4 für y - 0 ge- 

«’y , - . I A . L 

so geht aus diesen hervor, dafs wegen setzt, nanilich x = ~ entsteht: 


Man hat also in den Gleichungen 4 
und 5 für 

gefunden, für welche mit den beiden zu- 
gehörigen Kein M aus der Function her- 
vorgehen kann. 

Nimmt man nun die zweiten Differen- 
ziale aus 2 und 3 

= + 


der l’eboreinstimmunir beider zweiten 1). 
in den Vorzeichen ein .V entsteht, und 
zwar, weil die Vorzeichen additiv sind, 
ein Minimum, wenn die Prüfungs- 
formel I. ein M zulafüt. 

Um diese zu bilden hat man aus 2 
oder 3 

^ = 2« + 2rt (o) 

öx'Otf dyOar 

und es soll nun als Bedingung für ein 
M sein 

2a X (2a + 2x) - (2y i 2«)=^ > 0 
oder reducirt 

a (x -f rt) ; ' d- (S*) 

Für den ersten Werth y~0 wird (nach 

01 . 4 ) '"20 . 

man hat demnach aus 9 die Vergleichung 

rt . A ^ , rt* 

2 a 
h 

oder > 0 

welche ein M zuläfst wenn h nicht sub- 
tractiv ist. 

Für den zweiten W^erth y = 2x Ut 
(nach Gl. 5) _ 

— 3a t '9a* -f 46 

^ 

Uäb»t mau diesen Ausdruck für x vor- 
läufig aufscr Betracht, so hat man, in 
Formel 9 den Werth v = 2x gesetzt 
«X -f a’" • (2x -{- a)^ 
woraus reducirt 

3a -» 4x 

mithin ist die Betünguiig für ein W für so entsteht 
den zweiten Werth y = 2x und setzt mau 

X < \a so cutsteht 


2rt 

II = rt • - 6 . = (12; 

4<i' 2« 4rt 

Setzt man zur Probe, ob wirklich die- 
ser Werth von x für u ein Minimum 
gibt; a = 1 ; 6 = 3 
so ist « = X* — 3x 

X für das Minimum =•-« = - 1,5 
u für (las Minimum = —2,25 
für X = - l,ö wird u = — 2,24 
für X = - 1,4 wird u = - 2,24 
Beide benachbarten Werthe von u sind 
also grölscr und « = - 2,25 ist ein Mi- 
nimum. 

2, Setze nun den zweiten möglichen 
Werth von »/ = 2x in die Function « (l) 
so erhält man 

M = 4 r® + 9«ix* — 3 • 6x (13) 
nnd es wird « nach (5) ein ^inimum für 
— 3« ± |'9n* -6- 46 

Nun Ist oben gezeigt, dafs beide Vor- 
zeichen der t gelten können wenn nur 

27 „ . 

rt' ist. 

4 

Man setze z. H. o = l ; 6=4 so ist 

(lä) 


(14) 


-3±ä 

4 " 


II = 4x’ -4 9x* — 12x 
,\iis (14) hat man 

= entweder -4 i 
oder - 2 
Für x=l hat man « = -3J 
für X = - 2 hat man « = -4 28 
Setzt man zur Probe x = j 

11 = -2;.’ 

x= j 


I 


I 
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E» erscheint also für a- = {, « als ein 
Hinimmu weil — J > — 3J < - 

Um den zweiten Werth ar = - 2 zu pro- 
biren, setze die benachbarten Werthe 
— 1’, und — so erhält man 
für 3> = — 1 5 

»= + 271 

für 3' = — 2J 

» = +27 

3. Es erscheint also hier » als ein 
Maximum, welches der allgemeinen 
Untersuchung nach nicht mög- 
lich sein soll te. 

Dafs aber » für x = + ^ wirklich ein 

Minimum und für x = - 2 wirklich ein 

Maximum wird, davon überzeugt man 
sich wenn man an die aus der Bestim- 
mung y = 2x hervorgegangene Gleichung 
13, und für o=l und b = i als ange- 
nommene Werthe an Gleichung 14 sich 
unmittelbar wendet. 

Denn da (15) « =4x* + 9x’- 12x 
so ist = 12x»+ 18x- 12 = 0 


Ox 

-3±5 


Nun ist 


0 *» 

Ox* 


= entweder + ^ 
oder — 2 


= 24x+ 18 


folglich gibt der positive Werth x = 4 
ein Minimum; und es kann auch ein 
Maximum für » entstehen, wenn 24x+18 
subtractiv wird, d. h. wenn x subtractiv 
wird und (— x) < (- |). 

Da nun - 2 < ist als - J so ist u für 
X = — 2 ein Maximum. 

Es scheint also, als wenn die aus der 
allgemeinen Untersuchung zu gewinnen- 
den Bestimmungen nicht stichhaltig wären. 
Man bemerke dagegen, dafs wenn man 
in Gleichung 7 den Werth x = - 2 setzt, 
()*» 

gp = + 2a — 4a = — 2(» 
entsteht. 

0*u 

Da nun f— , = + 2a ist 
ox’ 

so haben beide zweiten Differenziale un- 
gleichnamige Vorzeichen und es existirt 
weder Maximum noch Minimum. Es ist 
mithin der specielle Werth x = - 2 nicht 
dahingehörig. 

Um dergleichen Inconsequenzen zu ver- 
meiden, thnt man gut, nur die Werthe 
von y in X ausgedrückt, aus den Glei- 
chungen 2 und 3 zu entwickeln und diese 
(hier _y = 0 und y = 2x) in die Gleichung 
{\) für H einzusetzen, wonach man mit 
einer Function von nur einer Veräu- 
derlichen zu thun hat. 


4. Eine Inconsequenz gegen die Re- 
sultate der allgemeinen Untersuchung 
entsteht, wenn man gegen die Bestim- 
mung (10) h > a‘ in die Function 
4 

nimmt. 

Es bleibe iu ilem Beispiel n= l, so soll 
(nach 10) 6<6J sein, wenn das subtrac* 
live Zeichen vor der V Geltung hat. 
Man setze fr = 10 so ist 

u = -f 9 — 30 j* 

“3*7 

*•= — - — = entweder - 2,.') 

4 

oder + 1 

Für *■ = + 1 wird n ein Minimum, der 
Werth dafür ist =—17; alle benachbar- 
ten Werthe werden -(17-A«)- 

Für ar = - 2,5 wird aber u ein Maxi- 
raum = -h C8,75 und alle benachbarten 
Werthe werden + (68,75 “A“)- 

Man überzeugt sich davon, wenn man 
die vorstehende Formel für u differenzirt 
M s 4x^ + - ZOx 

w 

= 12x’+ ISx - 30 = 0 
i)x 

- 3*7 

woraus x = • — - entweder = - 2,5 

4 

oder = -i- 1 

Nun ist = 24x - 18 

Ox’ 

folglich gibt x = + 1 ein Miiiimnm, 
und cs entsteht ein Maximum, wenn x 
subtractiv genomnien wird und zwar 
(- x) < (- ^) ; folglich gibt - 2,5 für x 
ein Maximum für ». 

Differenxio-DiSereniialrechnoiig ist die 

Lehre von der Bildung der höheren Dif- 
ferenziale. Sic wird in der Differcnzial- 
rechniiiig mit vorgetragcii und befindet 
sich hier in dem Art. .Differenzial* 
No. 40 bis No. 57. 

DigniUt ist ein Product von mehre- 
ren gleichen Factoren, und wird gewöhn- 
lich Potenz genannt. 

Digression s. v. w. Ausweichung 
s. d. Bd. 1. 

Dimblisioo s. v. w. Abmessung s. 
d. Bd. I. 

Dioktaeder (>)>; zweiuml) Zwcimal- 
ach tflächuer, Vierund vi erkan t- 
ner, ein Krystall von 10 Flächen, 24 
Kanten und 10 Ecken in der Form des 
Didodekaeders, Fig. 5.58, wenn man für 
die 12eckige gemeinschaftliche mittlere 
Basis der liciden Pyramiden ein symme- 
t^sches Achteck sich denkt. Auch bei 
diesem sind die Flächen ungleichseitige 
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Dni««k«, dah«i auch die Kanten und 
Ecken dreierlei. 

Von den Kanten sind 8 längere meist 
schärfere, 8 kärzere meist stiiiiipfere 
Scheitelkanten A, B und in der Basis 
liegende 8 Seitenkanten D. Von den 
Ecken sind 2 symmetrische 8fläcbige 
Scheiteleckeii C, 8 Tierflächige Ecken, von 
denen je 4 nnd 4 syinmetnsch sind. 

Die Haupta-Te verbindet die beiden 
Ecken C, die beiden Nebenaxen verbin- 
den je 2 Paar gegenüberliegende Ecken, 
in welchen die längeren Kauten A Zu- 
sammentreffen. Die Ebenen, welche durch 
2 Paar einander gegenüberliegende End- 
kanten gelegt werden sind Rhomben. 

Dlophantlache Gleicbangen, diophan- 
tische Aufgaben, (von Diophantns, 
einem Mathematiker einige Jahrnnnderte 
vor ehr. Oeburt, der diese Aufgaben er- 
funden, oder sie zuerst gelüst haben soll) 
auch unter dem Namen Unbestimmte 
Analysis oder unbestimmte Ana- 
lytik bekannt, sind (ileichungen oder 
Aufgaben, welche mehrere Resultate zu- 
lassen, indem die unbekannten Urüfsen 
mit den bekannten nicht in so vielen 
Beziebnngen gegeben sind als zu deren 
Bestimmung erforderlich ist, so dafs eine 
oder mehrere unbekannte willkührlich an- 
genommen werden können. Einen Theil 
dieser Disciplin der Algebra macht die 
Blindrechnung, Regel coeci aus (s. d. 
Bd. 1, pag. 378.) Die Aufgaben bestehen 
darin, dafs eine oder mehrere Gleichun- 
gen weniger gegeben sind als Unbekannte 
gefunden werden sollen. 

X + !/ = tu 

ist eine Aufgabe, die für x und ij eine 
unendliche Menge Auflösungen zuläfst. 
Nimmt man x = 1 so ist y = 3; für 
X = 2, 3, 4 . . . entsteht y = 8, 7, C . . . j für 
X = — 1 wird y = -b 1 1 u. s. w. Es sind 
hier 2 Unbekannte nnd nur eine Glei- 
chung ist gegeben. 

Eine Gleichung vom 2ten Grade läfst 
2 Auflösungen zu, die beiden Unbekann- 
ten sind aber ganz bestimmte der Na- 
tur der Gleichung zukommende Gröfsen, 
daher ist solche Gleichung keine diophan- 
tische Aufgabe; desgleichen nicht eine 
Gleichung vom nten Grade, welche it Un- 
bekannte liefert, von denen aber keine 
willkührlich angenommen werden kann 
weil dieselben alle aus der Auflösung 
als ganz bestimmte Gröfsen hervorgehen. 

Die io dem Art. Blindrechunng auf^- 
führten Beispiele gehören hierher. Es 
sollen nnn noch einige andere hinznge- 
fügt werden. 

1. Es werden 2 Zahlen gesucht, deren 


Quadrate, wenn sie addirt werden, wie- 
der eine Qnadratzahl geben (Meyer Uirsch, 
pag. 262, No. 34). 

Die Aufgabe ist a’ -I- A* = c* 
oder auch a’ = c* — A’ = (c + A) (c — A) 
Nnn kann man ebenfalls als ein 
Product von 2 ungleichen Factoren be- 
trachten , z. B. p’ X 9 * und man kann den 
einen Factor c-i-A = p* und den anderen 
c — A = f’ setzen. Dann hat man; 
c + A = p> 
c - A = 9* 

hieraus 


also 

nnn ist 
also 


2A = p’ 

A = ?l 


rp9 


Die beiden gesuchten Zahlen haben 
demnach die Form ■■ — — und pq oder 
p* — und 

Für p = 5f fl = 1 ist fl = 24; 6 = 10; 
a* + 6» = 24*-hl0'-» = 26* 

2. Es mögen fl und c ein paar Ratio* 
nalzablen bezeichnen: welche Rational* 
zahlen können für x und y angenom* 
men werden, wenn die Formel fl^x* -j- cy* 
ein vollkommenes Quadrat werden soll 
(Meyer Hirsch, pag. 263, No. 35). 

Setzt man 
fl'^x* -f 


schreibt 


setzt ferner y* = m* • n* 

: * + fl X 


-fl‘‘^X* = (» i <ix)(5-flx) 


: 2flX 


oder 


nimmt 

n* = » — flx 

so erhält man cm* — n* = 
cm* — rt* 

~ 2o ~ * 
hierzu mn = y 

und die allgemeine Form der Zahlen x 
und y ergibt sich wenn man beide Aus* 
drücke noch mit 2a multiplicirt, 

X = cm® — 
y = 2flmn 

Mau kann diese von Mayer Hirsch an- 
gegebenen Formen vereinfachen wenn 
man beide mit m* dividirt. Man erhält 




für — die ganze Zahl n geschrieben 

tn 

e = c — ; y = 2<ii» 

und es ist 

•’x’ -|-cy’=o’(c-«’)>-t-c(2o»)’=a’(e+n)’ 
3. Man soll 2 Zahlen von einer solchen 
Beschaffenheit finden, dafs die Different 
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Zahlen «ier Diflereot ihrer Cohen 
gleich Mi jer Hir»eh, pag. 266, No. 45',. 
<bii- aliiremeine Form der beiden Zahlen 
hat U. U- nicht angegeben.) 

Bedeuten a und y die rerlangten Zah- 
len, io iat 

= (jf - a) Cjt’ 4 a-, r a-t) 
daraus y’-aj + a->=I 
oder y' -r ay T a* - 1 = 0 


woraus 


a , I a’ 
''=- 2 ^1 4 
- r-t 1 


-'-IIt)’-’ 


3 

• X 


E* mafr al»/i 4 — 3x* ein Tollkomme- 
nes Quadrat sein, und um die Form tod 

X dafür zu finden setze, damit i positiv 

wird * 


) — 3 ein vollkoramenes Quadrat 
sein solJ, so kann man 

setien, und wenn man die Klammer auf- 
(1) löst und reducirt, so erhält man 
4a 


- a» - 3 = 0 

4a 

■ i* + 3 


( 2 ) 


nnd 


1 + 


o»-p3 

2o 


oder 


y = ±- 


a’ -t- 3 


(3) 


398 mit Fig. 233 abgebildet. Die Ucu- 
lardiopter, unmittelbar vor dem Auge, 
besteht in einer senkrecht geradlinigen 
sehr engen Spalte; die dieser gegenüber- 
stehende D., die Objectivdiopter, bat 
eine breitere Spalte, in deren Kitte ein 
senkrechter Faden gespannt ist, wel- 
cher mit der ersten D. nnd der Axe des 
Instruments in einerlei senkrechten Ebene 
liegt (Tergl. auch Alhidade); man findet 
also ^e Kiciitung des in der Feme be- 
findlichen Punkts, wenn die Diopter so 
gerichtet werden , dafs dieser Punkt Ton 
dem Faden gegen das Auge gedeckt 
wird. 

Dioptrik ist die ],ehre von den Er- 
scheinungen, welche mit der iirechnng 
der Lichtstrahlen Zusammenhängen. Zu 
derselben gehören die Art. Ablenkung 
des Lichtstrahls, achromatisch, astrono- 
misches Kernrobr, astr. RefracÜon, Bre- 
chende Kraft eines Mediums, Brechung 
der Lichtstrahlen, Brennglas, Brille u.s.w. 

Discretc GrSfie s. u. collective 
Gröfse. 

Distanzpnnkt s. u. Augenpunkt. 
DifergeiU s. u Convergenz. 

Dividead ist eine Zahl, welche dividirt 
werden soll. 

Diopter, ein französisches Wort, sind Dividirea heifst eine Zahl in eine be- 
bei den Mefsiiistrumcnten , welche ohne stimmte Anzahl gleicher Theile zerlegen. 
Fernrohr eingerichtet sind, die zum Vi- Die Zahl, welche getheilt wird heilst der 
siren bestimmten DtirchsohötTnungen. Sie Dividend, die vorgoschriebene Anzahl 
sind in dem Art. Bonssolo Bd. 1, pag. der gleichen Theile der Divisor nnd die 


Ans Gleichung 1 für y gebt zunächst 
hervor, dafs x nicht > 1 sein kann, für 
x = l wird aber y = 0, welches nnmög- 
lich ist, folglich mnl's x - I sein. Es 
ist also 

a- l'4^*3x> 

y -r - — 4. t 

des zweiten Gliedes wegen ebenfalls |. 
Nun wird in dem Ausdruck 3 für y, für 
a = I und kleiner als 1 der Zähler grö- 
fser als der Nenner, folglich mnfs a eine 
ganze Zahl sein, nnd dann kann, wenn 
y jiosiliv sein soll nnr das negative Vor- 
zeichen gelten. Man hat dcninarb 
a'- 2a- 3 
>' = -^3- 

Zugleich wird in dem Ansdruck 2 für 
jp der Zähler nur dann kleiner als der 
Nenner, wenn 

ö* - 4a + 2 0 

wenn also n ^2 | 2 


Kur a = 4 erhält man j: = v = 
1 a ’ ^ 


Es ist 


16 
19 ■ 


19 ' 


19’- 


11 

19 


/16y _ / 5y _ 3971 _ 11 
*19' \l9/ “ 6859 “ i9 ' 


361 

361 


5 

19 


II 

19 
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Grofse eines jeden dieser gleichen Theile 
der Quotient. 

Difision ist die vierte einfache Rech- 
nungsart, die letzte der sogenannten 4 
Species, wenn man das Wnrzelauszieben 
zu denselben nicht mitzäblen will. Sie 
begreift die Aufgabe: Zwei nach irgend 
einem System geschriebene Zahlen durch 
einander zu tbeilen und die daraus her- 
vorgehende dritte Zahl nach demselben 
System darzustellen. Z. B. die nach dem 
dekadischen System geschriebenen Zah- 
len 8424 und 26 sollen durch einander 
getheilt werden. Das Kxempel gestaltet 
sich: 

! 26 

8424 hm 
78 

G2 

104 

104 

Die dritte Zahl 324 der Quotient 
ist entstanden, indem man die Zahl 8424 
durch 2G getheilt bat. Man hat sich in 
der Entstehung dieses Quotienten die 
Rechnung folgender .\rt vorzustelleu. 

126 

8424 ! 300 + 20 4 4 
7800 
624 
520 
104 
104 

Man zerlegt nämlich in Gedanken den 
Dividend in 8400 + 24. Sagt 26 in 8400 
geht 300 mal ; nun sind 2G x 300 = 7800 
wegzunehmen, es bleibt von der Zahl 
no^ 624, welche durch 26 noch zu tbei- 
len ist, diese wird zerlegt in 620 -1- 4. 
Man sagt wieder 26 in 620 geht 20 mal; 
nun sind 2G x 20 = 520 von 620 fortzu- 
nehmen, bleibt 100, hierzu die noch zum 
Dividend gehörende 4 hinzugonominen 
gibt 104 und diese wiederum durch 26 
getheilt gibt 4 , so dafs die Zahl 2G nach 
und nach die Zahlen 7800, 520 und 104 
also deren gegebene Summe 8424 ge- 
theilt hat. 

Man nennt daher die einzelnen Divi- 
denden 84 (8400), 62 (620) und 104 die 
Partialdividendo n, so wie die Zah- 
len 3(300), 2(20) und 4 die I’artial- 
quotienten. 

2. Die Division kann betrachtet wer- 
den als eine wiederholte Subtraction mit 
einem und demselben Subtrahendus; denn 
zu dem Quotient 24 : 4 = G gelangt man 
auch, wenn man die Zahl 4 von <fer Zahl 


24 abziebt, von dem Rest 20 wieder 4 
und so fort abzieht bis kein Rest mehr 
bleibt, und wo sich dann ergibt, dafs das 
Subtrahiren 6 mal geschehen kanu und 
geschehen ist. 

Diese Uebereinstimmung der D. mit 
der Subtraction veranlafst“ mehrere Rech- 
nenlehrer, die 1). von den Species ans- 
zuschliefsen wie die Multiplication, welche 
als eine wiederholte Aduitioii betrachtet 
werden kann; sie könnte übrigens noch 
eher deshalb zu den zusammengesetzten 
Rechnungsarten gezählt werden, weil sie 
zur Darstellung des Quotienten aus der 
Reihe von Partialdivisionen der Subtrac- 
tion sich bedient. 

3. Quotient und Divisor haben einerlei 
Beziehung zum Dividendus: der Quotient 
ist in dem Dividend so oft enthalten al.s 
der Divisor Einheiten enthält und der 
Divisor ist in dem Dividend so oft ent- 
halten als der Quotient Einheiten ent- 
hält. Vertauscht man Divisor mit Quo- 
tient .so erhält man bei demselben Divi- 
dend den einen aus dem anderen. 


4. Eine vorzunehmende D. wird ange- 
zeigt entweder durch die Bruchform als 

• , wo der Zähler den Dividend, der 

Nenner den Divisor anzoigt; oder durch 
ein zwischen beide Zahlen gesetztes Ko- 
lon 8424 : 26. 


5. Das Exempel 


4335 

25 


oder 433.5 : 25 


läfst einen Rest = 10, die Division geht 
nicht auf. 

;25 


4335 1 1 73 
25 
183 
175 

85 

75 

lö 

Es läfst .sich also die Zahl in ihren 
Einheiten nicht angeben, um wie viel mal 
die Zahl 4.335 gröiser ist als die Zahl 25. 
Denn jene Ist gröiser als 173x25 und 
kleiner als 174x2.5. 

Mithin bleibt der Quotient ein 

Zahlbegriff und wird geschrieben 173.15. 
D. h. der Quotient ist = der Zahl 173 + 
derjenigen Zahl , welche entstehen würde, 
wenn man den Rest 10 noch durch 25 
theilen könnte. Dies würde aber oiTen- 
bar geschehen können , wenn man sich 
die Einheit l aus 25 gleich grofsen Thei- 
len bestehend denkt, denn alsdann hätte 
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man unter sich 10 solcher Einheiten 
an denken. Und dies geschieht auch; 
TV ist die Darstellung einer Einheit, die 
2ömal kleiner ist als die Einheit 1. In 
dieser Heziehung nennt man die Eins (1) 
die absoluteEinheit auch u rs pr ü n g- 
liche Einheit, primitive Einheit; 
die Zahlbegriffe 4, U i n. s. w. rela- 
tive Einheiten, Bracheinheiten. 

5. Dieser Umstand, dafs die D. nicht 
aufgeht, veranlafst die D. in Decimal- 
stolTen fortznsetzen : Man schreibt hinter 
die Zahl 173 ein Komma und hinter den 
Rest 10 eine Null, so dals die Zahl 10 
100 

in die Zahl geändert wird, in wel- 

4 

eher die Zahl 25 noch y^mal enthalten 

ist. Der nach dekadischem System ge- 
schriebene vollständige Quotient ist nun 
= 173,4. 

Die Praxis der Ausführung einer D. 
in Decimalstellen und mit Decimalbrü- 
ohen in Decimalbrüche, s. den Art. „De- 
ciroalbruch“ No. 3; die D. von ge- 
meinen Brüchen dnreh einander, s. d. 
Art. „Bruch, No. 7;, die D. von Buch- 
stabengröfsen durch einander in dem Art. 
„Buchstabenrechnung" I). pag.438. 
Vergl. auch den kurzen Art. „Aufhe- 
ben der Brüche. 

DiTlsionszeichen s. u. Division No. 4. 

Divisor s. u. dividiven. 

Dodekadik, dodekadisches Zahlensy- 
stem, ein zwölftheiliges Svsfom, in wel- 
ches also noch einzelne Ziffern für die 
Zahlen 10 und 11 gehören, in welchem 


unsere Zahl 12 die kleinste xweiziflnge 
Zahl ist und mit 10 bezeichnet wird; 20 
würde unsre Zahl 24 sein , 29 unsere 
Zahl 33; 100 unsre 144, 1000 unsre 1728. 
Die dndekadische geschriebene Zahl 
1249 ist dekadisch 
= 12’ -I- 2 X 12-' -f 4 X 12 + 9 = 2073 
das System ist natürlich nicht gebräuch- 
lich. 

Dodekaoder ist einer der 5 vieleckigeu 
regulären Körper oder Polyeder, welche 
zur Untersuchung ihrer Eigenschaften 
einen Artikel in diesem Wörterbuch er- 
halten werden. Das D. wird von 12 re- 
gelmäfsigen Fünfecken eingeschlosseu, es 
hat 30 gleich grofse Kanten, 20 drei- 
flächige Ecken mit 60 ebenen Winkeln 
zu 108®. 

Bezeichnet man in einem rogelmäfsi- 
gen Polyeder mit 

m die Anzahl der Ebenen die zu jeder 
Ecke gehören, 

n die Anzahl der zu Jeder Grenzfläche 
gehörenden Kanten, 

IV die Anzahl der Grenzflächen des Körpers, 
so ist hier m = 3; « = 5; iV=12. 

Bezeichnet man nun den Neigungs- 
winkel je zweier zusammen treffenden 
Grenzebenen mit n, so ist 
180® 

cos „ 

rt _ _ CO* 60 _ l/’5 + 

**" Y “ Tlsö® “ riiTsc® “ y 

»m 

n 

und «= llf.®33'54" 

Bezeichnet mau die Länge einer Kante 
mit k, so ist der Halbmesser der n in das 
D. zu beschreibenden Kugel 


a 


180 


!t =z lg ~ .lg - -~ = ^k p3 (6 + 2 1'5) = 1,401 2585 X k 

Jt ttt 

Bezeichnet r den Halbmesser der in dem D.^ zu beschreibenden Kugel, .so ist 
« 180° 


>=^k.lg — col~~.. - \k . 1 '^ (dO-i-22l'5) = ],114 6381 xk 

= 1,258 408G xr 


180® 

__ 

R = r •ö = rl 3(5-2| 5) 


col 


col 


r = R' 


1 80*^ 

n 

1 80® 
n 




Igö^=l^l^i(5 + 215) 


= 0,794 G544 x « 


m 


180 ' 


k = 2R.col — . co< -— = jß| 6(3 - | 5) =0,713 6441 XÄ 

4 fn 

180® 


k = 2r.rol—.lg = r |'5Ü - 22‘j 5 = 0,778 7840 x r 

* It 

Bezeichnet J’ den Inhalt einer Begreuzuugsebene, so ist 
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iqaO _ 

= ',11»’ . rol — = J *’ 2 I 2) 

1 « '«0“ ,180“ : 

J’ — n/i’ • rol’ - • rot — • rol* — = ^ R* | 10 (ü - | &) 

iso^ .. 

J* = nr* - cot'* \ • ttf — = 5^ r* I '2 ((*5 — 29 I ’.'i) 

Bezoirhiiet i* den Inhalt des Polyeders, so ist 

J’ = • 17 4 • — - = 1*’ (lä + 7 ( 5) 

' 2 tt 

tt ISO® 180® - . 

J-* = jH.V/i* • 00 /* — - ro/* — • ro(* ■=*/(* } .'JO (3 4 | ft) 

J’ = ;»A>’ • cor- 4 • Ij = lOfJ |'2 (C5 - 2il l 5) 


= 1,720 4773 X** 
= 0,87C218X fi’ 
= 1,245 1340 X i ’ 

= 7,CC3 118!)x*’ 
= 2,785 IC4 X «’ 
= 4,080 5360xr’ 


Dodekaeder (Krystallographie), Z wül f- 
flächner, ist ein Körper mit 12 Klä- 
chen, die aber nicht wie das U. in der 
Sterenmetrie aus re|riilären Künleelmi 
bestehen, sondern aus 12 Khouil>en. Da- 
her heilst es auch Khombeiidodekae- 
der, auch (i r a n a t oeder. 

Die einschliersenden Khomben hal>en 
24 gleiche Kanten und 14 Kcken, deren 
l/'nifangswinkel sind 109° 28' und 70“ 32'. 
Das D. stellt sich auf wie der Würfel; 
Ist h'h'üH die (inindtläche, su ist die 
derselben | gegenüber liegende Fläche 
die Kaute ABCÜ\ rechtwinklig mit bei- 
den Flächen stehen die beiden + mit 
einander befindlichen Flächen ALEM und 
DKOJ, so dafs auch diese beiden als 


Fig. 564. 



Orundllächeti angenonimen werden kön- 
nen, wo dann jene dieselbe Lage zu die- 
sen, wie diese zu jenen beiden Flächen 
haben. 

Es ist also deren Lage mit der der 
Würl'eltlächen ganz dieselbe, nur ist der 
l'nterschied, dafs beim Wülfel die Flä- 
chen mit den Kanten sieh ansetzen, wo- 
gegen beim D. die Ecken der Flächen 


gemeinschafllich sind, nämlich die 4 Ecken 
0, 6', A und E. 

Zwischen diesen 4 Riiuten gruppiren 
sieh die 8 übrigen Rauten der Art sym- 
metrisch, dals deren Kanten unter ein- 
ander mmeiuschaftlicb sind 'und dafs je 
4 der Flächen in einer gemeinschaRli- 
chen Ecke zusammen treffen, also beide 
Paare in den beiden Erken O und N. 
Die genanuteu G Ecken sind Tierfläcbig 
und werden durch die längeren Diago- 
nalen der Rhomben mit einander rer- 
bunden; die übrigen 8 Ecken sind drei- 
tlächig. 

Wenn man den Krystall mit der Ecke 
C sich aufgestellt denkt, so dafs (lA die 
lothrechte llauptaxe ist, so bildet die 
Ebene, in welcner die 4 Diagonalen DO, 
OE, EM, i\D die ISasis des Krystalla, 
die 4 Diagonalen liegen wie 4 Seiten des 
Octaeders und die 4 Ecken U, 0, E, JV 
nebst den beiden G und A liegen wie 
die 6 Ecken des Octaeders; daher beifsen 
auch die G rierilächigen Kcken des D. 
dessen Octaederecken. 

Bleibt man bei derselben Aufstellung 
des Krystalls, eerbindet die 4 dreiflächige 
Ecken B, C, L, M und die anderen 4 
derselben J, K, II, F durch die kürze- 
ren Diagonalen, so liegen jede 4 dieser 
Diagonalen in zwei Ebenen die einander 
4: und mit der Axe AG rechtwinklig 
sind; und da nun diese 8 Diagonalen 
zwei Quadrate bilden, so liegen die 8 
Erken wie die 8 Kcken in dem Hexaeder; 
deshalb nennt man die 8 dreiflächigen 
Ecken des 1). dessen ilexaoderecken. 

Dodekaedralxabl ist diejenige der 5 
Polyedralzahlen, deren zu Grunde lie- 
gendes Polyeder das Dodekaeder ist. Die 
Zahlensind nämlich die Anzahl derPunkte, 
welche die Ecken uud in gleichbleihen- 
den Entfernungen von einander die Kan 
ten aufiiehmen, wenn man die Kanten 
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des Körpers 1,2, 3...nmal TerpröCsert 
uud zu diesen Kanten jeder Gröfse die 
zugehörigen Dodekaeder construirt. 

Es sei A eine der 20 Erken mit den 
in ihr zusammentrefienden 3 fünfeckigen 
Begrenzungsehenen; Aa, Aa, Aa seien 
die 3 Kanten von der Länge = 1, die zu 
diesen gehörenden Fünfecke sind mit 
AaaaaA bezeichnet. Da nun das Dode- 
kaeder 20 Ecken hat, so befinden sich 
auf dessen Oberfläche 20 Punkte und 20 
ist die Grundzahl der Dodekaedralzahlen. 
Da zugleich mit beliebiger Abnahme der 
Kanten Aa von A ans das Dodekaeder 
in dem Punkt A verschwindet, A nur 
einen Punkt gibt, so ist 1 die erste and 
20 die zwreite D. 


Verlängert man nun die drei Kanten 
Aa um ihre eigene Länge Aa zu den 3 
Kanten Ab, Ab, Ah, so entstehen die zu- 
gehörigen 3 Fünfecke, welche mit AbbbbA 
bezeichnet sin<l. Von den bis jetzt ge- 
zeichneten 6 Fünfecken liegen immer je 
2 und 2 in einer Ebene; construirt man 
aber die zu Aa nnd die zu Ab gehören- 
den beiden Polyeder, so haben dieselben 
nur die einzige Ecke A gemein, und die 
beiden Körper nehmen eine Lage zu ein- 
ander an, wie Fig. ö56 die beiden Zehn- 
ecke Aa..aA und Ab ... hA: der eine 
Körper steckt in dom andern und beide 
sind an den 3 kleinen Oberflächen .ihhbhA 
mit einander verbunden. 


Es kommt nun darauf an zu ermitteln, 
wie viele Punkte hinzugekommen sind. 

Äufser der Ecke A sind 19 neue Ecken 
gebildet worden, mithin sind hinzuge- 
kommen 19 Eckpunkte; für die gleich 
grofs bleiliende gegenseitige Entfernung 
der Punkte müssen alle Kanten wie die 
3 Kanten Ab noch einen Punkt in der 
Mitte erhalten, und da das Dodekaeder 
30 Kanten hat, so sind noch 27 Kanteu- 
punkte hinzugekommen. Nun müssen 
aber sämmtliche ßegrenzungsflächen 2 
Punkte a in deren Mitte erhalten, bei 3 
Flächen findet dies schon statt. Das Do- 
dekaeder hat 12 Begrenzungsflächen, folg- 
lich kommen hinzu 9x2 = 18 Flächen- 
punkte. In Summa kommen hinzu 
19-f-27-M8= C4 Punkte 
nnd die dritte I). ist 
= 20 + 64 = 84. 

Verlängert man wie- 
derum die 3 Kanten Ab 
um die Län^e An = 1 
zu den 3 Kanten .id. 
Ad, Ad, so entstehen 
die 3 zugehörigen Fünf- 
ecke, welche nwlAddddA 
bezeichnet sind. Von 
den bis Jetzt gezeichne- 
ten 9 Fünfecken liegen 
immer je 3 und 3 in 
derselben Ebene, die zu- 
gehörigen Polyeder ha- 
ben die Lage wie Fig. 
556 die 3 Zehnecke zu 
einander, ein Körper 
steckt in dem andern 
und alle 3 haben ihren 
einzigen Zusammenhang 
mit den 3 Fünfecksflä- 
chen Adddd.A. Für die 
mit dem dritten Dode- 
kaeder hinzugekomme- 
nen Punkte iiat man 
Folgendes. 

Es sind 19 neue Ecken mit 19 Punk 
ton hinzugekommen; die neuen Kanten 
erhalten wie Ad zwei Punkte in der Mitte, 
folglich zu.sammen 27 x 2 = 54 Kaiiten- 
punkte; die neuen Flächen erhalten wie 
die 3 gezeichneten Flächen, 2 Punkte a, 
2 Punkto b und 3 Punkto e, zusammen 
7 Punkte, also überhaupt 9x7 = 63 Punkte. 
Die Anzahl der hinzugekommenen Punkte 
ist demnach 19 + 54 + 63 = 136 nnd die 
4to I). ist = 84 -f 1.36 = 220. 

Das Gesotz für die Bildung der D. er- 
gibt sich also aus folgender Reihe der 
immer neu hinzukommoudou Zahlen, d. 
h. der Differenzen je zweier auf eimimler 
iölgendeu Dodekaedralzahlen : 
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Doüekagonalzahl. 
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Doppelaterne. 


1 . Differenz = 1 

2 . =19 

3. ^ I = 19 + 1 ■ 27 + 2 • 9 = 64 

4. , , =19 + 2 «27 + 7. 9 =136 


5. Differenz = 19 + 3 . 27 + 15 • 9 = 235 

6. , , = 19 + 4 -27 +26 * 9 = 361 


M O dft 

H. Differenz = 19 + (w - 2) 27 + — - — (3n - 5) 9 = — (3« - 5) + 10 

£ £ 


Diese Reihe ist eine Reihe iler driften 
Ordnung:, die Do<lek:ie(lralzahlen bilden 
also eine Reihe der -Iten Ordtinn^ und 
man hat die Darstellung 


3. Differenzenreihe , , , 27 27.. 

2. , , • n 4;> <2 99.. 

1. . , , 19 64 136 235... 

Dodekaedralzahl 1 20 64 210 455.. 


1 . . .... ..«-1 ... n-l*fi — 2,,.n — 

die «te D. ist = 1 H — • 19 + — 45 d 

1 X * £ L 


n 


= -- (9n> - 9« + 2) 


M — 2 • n - 3 

” 3"~ 


27 


Dodekagonalzafal i.st diejenige Tidygo- 
nalzahl, deren zu Grunde liegendes Po- 
lygon das Zwölfeck ist. Ks verhält sich 
mit diesen Zahlen wie mit den liekago- 
nalzahlen, und ihre Kutstehung ist wie 
Fig. 556 wenn man Zwöllecke statt tler 
Zeunecke coustruirt. 

Die 1. D. ist = 1 , ' 

, 2 . , , =1 + 11 = 12 

Differenzen 10 10 

1. Differenzenroihe 1 1 1 

Dodekagonalzahleu l 12 
Die Summe der ersten nD. zahlen b 

Doppelbroch ist ein Hrurh, de.ssen Zäh- 
ler und Nenner aus Brüchen bestehen, 
8. Bruch No. 2. 

Doppelpunkt ist ein Punkt, in wel- 
chem eine Curve einen Knoten oder eine 
Spitze bildet, den ersten Fall zeigt Kig, 
523 die untere Konchcdde, den zweiten 
Fall Fig. 521 die Ci-ssoide. Der Punkt A' 
Fig. 545 lind 546 ist kein Doppelpunkt, 
weil derselbe von den beiden verkürzten 
Cycloiden also von zweien Curveii gebil- 
det wird. 

Doppolsterno. Hierunter versteht inuii 
2 Fixsterne, von welchen der eine um 
den andern sich hernmbewogt wie ein 
Planet um unsere Sonne oder wie ein 
Trabant um einen Planet, z. B. der Mond 
um unsre Krde, indem beide Fixsterne 
wie diese in unmittelbaren attractorischen 
Verhält ni.ssen mit einander sich befinden. 
Da bei der so sehr grolsen Entfernung 
dieser Sterne von unsrem Sonnensystem 
es ganz undenkbar ist, dafs aucli nur 
einer derselben, wenn er nicht selhststän- 

U 


(He 3. D. ist =12+11 + 1-10 = 33 
, 4. , , = 33 + 1 1 + 2 - 10 = 64 

, 5. , , =64 + 11 -t 3 . 10 = 105 


Die D. zahlen bilden eine Reihe der 
zweiten Ordnung; das erste Glied der 
ersten Differenzenroihe ist = 1 , die con- 
stante Differenz deren Glieder ist 10. 


Man hat 

al.so die Darstellung 

10 

10 

10 .... 

10 


21 

31 

41 .... 

(10/1 

-9) 

33 

64 

105 .... 

/i(5n 

-4) 

1« 

(« + 

l)(10rt 

-7) 



dig leuchtete von uns gesehen werden 
könnte, so sind beide .Sterne Sonnen und 
die D. bilden also ein Doppelsonnen- 
sy stein, die fest stehende Sonne ist di« 
Centralsonne, der Centralstern, 
die herumkreisende Sonne der Fix st er n- 
trabant, der Begleitstern. 

Die .\nzahl dieser Doppelsonnensysteme 
ist nicht gering, Ilerschel allein hat etwa 
450 derselben entdeckt, und man kennt 
gegenwärtig über 2600 Doppelsterne, von 
denen aber auch viele wegen ihrer gro- 
fsen scheinbaren Nähe an einander für 
Doppelsterne gehalten werden mögen, 
ohne dals .sie ea wirklich sind, was zu 
entscheiden noch Jahrhunderte langen 
Beobachtungen vorliehalten bleibt, weil 
die BewegniüT der Begleit. sferne oft erst 
innerhalb .sehr langer Zeit wahrnehmbar 
wir<l. Aneh mehrfache als Doppelsysteme, 
selbst siebenfache sind entdeckt worden, 
so dafs bei diesen statt der au sich dun- 
klen Planeten unsres Sonnensystems, 
•Tonnen es sind, die um eine gröfsere 
Centralsonne kreisen, und von denen jed« 
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•iozelne Begleitionne wiederum ein .Son- 
neiiiTitem ähnlich dem unirigen bildet 
(rerftl. die hypothetieche Bemerkungen 
Bd. I, pig. 32, linke, pag. I(!8 No. 7). 

Von mehreren dieser D. hat man be- 
reits die Bewegungsgesetze und deren 
Bahnen erforscht. Am Tollständigsten 
Toii dem Doppelstem p des grolsen Bä- 
ren, in welchem eine schwache bläuliche 
Saune, die als Stern 5ter Orüfse erscheint, 
um eine weifse Centralsonne, ein Stern 
4ter Oröfse, sich bewegt und zwar mit 
einer Schnelligkeit, dats sie ihren Lauf 
in 68 Jahren Tollendet. 

Doppelt gerade ganie Zahl eine nicht 
mehr gebräuchliche Bezeichnung für ein 
ganzes Vielfaches der Zahl 4. 

DoppelTerhältniTs ist das Prorlukt zweier 
gleichen Verhältnisse. Ist das einfache 
Verhältnils a:i so ist das U. = <t’ ; 6’ 

Drachenkopf ein alter Name für den 
aubteigenden Knoten des Mondes, so 
wie der absteigende Knoten dessellren 
Drachensebwanz genannt winl. Die 
Namen rühren daher, dafs wegen der 
Finsternisse, welche während und in der 
Nähe des Durchgangs des Mondes durch 
die Ekliptik eintreten, im Alterthum der 
Ulaube war, dafs der Mond hier mit einem 
Drachen in Kampf sich befinde. 

Drachenmonat ist die Zeit, in welcher 
der Mund von seinem aufsteigendeu oder 
absteigenden Knoten zum zweitenmal in 
denselben Knoten wieder eintritt. Die- 
ser Monat ist Ton allen astronomischen 
Monaten der kürzeste, weil die Knoten 
mit einer Schnelligkeit von 1!)° 19’ in 
einem Jahre, also von etwa 14 ° in einem 
Monat den Zeichen entgegen einen Rück- 
gang machen. Der D beträgt 27 Tage 
5 Stunden 6 Minuten and 5G Secunden 
(vergl. den vor. Art ). 

Drachenschwaoz s. u. Drachenkopf. 

Dreieck ist eine Fläche, weiche von 3 
Linien, Seiten genannt, eingeschlos- 
sen ist. Man betrachtet nur D. , welche 
auf Ebenen oder auf Kugcloberllächen 
verzeichnet sind; erstere sind die ebenen 
D., letztere die sphärischen oder Ku- 
geldreiecke. Unter den ebenen D. be- 
trachtet man wieder nur die geradlini- 
gen D., krummlinige D. kommen 
nicht vor, die gemischtlinigen D, 
welche aus zwei Radien und einem Kreis- 
Imgen gebildet wenlen, heifseii Kreis- 
ausschnitte oder Sectoren. 

Droiocko, ebene. Die Lehre von den 
Dreiecken bildet die (.iruudlage zu allen 


Erkenntnissen der (ieometrie. Es liegt 
dies darin, dafs erstens das Dreieck die 
Figur ist, weiche die gelingst mögliche 
Anzahl von Seiten hat, dab also jede Fi- 
gur von mehreren Seiten in Dreiecke 
zerlegt werden kann; dann aber weil das 
D eine nicht zu ändernde Gestalt an- 
nimmt, wenn die .Seiten dieselben blei- 
ben, in welcher Onlniing dieselben auch 
an einander gesetzt werden, während schon 
Vierecke verschoben und in unzählige 
andere Gestalten abgeändert werden kön- 
nen, wenn auch ihre .Seiten iu derselben 
Ordnung verlileiben. 

Von der Unverrückbarkeit der D. über- 
zeugt man sich, wenn man in einem 
Kreise ans den Endpunkten eines Durch- 
messers nach einem beliebigen Punkt 
der Peripherie, der ungleich weit von 
beiden Endpunkten entfernt ist, zwei ge- 
rade Linien zieht, und somit ein D. bil- 
det. Man kann nun durch Verlegung 
beider Bogen vier Dreiecke zeichnen, die 
alle einander Tolikommen gleich sind und 
so aufeinander gelegt werden können, dab 
sie sich decken. 

Es ist also das erste Erfordemifs, die 
Bedingungen kennen zu lernen, unter 
welchen Dreiecke sich einander decken 
können, ohne dafs die Gleichheit aller 
einzelnen Stücke, die der 3 Seiten und 
der 3 Winkel nachgewiesen werden mufs, 
und diese Beilingiiugen ergeben die 4 
Sätze von der Congruenz der Drei- 
ecke (a. d. pag. 41 ob 44 mit Fig. 30!) 
bis 314). 

3. Man kann die Peripherie eines Krei- 
ses in 3 gleicbo Theilo theilen, verbin- 
det man niese Theilpunkte durch gerade 
Linien mit einander, so erhält man ein 
D. von 3 gleichen Seiten, was sich durch 
den ersten Satz von der Congruenz der 
D. (3 Seiten und der eingeschlossene =) 
erweisen läfst, wenn man von dem Mit- 
telpunkt des Kreises nach den Endpunk- 
ten des D. gerade Linien zieht, womit 3 
congrnente D. entstehen. Ein D. kann 
also 3 gleiche Seiten iiaheii und es heifst 
ein solches ein gleichseitiges Drei- 
eck. Nimmt man in der Peripherie nur 
zwei Bogen einander gleich, so entsteht 
ein D. mit zwei gleichen Seiten und ein 
solches heifst ein gleichschenkliges 
Dreieck; die beiden gleichen Seiten 
heifsen die Schenkel, die dritte heifst 
die Grundlinie des 1)., der Scheitel- 
punkt zwischen beiden Schenkeln heifst 
die .Spitze, der Winkel daselbst der 
Winkel an der Spitze, die beiden 
anderen Winkel die Winkel an der 
Grundlinie. Dreiecke, in welchen keine 


Digitized by Google 


Dreiecke, ebene. 


32.S 


Dreiecke, ebene. 


Seite einer anderen gleich ist heifsen 
u ngleich.seitige Dreiecke. 

3. Verlängert man eine Seite BD eines 
D. so entsteht aufserhalb des D. eiDZ_AÜE. 
Dieser heifst Anfsenwiiikel des D. 


Fig. 566. 



Der z. AÜB heifst sein innerer an- 
liegender Winkel, die beiden ZABD 
und BAD heifsen seine inneren ihm 
gegenüberliegende Winkel. 

4. Filter AB kann man sich eine un- 
zählige Menge von Linien vorstellen, die 
auf einander liegen; nimmt inan eine 
derselben und bewegt sie mit gleiihblei- 
bender l,age nach dem Punkt D, und i.st 
diese l.inie Dh', so haben beide Linien 
AB lind DE einerlei Lage gegen die 
Linie BE behalten, d. h. Z ABO ist = 
Z FDE. Heide I.inien haben aber auch 
einerlei Lage gegen die l.inie AD be- 
halten. 

D. h. Z BAO = zf‘UH 
welcher entsteht, wenn man die Linien 
AD und ED verlängert. 

Da nun Z GDH = ADE (als Scheitel- 
winkel), so ist 

ZABD+zBAD=zEDE+ZADE'=zADE 
Der A nl se II Winkel ist also gleich 
seinen beiden ihm gegenüberlie- 
genden inneren Winkeln. 

5. Der Aufsenwinkcl ADE ist der Ne- 
benwinkel des ihm anliegenden inneren 
Winkels ADB, beide znsanimen sind also 
zweien rechten Winkeln gleich, folglich 
ist auch die Summe der drei inne- 
ren Winkel eines Dreiecks gleich 
zweien rechten Winkeln. 

6. Ein D. kann also nicht mehr als 
einen rechten Winkel erhalten, und ein 
D. mit einem rechten Winkel heifst recht- 
winkliges Dreieck; die beiden den 
rechten Winkel eiuschliefsendeii Seiten 
heifsen die Katheten (xu.Vmuc das Blei- 
lotb), die ihm gegenüberliegende Seite 
heifst die Hypotenuse {vnouirm, dar- 
unter spannen). 

Ein D. kann nur einen stumpfen Win- 
kel haben und ein D. mit einem stum- 
pfen Winkel heifst stumpfwinkliges 
Dreieck. . 


7. Legt man das bei F rechtwinklige 
Dreieck ABE um AE bis es wieder in 
dieselbe Ebene fallt, so ist das daraus 
entstandene zweite A AFE es A AE'B 
da nun z •df'® = Z .df’E = /{ 
so ist BFE eine gerade Linie, weil 2 


Fig. 567. 



rechte Z gemeinschaftlichem Schei- 
telpunkt und einem gemeinschaftlichen 
Schenkel 2 Nebenwinkel bilden; folglich 
ist ABE ein A> und da AB = AE ist, ein 
gleichschenkliges A- Da nun Z B = Z 
so sind ineinemgleichschenkligen 
D. die Winkel an der Ornndlinie 
einander gleich. 

Hieraus folgt unmittelbar, dafs in einem 
gleichschenkligen D. ein I.nth aus der 
Spitze auf die Grundlinie gefällt , die 
Grundlinie und den Winkel au der Spitze 
halbirt. Ferner dafs in jeilem gleichsei- 
tigen A sämmtliche 3 Winkel einander 
gleich sind. 

8. InjedeniDreieckliegtdergrö- 
fseren Seite anch der grüfsere 
Winkel gegenüber. Denn istAÄ^fiK, 
so nimm BE = BE, ziehe EE so ist ^^BEE 
ein gleichschenkliges A; 
daher ist Z BEE = Z BEE nach No. 7 
Z BEE> z BAE nach No. 4 
also auch Z BEE > z BAE 
folglich zBEA> ZBAE 


Fig. 568. 



Indirect wird nun erwiesen, dafs wenn 
z AEB > Z BAE, auch AB > BE. Oder 
in jedem D. liegt dem grüfsereo 
Winkel auch die grüfsere Seite 
gegenüber. 

21 * 


Digitized by Google 



Dreiecke, ebene. 


324 


Dreiecke, ebene. 


f 


9. In jedem D. sind zwei Seiten 
zusammengonommen grofser Jals 
die dritte. Denn ist das A ge- 
geben, sind Al<' und EF die beiden klei- 
neren Seiten, so verlängere AF bis li, 
dafs FB=FE, ziehe BE 
so ist ^ FEB = ^ FBE nach No. 7 
also Z.AEB > Z.ABE 
folglich AB>AE nach No. 8 
oder AFA- EF> AE 


BE parallelen Linie FH, so ist dieses 
zweite D. gleich grofs mit A BEF. Nun 
kann man die auf BO normale BE als 
die beiden Dreiecken gemeinschaftliche 
Höhe und deren Seiten BG und BF als 
deren Grundlinien betrachten, wo dann 
die beiden D. wie diese (irundliuieu also 
wie ihre ursprünglichen Höhen sich ver- 


10. Fällt man aus dem Eckpunkt eines 
D. ein Loth AH auf die ffcgenüberlie- 
geude Seite, so heifst das Loth AH die 
Höhe des Dreiecks in Beziehung auf 
die Seite BE, welche dann die Grund- 
linie des Dreiecks genannt wird. 

11. Da jedes Parallelogramm von einer 
Diagonale in 2 congruente D. getheilt 
wird und Parallelogramme von gleichen 
Grundlinien und Höhen einander gleich 
sind, so ist der Flächeninhalt eines D. 
gleich dem halben Flächeninhalt eines 
# wenn beide einerlei oder gleiche Grund- 
linien und Höhen haben, und folglich 
sind auch Dreiecke von einerlei oder 

leichen Grundlinien und Höhen einan- 
er gleich. 

Hieraus ergeben sich noch folgende 
Sätze : 

A. Jedes Dreieck wird durch eine ge- 
rade Linie aus einer Ecke nach der Mitte 
der gegenüberliegenden Seite gehälftet. 

B. Theilt man eine Seite eines D. in 
eine beliebige .\nzahl gleicher Theile und 
zieht aus der gegenüberliegenden Ecke 
nach den Theilpuukten grade Linien, so 
wird auch das D. in die.oelbe Anzahl 
gleicher Theile getheilt. 

C. Dreiecke von gleichen Höhen ver- 
halten sich wie ihre Grundlinien. Denn 
es sei das Verhältnifs der Grundlinien 
= n:m, so kann man die eine Grund- 
linie in it, die andere in m gleiche Theile 
theilen und aus den gegenüberliegenden 
Ecken nach den Theilpunkten grade Li- 
nien ziehen, ln dem einen D. hat man 
dann n, in dem anderen m Dreiecke, die 
alle einander gleich sind. 

D. Dreiecke von gleichen Grundlinien 
verhalten sich wie ihre Höhen. Denn 
wenn man beide Dreiecke mit ihren glei- 
chen Grundlinien auf einander legt, dann 
bat man, wie Fig. 569 die Dreiecke ÄßE 
und HBE, deren gemeinschaftliche Grund- 
linie BE. Errichtet man nun in B auf 
BE eine Normale BO, zieht AG BE 
und die I.inie OE so ist A A BE = A OBE, 
weil beide Dreiecke einerlei Grundlinie 
und Höhe haben. Fällt nun die Spitze 
H des zweiten Dreiecks innerhalb der mit 
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E. Das A .«1 habe die Grundlinie n, die 
Höhe h; das A^ die Grundlinie o; die 
Höhe //; <las die Grundlinie a die 
Höhe /«', so ist: 

A A : A ß = Ä : /*’ 

A ß : A G = n : a' 
folglich A A : AG = rtA : <i7»’ 
d. n. Zwei Dreiecke verhalten sich wie die 
Producte aus Grundlinie in Höhe. 

12. Dreiecke, die in solche Lage ge- 
bracht werden können, dafs jede der Sei- 
ten des einen I). einer Seite des anderen 
t- läuft, heiisen ähnliche Dreiecke. 
Diese Dreicke können mit einer Ecke .so 
aufeinander gelegt werden , dafs zwei 
Schenkel in einander fallen, und die drit- 
ten Seiten mit einander + laufen, denn 
die parallelen Seiten gegenüberliegenden 
Winkel sind einander gleich. Die als 
parallel zusammengehörigen Seiten, oder 
die Seiten , welche gleichen Winkeln 
gegenüber liegen, heifsen homologe 
Seiten. 

E.s .sei das ^ DEF so auf /^ABC ge- 
legt, dafs EFA BC Ist. Zieht man die 
Linien CE und BF, so hat man 


Fig. 570. 
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ArßF = AßEF 

hierzu ^AEF=^AEh' 

gihi t^A'CE = /\AEF~ 

Nun Ml t:iACE-.C^AFE = Ar-.AF 
d,ABF-.C^AEF= AB-.AE 
hieraus AC ■. AF =AB-.AE<X) 

also auch AF-. A('.-AF= AF.:AB-AE 

oder AF-.CF =AE:BE (2) 

desfrleichen AF-.CF =AE-.BE (3) 

Zieht man F.O so ist eben so: 

AK. AB = CG -.BF 

oder AK-.AB^KF-.BC (4) 

auch AF-.AC = EF-.BF (5) 

oder in einem Satz aiisi;edrückt 

.(/•;:.lK:KF=.l«:/lC:ßC 
d. h. In ähnlichen Dreiecken ste- 
hen die homologen Seiten mit ein- 
ander in Pro|iiirtion. 

13. Denkt man sich eine Höhe von der 
eemeinschafilichcn Spitze auf die (irnnd- 
linie BF gefallt, so theilt die.se beide 
Dreiecke wieder in zwei ähnliche Dreiecke, 
die Höhen werden zu Seiten und man 
hat dieselben Proportionen als: 

AE-..AB= .IH :AK (t>) 

F.F BF = .\H AK 

n. s. w. 

Nun ist nach No. II : 
i^AEF-.£^ABF=EF-AH-.BC- 1/t 
hierzu die letzte Proportion gibt 

AdßF: A /t«C’= Er- -.Bn = Am : AK‘ 

d. h. Aebniiehe Dreiecke verhal- 
ten sich wie die Quadrate homo- 
loger Seiten oder wie die Quadrate 
homologer Höhen. 

14. Wie die Sätze von der t'ongrnenz 
der Dreiecke, so las.sen sich auch aus 
dem Vorigen folgende .Sätze für die .Aehn- 
lichkeit der Dreiecke und zwar sehr leicht 
ahlciten. 

1. Dreiecke sind c», wenn sie 2 gleiche 
Winkel haben. 

2. Wenn sie einen gleichen Winkel 
haben und die diesen Winkel einschlie- 
fsenden Seiten in Proportion stehen. 

3. Wenn sie alle 3 .Seiten proportional 
haben. 

4. Wenn 2 Paar Seiten in Proportion 
stehen, von den diesen Seiten anliegen- 
den Winkeln ein Paar gleich ist und das 
andre Paar zu 2 Kechteii sich nicht er- 
gänzt. 

Dieser 4te Satz ist analog mit dem 
4ten .Satz von der Congruenz der D. pag. 
44. Ks seien dort die beiden Dreiecke 
ACB und DEF einander deshalb weil : 
AC-.AB= DF-.DE 
^ABC = ^ÜEF 

und weil 2 rechte Winkel entweder klei- 


ner oder gröfser sind als 

AFB + DFE 

so ist diese letzte Bedingung deshalb we- 
sentlich, weil, wenn man AG — AF macht, 
ein A-d&'ß entsteht, in welchem nun 
■ AG AB = DF-.DE 

ZABG = ZDEF 

Allein da .^AGC = ^ACB = jLDFE 
und /.AGC + ^AGB = 2R 

so ist Z AGß -b Z DFE = 2R 

die beiden Dreiecke AGB und DFE sind 
also nicht <v, ungeachtet die ersten bei- 
den Bedingungen des Satzes erfüllt werden. 

Nach No. 8 liegt der kleineren Seite 
immer der kleinere Winkel gegenüber; 
man kann daher ans dem 4ten Satz auch 
folgenden ableiten: 

Dreiecke sind ähnlich, wenn zwei Sei- 
ten proportional und die den gröfseren 
von beiden gegenüberliegenden Winkel 
einaniler gleich .sind. 

Denn al.adann liegen die Winkel, welche 
nach dem .Satz zu 2 liechten sich nicht 
ergänzen sollen, den kleineren Seiten in 
den Dreiecken gegenüber, sind also beide 
spitz und ergänzen sich nicht zu 2 Rech- 
ten. Liegt aber der gleiche Winkel der 
kleineren Seite gegenüber, so kann von 
den beiden den gröfseren Seiten gegen- 
überliegenden Winkeln der eine stumpf 
der andere spitz .sein und beide können 
sich zu 2 rechten Winkeln ergänzen. 

Dieser Satz stimmt nun ganz mit Satz 
4 von der Congruenz der Dreiecke, er ist 
aber nicht so allgemein als Salz 4 von 
der .\ehnlichkeit der Dreiecke. 

15. .Vus dem ersten Satz über die Aehn- 
lichkeit der Dreiecke oder überhaupt ans 
deren Eigenschaft, dafs ihre 3 Winkel ge- 
genseitig einander gleich sind, entsprinrt 
noch ein Satz über dieselbe, der bänng 
.Anwendung findet, nämlich: 


Fig. 571. 



Dreiecke sind ähnlich, wenn sich die 
Seiten derselben oder ihre Verlängerun- 
gen gegenseitig unter gleichen Winkeln 
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schneiden, die nach einerlei Richtung ge also dann einander wenn cn.4 
messen werden =. /^hdA = ^ccB. 

Die beiden Dreiecke atc und AßC sind Denn es ist 


Nun ist 


folglich 


Z 


Cab + bac -f Z ~ Z aAd -f ^ adA = 2R 

Cab — Aad 

/ caA = Z “d.1 


X bar 


Z o-dd 


Eben so wird die lileichheit der Z t 
nnd Ä, c lind C bewiesen. 

16. Zwei Dreiecke, die einen gleichen 
Winkel haben, rerhalten sich wie die 
Productc der diesen Winkel einschliefsen- 
den Seiten. 

Denn zieht man in Fig. 572 die Ilülfs- 
linie CP so hat man 


Fig. 572. 



^ADC-.AAItC = AP:All 

A A PK ■.AAP K=AE-.AC 

dthrx A APE ■■ aABC = AP- AE-.AIi-AC 

17. Wenn zAPC = ^EPC so hat 
man nach No. 16 

A pac-.apec = AP-CD-.ED-CP 
= AP -.EP 

aber anch 

adac-.ape-c=ac -.ec 

daher . 4 »: EP =AC -.EC 

d. h. Wenn ein Winkel eines Dreiecks 
halbirt wird, so schneidet die Ibrlbirnngs- 
linie auf der gegenüberliegenden Seite 
zwei Stücke ab, die sich verhalten wie 
die diesen Stücken anliegenden Seiten. 

18. Zieht man durch einen innerhalb 
eines Dreiecks beliebig liegenden Punkt 
C von den Endpunkten nach den gegen- 
überliegenden .Seiten gerade Linien , so 


Fig. 573. 



sind die Producte der drei von den Sei- 
ten abgeschnittenen links liegenden Stücke 
«, 6, r gleich dem Product der drei rechts 
liegenden .Stücke n, ft, 

Denn es ist ABAPiAPAP = aut 
ABCP:Af‘f'P = a.H 

folglich 

ABAP-ABCP-.AO'AD- AOCl)-a:u 
oder AACB:AAC(1 = a:ii 

ebenso ABCG:ABCA = b-.ft 

und AACG-.ABC G = e:y 

folglich 1 ; 1 = n- 6 t : II y 

oder a-b-c^n - ft - y 

19. Indirect läfst sich nun lieweisen, 
dafs wenn aut' den Seiten eines Dreiecks 
Abschnitte n, o; 6, ,1; c, y genommen 
werden, so dafs a • b • c — « • ft • y, die 
graden Verbindungslinien der Theilpunkto 
mit den gegenüberliegenden Eckpunkten 
in einem Pnnkt sich .schneiden. 

Es folgt hieraus unmittelbar, dafs die 
graden Verliindnngslinien zwischen den 
Eckpunkten und den Mitten der gegen- 
überliegenden Seiten eines Dreiei^s in 
einem Punkt sich schneiden. 

20. Die llalbimngslinien der Winkel 
eines Dreiecks schneiden sich in einem 
Punkt. Denn sind Fig. 573 AP, BE, GE 
diese Halbirungslinien, so hat man nach 
No. 17 

AB:AG = „-„ 

BG-.AB = b.ft 
AG : BG = e'.y 
folglich 1:1 =o.6t: 

Man erhält noch folgende (iesetze; 

Es ist AABP = aAGP 

auch ACBP = A<GP 

hieraus AACB = AAC(! 
folglich anch 

aagd = aacg 

=abcg - Ja fß« 

Da nun 

AABG-.ACBG=AP-.CP 
so ist CP = ^ AP 

eben so CE=^BE 

und CF={GE 

21. Die drei Höhen eines Dreiecks schnei- 
den sich in einem Punkt. Denn stellen 
Fig. 573 die Linien .tp, BE, GE die 
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drei Höhen vor, so haben die beiden genden Seite = der Summe der Qua- 
Dreiecke AHU und GRh' den / B ce- drate der beiden anderen Seiten weniger 


meinarhaftlirb und die Winkel bei I) und 
F sind rechte, folglich sind beide 0 ein- 
ander ew. 

Daher AB: BO = n:v 
aus demselben (iruude 
BO:AO=b:u 

und = 

daher 1 : 1 = « • i • c ; « • • y 

22. Es sei A.lßr bei (' rechtwinklig; 
zeichnet man über den 3 Seiten die Qua- 
drate AB, AF, CE, fällt aus dem Schei- 
telpunkt r des rechten Winkels das Loth 
CG, zieht die l.inien AE und CO 


Eig. .'>74. 



so ist Alt -BO 

BE=BC 

^ABE = /,CBO 
folglich CiAlIE s /^BOC 
also auch ^UCE ~ i Rectangel BG 
oder Df/i = Uectangel BG 

eben so i st □/IF= Kectangel dfJ 
folglich □ CB -b 

d. h. ln einem rechtwinkligen Dreieck 
ist das Quadrat der Hypotenuse = den 
beiden Quadraten der Katheten zusam- 
mengenommen. Dieser Satz wird von 
seinem muthmafslichen Erfinder der py- 
thagorisebe Lehrsatz genannt. 

23. In jedem Dreieck ist das Quadrat 
der einem spitzen Winkel gegenüberlie- 


Fig. 573. 



den beiden Rechtecken , welche jede die- 
ser Seiten mit der Projeetion der ande- 
ren auf ihr bildet. Also 
□ .4Ä=Di4C-bD8C-CÄxC//-ACxCB 
Denn zeichnet man die Quadrate über 
den drei Seiten und fallt aus den Win- 
kelspitzen die 3 Lothe AD, BE, CG, so ist 
jCD= Bll y. CH - CB x CH 
und aCE=EFxCF = ACxCF 
Nun ist wie im vorigen Satz, wenn 
man dieselbe Construction macht: 

aBG = aBB = OBC-aCB 
lind aAG = aAE=gAC- aCE 
folglich 

□.dB=a.dC-bDfiC-Cßx CH-ACxCF 

24. Ist der der Seite AB gegenüber- 
liegende Winkel stumpf so ist 


Fig. 57«. 



QAB ^a ii'+DBC ^^CByCH + ACyCF 
wie aus Figur 576 und mit Hülfe von 
No. 23 hervorgeht. 

25. Die beiden Kectangel CB x CH und 
ACyCF in beiden Dreiecken, dem spitz- 
winkligen und dem stnmpfwinkligen sind 
einander gleich. 

Denn die Dreiecke ACH und BCF ha- 
ben in Fig. 576 den ACB gemein- 
schaftlich , in Fig. 576 sind die Z ACM 
nnd BCF Scheitelwinkel ; aufserdem sind 
die Dreiecke rechtwinklig, folglich einan- 
der co nnd es ist 

AC ; CH = BC : CF 
woraus ACyCF= BCyCH 

26. Indirect läfst .«ich nun beweisen; 

A. Wenn in einem A <las Quadrat der 

einen Seite = der Summe der Quadrate 
der beiden anderen Seiten ist, so liegt 
der Seite des gröfseren Quadrats ein 
rechter Winkel gegenüber. 
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B. Ist das Quadrat einer Seite > als 
die Summe der Quadrate der beiden an- 
deren Seilen so lie^t der ersten Seite 
ein stumpfer Winkel gc(ionüber. 

C. Ist das Quadrat einer .Seite kleiner 
als die Summe der Qua<lrate der beiden 
anderen Seiten, so liegt der ersten Seile 
ein spitier Winkel gegenüber. 

27. In dem rechtwinkligen (Fig. 

574) ist CH ein I.olh auf die Oiagonale, 
daher ist ^ ’ 

A ACH cc^AHC^A CHH 
hieraus folgt 


AH:BC = BC.KH 

(1) 

AB-.AC= AC-.AH 

(2) 

All-.CH-CIl.Blt 

f31 

und aus diesen 3 Proportionen 

ßC* = ABxBtl 

(4) 

AC* = ABxAtl 

(5) 

CH* = AH X HH 

(6) 

Es ist AH-.BH = AH-.BH 

= AB ■ AH -. AB 

BH 

folftlich an^ 5 und 

AH-.BH= AC*-.BC* 

f71 

vergleiche Chorde No. 10. 


um jedes Dreieck ein Kreis be- 
schreiben: und da dies auch zwischen 
den 3 Standpunkten I), K, F der Ilohon 
geschehen kann, so läfst sich in Je- 
dem Dreieck ein Kreis beschreiben. 

29. Der Inhalt eines Parallelogramms ist 
= dem Product aus (irundlinie und Höhe, 
es ist also n:ich No. 11 der Inhalt eines 
Dreiecks =dein halben Product aus Grund- 
linie und Höhe. Bezeichnet man die 
tirundlinie mit o, die Höhe mit A, so ist 
der Inhalt des A 

J — ' h (1) 

30. Bezeichnet man die Projection der 
Seite 5 auf die .Seite u mit j, die Höhe 
auf a mit A so ist. Je nachdem C stumpf 
oder .spitz ist 

Fig. 577. 


Ist in Fig. 578 Al) die Halbirnngslinie 
der Seite BG, so hat man nach No. 23 
und 24; 

= + /IO« + 2-40x07 

nnd AG'= DG*+ Ah* -2DG -x. DJ 
daraus 

/lO* + /4 C» = 2/1 0* + 200* = 2 . 1 0« + 2 60« 
28. Zwischen 3 in einer Ebene liegen- 
den Punkten läfst sich ein ■riertcr Punkt 
finden, der von Jedem der drei Punkte 
gleich weit entfernt ist. Da dies also 
auch zwischen den drei Punkten .1,0, C 
(Fig. 577) geschehen kann, so läfst sich 



-A«l» 


c« =: rt« + A« ± 2ax 

A« = A«- x« = A»-r— , 

L 1 2a J 
- 2«***-(e«-o«-A«)« 

4^1« ~ 

mithin = (2) 

Um mit Logarithmen rechnen zw kön- 
nen verwandelt man die Klammergrörse 
in ein Product nnd erhalt 


* = F i + c) (ö + i - c) (o + c - i) (A + c - fl) 


(3 


Es ist hiermit der I nhalt d es a we nn die 3 .Seiten gegeben sind (,!oA) = 

^ - i I (fl + A T c) (a + 6 - c) (o + e - Ä) (6 + c - oj (4) 

Ist das Dreieck gleich.schenklin, A = c, 31. Sind die 3 Höhen A. A', A" gege- 

■0 ist die Hohe A auf der Grundlinie a bon, so hat man 


A — s I 4 A« — a* 

die Höhe anf einen Schenkel A 
A' = ojI 4A« -n« 


( 5 ) 


(6) woraus 6 = 


/lA _ 6A 
A 


cA ' 


lind c = t/ 


A” 


Der Inhalt des gleichschenkligen Drei- Setzt man diese Werihe in Formel 3 
idliir* - • • 


eck> bei der Grundlinie n 

4“ 1 4A« - o« 

Ist das A gleichseitig so ist 
,A = Joi'3 
7 = Jo« I 3 


so wird 

fl + A + c 

( 8 ) 


'a' +"Ä" 


“ + a‘a"] 
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lind in derselben Weise erhalt man die in Klammern stehenden 3 Hlieder der 4 
anderen 3 Kactoren der WnrselprcM'se Facloren mit -1, H, C, D beieichnet; 

(**’ f hk" - *'*"); (**’ + *'*" - **"); «i*_, o’ I n 

(**"+*’*"-**'). lieninarh i.st wenn die 2 


2* (*'*'? „O, 

worxiis rt — .1 _ ™ . ■ ■ - 1 ■ — 

1 (ÄÄM/.A"fA7<’’)(/i/.'+*V'-/.'0'(**’+*'*'’- **■')(**"+*'*”-**') 

lind der Inhalt 

(A*'A")2 


J= 


I (AA’tAA" + *'*")(**'+ AA" A'A")(AA' + A'A" - AA") (AA" + Ä’A" - AA") 


(U) 


32. Ist An=d die llalbirnnfi;Iinie der 
Seite BU ~ <1, so hat man nach No. 27 

A* + c« = 2'/» t 2 (4)* 

woraus n — \ 2(A* + e’ — •Jd’) 

Verlänperl man AD um Dll = d. rieht 
(SH, so ist i^GDII •)>; ^BDA und UH ist 
= c. Es ist folplich isAB(S — AHG, der 
Inhalt des lelrleren al.'o auch des erste- 
ren oder 



Fiff. .578. 


J = i I (A-|-c-i-2d)(A f c - 2d) (6-1-2/- c) (2d -f c - A) (J2) 


33. Sind sämmtliche 3 Ilalbiraneslinien 
d, e, / der 3 Seiten gegeben , so hat man 

1) 6 ’fc’-!^=2 d‘ 

A> 

2) o’ -r c* - -;j- = 2e’ 

3) o«-f A’-J^zzo/-« 

hieraus a’ -i- 6’ -h c* zz J (<P Ä + D 
Siibtrahirt man hiervon Gl. 1, rcdiicirt 
und radicirt, so erhält man 


«= ; l'2c’-b 2^ - «P (13) 
eben so wenn man die 2te und die 3te 
Gleichung von der 4ten abzieht 

6 = • I 2^“ d 2/’^» (14) 

c - I 1 '2d’ -t- 2e> (15) 

Die Inhaltsbestimmung des A geschieht 
nach No. 32 und No. 20. Denn es ist 
(Fig. 573) in A «CC zz J.4ÄC = JJ 
BC=\t, GC=U und CD=\d 
folglich nach Formel 11 


y =[ Hid + ie + in (id + ie- in (i'i+if- !e)(ä* + ir-ij) 

1 I (d + e -bn(<< + ' - /)(rf + f- «) (« -b/“- <0 ( 16 ) 

34. Ist AE = d der Durchmesser des ^ ABE = ^ Bh'D = li/_ 

um das Adfiü beschriebenen Kreises, / 415« zz .40« (auf einerlei Bo- 

ßih' die Hohe h anf Ai)z=ft^ so hat man »en AB) 

wenn man noch BE rieht 

daher A ABE «v A OED 
also dxlf = c: h 

Ä . C 

woraus A = - - 

d 

folglich J = i^ABD = iah 
Nun ist 

>^=tI («+A+e)('*bA-c)(o+c-A)(A+c-o) 

folglich 
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— — ( 17 ) 

l'(a+fc+c)(o+6-c)(<»+c-Ä)(6+c-«) 

35. Ist. C der Mittelpunkt des in dem 
ISABD beschriebenen Kreises, so sind die 
Lothe von C auf den Seiten die Halb- 
messer r = |d desselben; zieht man nun 
die 3 Linien CA, CB, CD so hat man 

Fifj. 580. 



die 3 Dreiecke ACB, ACD, BCD = 

J = (fl -f & -f c) 

nnd 
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(18) 


\ (n+b+cXa+b-e)(rt+c-b){b^c-a) 
fl -t- i -f- r 

36. Wenn von einem Dreieck 3 Seiten 


Nach Nu. 23 hat man 

o* = //* -j- c* — 2c • AD 
= 5* -j- c’ — 2bc • cos €t 

, . b'^ + c^- a* 

hieraus cos a — r (20) 

2bc ^ * 

Ist A ein stumpfer Winkel, so wird 
das Product 2c AB positiv, cos n wird ne- 
gativ, die Formel ist also allgemein 
gültig. * 

Für Rechnung mit Logarithmen eignet 
sich die Formel nicht. 

Ist A ein rechter Winkel, so ist costt~0 
und es entsteht 

rt* = -f- r* 

Bezeichnet man CD mit A, so ist 
A = A sin (t 


gegeben sind, so findet man die Winkel demnach hat man mit Hülfe von For- 
folgendermaafsen. mel 3 


y{n -f- 6 -b c) (fl -}- b - c) (rt -b c - Ä) (Ä -b r - fl) 

Sinn — — ^ 

2Ac 

Es ist »in*-^- = 4(1 — cos «) 


( 21 ) 


Schreibt man diesen Werth in Formel 20, so erhält man 

A* -f- c* — fl*\ _ 2Ac — A* — c* -b fl'“* _ «’“• — (A - c)'“* _ (fl -b A — c) (fl b c - A) 

2bc f Abc ibc Abc 

,U = 4 ( 22 ) 


«n*V = 5(1 - 
hieraus 


Ac 


Es ist cw* = I (l-bf«*n) 

Diesen Werth in Formel 20 gesetzt gibt 

^ « I , A* -b c* — «*\ 2bc -b A2 -b r* - fl* (A + c)* — fl’ 


hieraus 


COf 




2bc / 4Ac 

'(rt-bA-bc) (A -b c — fl) 


4Ac 


bc 


(23. 


37. Wenn in einem Dreieck zwei Sei- 
ten und der von ihnen eingeschlossene 
Winkel gegeben sind, so erhalt man 
BD = c - b cos n 
da nun 

BD tgß = b sin « 
so ist 


•9ß = 
eben so 


astny astnß 

tan- — - '—z (2o) 

A — n cos ;• c — fl cos ß 

Die.se Formeln sind für Rechnung mit 
Logarithmen unbrauchbar mindestens un- 
bei|uein. Man hat aber folgende Formeln 
aus der Trigonometrie 


sm f< b = 2 »I« — — • cos — - 


rt-,? 


bsintt hs%ny 

7 auch- i--— (24) 

c - 0 cos K a — o cos y 


rt -b /? 

cos a -b ettß s= 2 *•« - 4 — • cos 


2 

n-ß 


2 




Dreimalachtfl&chner. 


Dreiunddreikantner. 


• - A €t-\-ß n- fl 

irm« — itnß = 2 cos • s%n — 

« _.« + /! . n - 

fOJ/J — coj « = 2 iirt — • fin 




Difidirt man die erste Formel durch Han hat also die Formel 
die iweite, so erhält man n-/J n - 4 y 

>ina + "+i 2~ “ ®®‘ T 

cota + cotß 2 «reiche sich ohne Unterbrechung mit Lo- 

und dividirt man die dritte durch die Rarithmen berechnen läfst. Hat man 
iweite tt - ß . 

liao-iifirl «-/» '<-ß = <f gefunden, 

eota + coiß '2 so erhalt man, da n + + y = 180° ist, 

hieraus n = 4 ( ■ 80° + f — y) 

lg-+/:ts^ = .,«c.ß.infl:uHn-„nß /J = iO » 0 ° - V - F) 

2 •' 2 Eben so ist 

Nun ist . ff - y o - r fl 

a sin fl =:/} sin tt ^ 2 ” n + c ' 2 

oder fl .6 = lin« fl — v b —r u 

woraus '■'? ~2' ” fi i <* ' *^*^* '^ 

II + 6 : n - 6 = sin « f sin fl : sin n sin,^ ferner hat man 

folglich rt* = 6* r - 2Är ,ros« (32) 

, , n 4 ^ n 

tt f o : o - o = ' fQ .Setxt m.in rosn = 2r«i* 1 in diese 


n 4 it ß 

t$ — ^ =iin« + sin/9:s»nft - sin/J 


rt — tt — r 

'^- 2 - = flT^- 

0.« 

(30) 

/( _ J. _ A - r 

■’ 2''"4' + r' 

ff 

cot — 
o 

(31) 

ferner hat man 



fl* s= 6* j r* — 26r 

a l'Of ff 

(32) 

Setzt man co*f< = 2r«** 

■ 

in diese 


n~ fl b u ^ fl 


Sind nun die Seiten n, b und der 
gegeben , 

so ist n + ;t 4 >' = 180° 


Formel, so erhält man 

fl* = -f c* 4 ’2bc — 46r • cos* 

= (64 e)* — 6c • cos 


1 6 4 <• + 2 ]^ 6 c • cot - 


den Inhalt des A hat man unmittelbar 
J = ^tt 6 • lin )^ = ^fsc* sin ;t = ^ 6 c • sinn (34) 
38. Wenn eine Seite und die 3 Win* 
kel gegeben sind, so ist 

fin ß sin fl 

6 = tt • — - = c - — (35) 

iin tt sin y 

CD =i k = a sinß = b sintt (36) 
Nun ist tt sin)' c sinn 
, sin ff 

oder rt = c • — 

sin )' 

Diesen Werth in Formel 36 gesetzt 

gibt 


(4 + 0-2 I 4c • 00» 4 ) (33) 

. »in n • »in ß 
h = c • : (37) 

»•n y 

, C'k o* »inn*»in,d 
Nun ist ,/=——=— • ; !- (38) 

2 2 »in y 

39. Wenn 2 Seiten a, 4 und der grü- 
Uere z « der beiden anliegenden Winkel 
gegeben sind, dann ist 
c 

sin fl = — stn a (39) 

tt 

e = AD+BD = AD + )'ÄC»-Cfl> 
also 0 = 4 00 » a + \aß — 4- »in •« (40) 


J = (Ar = (4 »in n [4 oo» « + ( 'fl* — 4- »in *rt 


Drelmalachtsichner, der deutsche Name 
des Pyramidenoktacilers oiler Tria- 
kisoktaeders, eines Krystalls von 24 
Flächen in gleichschenkligen Dreiecken, 
16 Kanten und 14 Ecken Ton der Form 
eines Octaeders, auf dessen 8 Flächen 
dreiseitige Pyramiden aufgesetzt sind. 


Dreionddreikantner, <ler deutsche Name 
ries Ilemididodekaeders oder Ska- 
lenoeders, eines Krystalls Ton 12 Flä- 
chen in ungleichseitigen Dreiecken, 18 
Kanten und 8 Ecken; er hat das Ansehn 
zweier sechsflächigen Pyramiden mit ge- 
meinschafllicber mittlerer sechseckiger 
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Basis, deren 6 Ecken aber nicht in einer 
Ebene sondern in einem Zickzack liegen. 

Dreiandeinaxiges KrystaUisationssy* 

SteiD, s. u. Axensystcm pag. 2C1, No. 3. 

Druck ist bei unmittelbarer Berührung 
zweier Körper die Einwirkung de.«« einen 
auf den anderen , welche die.scn hindert 
eine beabsichtigte Bewegung zu beginnen 
oder in der diesem Körper inwohnenden 
Kraft entsprechenden Geschwindigkeit an- 
zunehmen. Im Gegensatz zu Stofs, die 
mit unmittelbarer Berührung zweier Kör- 
per eintretende Wirkung dos Hindernis- 
ses, das der eine' Körper dem anderen 
entgegengesetzt, 'eine bereits begonnene 
Bewegung' mit, derselben Geschwindigkeit 
fortzusetzen oder dessen gänzlichen Still- 
stand veranlafst. ***-5,i 

Druck im Gegensatz zu Zug ist die 
Einwirkung eines Körpers auf einen an- 
dern mit dem Be.strebon de.ssen Volumen 
zu vermindern, während Zug das Bestre- 
ben äufsert das Volum zu vergrölsern. 
Oder Druck wirkt auf die V'erdichtung 
der materiellen Theile eines Kör^iers, 
Zug auf deren Trennung, im Uebngen 
sind Druck und Zug bei einerlei Kraft- 
äufserung von einerlei Wirkung. 

Allgemeiner sagt man; Druck ist die 
Einwirkung einer Kraft in ihrem Angrilfs- 
unkt auf einen Köri>er mit dem Bestre- 
en ihn fortzubewegen; und wenn man 
den Begriff Zug als Gegensatz hinzufn- 
gen will, so kann man von dem Druck 
sagen, dafs er das Bestreben äufserc, den 
Körper durch Bewegung zu entfernen, 
der Zug hat dann das Bestreben den Kör- 
per zu nähern. Man hat auch Druck und 
Zug in der Ferne; jener heifst Absto- 
fsung, dieser Anziehung. 

Jeder auf unserer Erdoberfläche befind- 
liche Körper empfängt die Wirkung eine.s 
Zuges, welchen die Schwerkraft des Erd- 
körpers auf ihn übt und ihm, also durch 
Anziehung das Bestreben mittheilt, dem 
Site der Kraft, dem Mittelpunkt der Erde 
sich zu nähern. Liegt ein sicher Kör- 
per A auf einem festen Körper Ä, so 
äufsert A dieses Bestreben auf B , also 
mit einer Kraft, welche den Körper Ä 
durch Fortbewegung entfernen will, wah- 
rend B dem Körper A mit einer gleich 
grofsen Kr.ift ein llindernifs setzt , die 
seinem Bestreben gemäfse Bewegung zu 
beginnen Beide Körper .1 und B änfseni 
also gleich grofse Druckwirkungen auf 
einander; ein Körper, der einen andern 
drückt wird wieder gedrückt, es ist über- 
all Druck und Gegendruck in glei- 
chen Gröfsen. 


Da jede Einwirkung die Folge einer 
Kraft ist, so nennt man den Druck auch 
eine todte Kraft im Gegen.satz zu le- 
bendiger Kraft, die einein Bewegung 
befindliche Masse mit ihrem Bewegungs- 
Vermögen entwickelt und eine andere 
Masse in Bewegung bringt. Ein Beispiel 
wie eine blofs drückende Masse zu leben- 
diger Kraft wird gibt das oberschiächt ige 
Was.serrad, welches bei be.stimmter Was- 
.sermenge per Sccunde und bestimmtem 
Gefälle (senkrecht gemessene Entfernung 
des Oberwasserspiegels vom Unterwasser- 
.spiegel) am wirk.samsten ist,., wenn ' das 
Wasser mit der Geschwindigkeit der Rad- 
peripherie in die Schaufeln fallt, so dafs 
die im Radkranz befindliche Wassermasse 
einzig und allein auf Druck wirkt, wäh- 
rend beim unterschlächtigen Rade das 
Wa.sser durch Stofs allein die Bewegung 
hervorbnngt.. 

Druck i.st also das Ergebnifs einer auf 
einen Körper wirkenden Kraft, wirkt selbst 
als Kraft und zwar als eine Kraft, die 
das Bestreben äufsert Bewegung hervor- 
zubringen. Gleicher Druck und Gegen- 
druck oder Druck und Zug in gleichen 
Gröfsen und in gerader Linie wirkend 
heben einander auf, es ist (i leie hge- 
wicht; die wissenschaftliche Lntersu- 
chu'ng der Druckwirkungen gehört mit 
den Kräften in die Statik. 

Der Ort auf den Oberflächen zweier 
sich berührenden Körper wo Druck 
erfolgt, Ist der Angriffspunkt des 
Drucks, die gerade Linie nach welcher 
Bewegung statt finden würde ist die 
Richtung des Drucks. Die gerade 
oder krumme Verbindungslinie der An- 
griffspunkte mehrerer auf einander drük- 
kender Körper ist die Mittellinie des 
Drucks. Der Druck wird wie die Kraft 
gemessen und .seine Gröfse wie diese in 
einer geraden Linie symboli.sch darge- 
.stellt. Oder vielmehr e,s wird die Gröfse 
jeder Kraft, mit einem Druck verglichen 
und nach einer Drnckeinheit gemessen. 
Denn die oben gedachte .Anziehungskraft 
der Erde auf jedes Massenelement in glei- 
chem Maafse gibt in der Anzahl der ma- 
teriellen Theile eines Körpers auch die 
Anzahl jener gleich grofsen Anziehun^- 
wirkungen und diese spricht .sich als Ge- 
wicht ans; die Gröfse eines Drucks und 
mit die.«em <lie Gröfse einer Kraft, wird 
also durch ein Gewicht gemessen und 
deren Gröfse ist gleich diesem Gewicht. 

Druck, hydrosUtiacber, der Druck, den 
eine Flüssigkeitsmasse gegen die Gefäfs- 
wandungen und auf eingesenkte Körper 
ausübt, i.st unabhängig von der Form des 


Druck. 


V 
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Gefifses und dos.sen Wandungen und in 
gleicher Tiefe vom Wasaerspiegel ab gleich 
grofs. E8 geht dies daraus hervor, dafs 
eine Wassemia.'<se in einem stillstehen- 
den Gefafs ebenfalls in Ruhe ist, dafs 
also alle horizontalen Wasserschirhten 
in Gleichgewicht sich befinden, weil sonst 
eine ununterbnicheno Wiederherstellung 
des gestörten Gleichgewichts durch fort- 
dauernde Strudel und Wirbel sich kennt- 
lich machen würde. 

Die oberste Schicht Was.ser lagert ru- 
hig auf der nächst unteren, diese wieder 
auf der folgenden und so fort bis zur tief- 
sten Schicht. Wenngleich nun das Was- 
ser iucoinpressibel , also unten so spcci- 
fisch .schwer als oben ist, so vemnlafst 
die Belastung von Schiebt auf Schicht, 
dafs mit der Tiefe auch der Druck grö- 
fscr wird, und zwar unabhängig von der 
Flächenausdebnung der Schicht. 

Daher halten Wassersäulen von sehr 
verschied»*!! grofsen (Querschnitten bei 
einerlei Hohe, al.-*o von sehr verschiede- 
nen Gewichten einander das Gleichge- 
wicht, und wenn man auf die Oberfläche 
des in einer dünnen Röhre befindlichen 
Wassers einen Druck o ausübt, der dem 
Gewicht von A Fufs Wassersäule = bt, 
so hält dieser einer mit der Röhre com- 
raunicirenden Wassersäule von m fachen 
Querschnitt und der Höhe A, also einem 
Druck = mp das Gleichgewicht, eine Eigen- 
schaft, die das Frincip der hydranlischen 
Presse ausraacht. 

Eine Wassersäule von 32 Fufs Höhe 
übt den Druck der Atmosphäre aus, etwa 
14 Zollpfuiid auf den □^oll; in 64 Fufs 
Tiefe unter dem Wasserspiegel würde der 
Druck des Wa.s.sers schon 2 Atmosphären 
= 28 Pfund auf den DZoll betragen. 

Da die atmosphärische Luft an der Erd- 
oberfläche 770 mal leichter als Wasser 
ist, so gehören 770 Atmosphären Druck 
dazu um der Luft die Dichtigkeit des 
Wassers zu geben, wenn das Mariottesebe 
Gesetz bis so weit noch gilt; also in 
32x770 Fufs = 24640 Fufs oder in einer 
Heile Tiefe im Weltmeer würde LoR in 
einer unten offenen Taiicbergloche herab- 
gelassen bis zur Dichte des Wassers zu- 
sainmengedrückt werden. 

2. Jeder Körper verliert, wenn er in 
Wasser gesenkt wird, so viel an Gewicht, 
als das Gewicht des von ihm verdräng- 
ten Wassers beträgt, weil das um den 
Körper befiodlicbe Wasser mit dem ver- 
drängten Wasser also mit dessen Gewicht 
im Gleichgewicht sich befunden bat und 
dtaselbe Gewicht auch jetzt noch zu tra- 


en übernimmt. Wiegt ein Körper in 

er freien Luft 10 Pfund und sind nur 
8 Pfund auf der Waagschale erforderlich 
um ihm das Gleichgewicht tu halten 
wenn er an einem Faden in Wasser ganz 
einpsenkt ist, so bat er 2 Pfbnd an Ge 
wicht verloren, das Wasser von dem Vo- 
lum des Körpers wiegt also 2 Pfund; 
10:2sö:l ist das Verhältnifii seines 
absoluten Gewichts zu dem des Wassers, 
d. b der Stoff ans dem der Körper be- 
steht, hat das specifisebe Gewicht s ö. 

3. Ein Körper schwimmt, wenn er so 
viel Wasser venlrängt als er selbst schwer 
ist, weil dann erst das umliegende Was- 
ser mit dem Körper Gleichgewicht bat. 

Jeder in Wasser gesenkte Körper ver- 
mehrt den Druck auf den Hoden des Qe- 
fälses um sein absolutes Gewicht. Ein 
Stab ins Wasser gestellt ohne dafs er 
den Hoden berührt, drückt auf den Bo- 
den um da.<t Gewicht des von ihm ver- 
drängen Wassers, welches um so viel 
in die Höhe steigt, dafs der Raum des 
vom »Stabe verdrängten Wassers wieder 
ersetzt wird. 

4. Die Ansflufsgeschwindigkeit einer 
Flüssigkeit bei bestimmter Höbe A des 
Spiegels über der Ausflufsoffnung ist un- 
abhänjrij^ von dem specifischen Gewicht 
der Flüssigkeit (s. Ausflufs tropfbarer 
Flu.ssigkeiten No. 4). 

Daodecimal zeigt die Beziehung zur 
Zahl 12 an. Vergl. Decimal, DodeKadik. 

Dnodecimalmaaf^ ist ein Ma.ifs, dessen 
Einheit in 12 gleiche Tbeile getheilt ist, 
wonach diese Tbeile als Einheiten wieder 
in 12 gleiche Theile getheilt werden, wie 
in Preufsen und in anderen Ländern das 
Längenmaafs als Werkmaafs. 1 Ruthe 
hat 12 Fufs, 1 Fufs hat 12 Zoll, 1 Zoll 
12 Linien. Dieser Eintbeilung entspre- 
chend 1 GRuthe = 144 QFufs u. s. w. 
1 Kubikruthe = 1728 Rubikfufs u. s. w. 
vergleiche Decimalmaafs. 

Durchgang eines Gestirns dnreh den 

Meridian s. u. Culminatiou. 

Durchmesser ist zunächst eine gerade 
Linie, die durch den Mittelpunkt einer 
geschlossenen Curve bis zu den entge- 
gengesetzt liegenden Punkten des tm- 
rangs gezogen wird, also zunächst in dem 
Krei.se und der Ellipse jede durch deu 
Mittelpunkt gezogene Sehne. 

Die Begriffe von Mittelpunkt und Durch- 
messer sind wechselseitig. Mittelpunkt 
einer Curve ist der Punkt der alle durch 
ihn gezogenen Sehnen balbirt, und Durch- 




r 


i I 


DurchnnPSiM'r. 334 Durchmcsder. 


mesier sind Sehnen die alle in einem 
Punkt sich schneiden durch weichen sie 
halbirt werden. 

Der Kreis und die EIIip.se halien also 
unsählig viele Durchmes.ser. Jeder der- 
selben hat die EieenscbaR, dafs er sowohl 
die Curve als auch die von derselben ein- 
(reschlns.sone Ebene halbirt ; oder vielmehr 
die Curve bat einen Mittelpunkt, wenn 
jede durch ihn gesogene Sehne die Curve 
selbst und die von ihr eingescblnssene 


Fig. 58‘2. 



Fig. bä2 ist ein Kreis, Fig. 583 eine 
Ellip.se, il sind die Mittelpunkte, AU 
Durchmesser; ist MP = MK, sind h’G 
durch P und IIJ durch K parallele Seh- 
nen, so ist 

Bogen und .Vb.schnitt FAG ss JBII 
Ferner Bogen AF Si Bogen UJ 
und Bogen AG 9! UH 
Ausschnitt APF^JBE 
und Ausschnitt APG 'N BEII 

Die Sehnen FG und HJ werden von 
den Durchmessern AB nicht halbirt, da- 
gegen gibt es Sehnen , weiche von den 
D unter bestimmten Winkelu mit den- 
selben halbirt werden. Da diese Sehnen 
gegen die Endpunkte des P bin immer- 
mrt kleiner werden und in den End- 
punkten .selbst SU Null verschwinden 
müssen, so ist klar, dafs nur diejeni- 
gen Sehnen es sein können, welche wie 
KL mit den in den Endpunkten A, B 
der Durchmesser an der Curve geloge- 
nen Tangenten TT parallel laufen. 

Die einfachste Beziehung paralleler 
Ordinaten mit ihrem Durchmesser ist of- 
fenbar die, wenn sie normal auf einan- 
der stehen , und es stimmt mit dem all- 
emeinen Begriif Axe (s. d.) wenn man 
enjenigen Durchmesser, welcher normal 
XU ihm gerichtete Ordinaten halbirt, Axe 
nennt. In dem Kreise steht jede Tan- 
gente auf ihrem Durchmesser normal, 
daher ist jeder Durchmesser des Kreises 
zugleich Axe; bei der Ellipse sind es 
nur ’i Durchmesser, der längste NP und 


Ebene halbirt und diese gleichen Theile 
sind cc, weil unter den vorgedachten Be- 
dingungen die Punkto der Curve zu bei- 
den Seiten eine.s Durchmessers symme- 
trisch angeordnet sein müssen. Ilieraus 
folgt, dafs wenn durch gleichweit vom 
Mittelpunkt auf einem Durchmesser ge- 
nommene Punkte parallele Chorden ge- 
zogen werden, diese 4 Bogen und Flä- 
chenstücke abschneiden von denen je 
zwei und zwei einander s sind. 


Fig. 583. 



der normal auf ihm befindliche kürzeste 
Durchmesser FJ. 

In Folge der Eigenschaft iles D., 
dafs er ein bestimmtes System paralleler 
Ordinaten halbirt ist auch der Begriff 
des D. dahin erweitert worden wie in 
dem Art.; conjugirte Durchmes- 
ser die Deünitiou von D. lautet, und 
wohin ich für das L'ebrige, was noch 
in diesem Art. über D. gesagt werden 
sollte, verweise. 

Hierbei mufs ich bemerken, dafs 
in Folge meiner längeren Abwesenheit 
vom Druckort mehrere Fehler im Text 
sich vorfinden: Statt Fig. 314, 315, 31C 
ist zu lesen; Fig. 315, 316, 317. In Fig. 
317 fehlt im Dnrchschnittspunkt zwi- 
schen der Peripherie und der Linie CO 
der Buchstabe // und pag. 45 rechts, 
Zeile 22 von oben ist hinter dem Wort 
au fznweisen eine sinnentstellende Aus- 
lassung geschehen. Der Satz lautet: 
Dagegen nat die Parabel keine anderen 
Durchmes.ser als die Axe aufzuweisen, 
auf welchem die gleichen entgegenge- 
setzten Ordinaten normal sind; sämmt- 
liche der Axe Parallelen sind Durch- 
messer, die von diesen balbirten Dop- 
pelordinaten sind 4^ der in dem End- 
punkt des jedesmaligen Durchmessers an 
die Parabel gezogenen Tangente. 

Die Parabel hat keinen Mittelpunkt 
aufzuweisen, wohl aber die Ellipse und 
die Hyperbel, hei welchen jede durch den 
Mittelpunkt gezogene gerade Linie ein 
Durchmesser ist. wie FG durch C Fig. 
315, CJ durch C Fig. 316. 
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OirclUCbDltt ist die beliebif; gewählte 
Ürente, durch welche eine geometrische 
Gröfse getheilt wird. D. zweier Linien 
ist der Punkt (Durchschnittspunkt), 
in welchem beide sich gegenseitig thei- 
len. D. zweier Kbenen die gerade Linie 
(Durchnittslinie) in welcher beide 
sich gegenseitig theilen. Im Gegensatz 
*011 Berührung, Itei welcher beliebig ge- 
wählte Grenzen der geometrischen Grü- 
Tsen gemeinschaftlich wenlen ohne zu 
theilen. D. eines Körpers ist die Fläche 
(Durchschnittafläche) mit welcher 
derselbe getheilt wird. 

I). als Zeichnung eines Baugegenstau- 
des ist die Zeichnung desselben, nachdem 
der Gegenstand durch eine oder mehrere 
Ebenen, die Du rchsch uitt scheuen, 
getheilt gedacht ist. 

Uorchnittsehene, -fläche, -linie, ponkt 

s. Durchschnitt. 


Direhschnittsuhl s. v. w. arithme- 
tisches Mittel. 

Djadisches ZahleniTstem, Dyadlk, bei 

welchem die Werthe der Stellen *on der 
Rechten zur Linken statt nach den Po- 
tenzen von 10, wie hei unsrem dekadi- 
schen .Sj-steni, nach den Potenzen »on 
2 steigen. Es e.Gstirt ai.so nur die Zif- 
fer I und das Nullzeicben. 
dec. Syst. dyad. .S dec. Syst, dy.ad. 3. 


1 

= 

1 

9 


1001 

2 

= 

10 

10 

= 

1010 

.1 

= 

11 

11 


1011 

4 

= 

100 

12 


1100 

5 

= 

101 

13 

=r 

1101 

C 

= 

110 

14 

= 

1110 

7 


111 

10 

•=: 

1111 

8 

= 

1000 

10 

- 

10000 


u. s. w. 

Dynamik, dynamliche Wlasenachanan 

s. II. angewandte Mathematik. 
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Decimallinie 2,a(). 

D ecimalinaafs 2äO 
Decimalstellcn 2äO. 
Decimalsystcm 2.ä0. 
Decimalzahlen 2.81. 

Deckung 2.äl . 

Doclination eines Gestirns 2,ä I . 
Doclinationskreis 2äl. 

Decrement 2.~i l . 

Definition 2.8 1 . 

Dehnbar 251. 

Dekadik, dekadisches System 251. 
Dekadische Brüche 2.82. 
Dekadische Ergänzung 2 . 82 . 
Dekadische Ganze 2,82. 

Dekadische Zahlen 2 . 82 . 
Dekadisches Zahlensystem 2,82. 
Dekagou 2 . 82 . 

De ka^onalzahl 2.82 
Deltoiddodekaeder 2.88. 
Demonstration 2äft- 
Depressionsw'inkel 2.8:i. 
Descension 288 
Descensional-Diffcronz 2Ü. 
Deviation 288. 

Diakans tische I.inie 258. 
Diagonal 253. 

Diagonale, Diagonal li n ie 288. 
Diagonalchene 2,83. 

Diamoter, Durchmesser 253. 
Dichtigkeit 253. 

Dicke 2.84. 

Didodekaeder 2.84. 

Differenz 25.8. 

Dif ferenzengleichuug 25b. 


Differenzen I) 110 ti en t 2.8f>. 
Differenze nreihen 25G. 
l>irtcrcii2onzeirhcn 
Uilferenzial 256; Krkläninff 256. de.«»* 
sen 15ezeichnun".sweise 25 « : Difleren- 
ziale alffohraischer Kiinctionen 2.50 bis 
261 Heispielo darüher 21il his 263 : 
von venniitelndcn Variahlen 2ü3 No. li 
li!8 Hj von traiisceiidente» Fuuctiuneü 
203 ; von Exponentinlfunrlionen 203, 
No. ^ von iogarith mischen Functio- 
non 20 . 5 , No. von tri^onünietri!»choii 
Functionen 200 , No. 2ü his ^ von 
rydometrischeii Functionen 208. No. 2Ä 
bis 35; von zusninmen^eset/teii truos* 
cemlenicn Functiunen 203, No. ÜO bis 
43; von Functionen, die >*on mehre- 
ren Veränderlichen abhanden 270. No. 
il* HeLspiele darüber 272. 
Differenziale hrdicrer Ordnungen 258. 

273; von einer Summe, einem Pro- 


duct zweier und mehrerer Veränder- 
lichen 273 ; von einem Quotient 
zwi.schen zweien Veränderlichen 274 ; 
von Potenzen mit con.stantem Ex|>o- 
nent 275 ; von trigonometrischen 
Functionen 276: von Expunential- 
grofsen mit cgn.stanter (friindzahl 
276; in Heziehung auf eine zweite 
Veraiidcrliche 277. No. 5^ in Be- 
ziehung auf 2 Veränderliche 277. 
No. tiiL 

Aehnliehkeit zwischen den Differenzia- 


len der natürlichen Logarithmen und 
den der Kreisbogen 285. 

Diilorenzialforrueln 273. Allgemeine 
No. I bis 19. 

algebraische mit ganzen |M>sitiven Ex- 
ponenten No. 2Ü hifl 20, 

;tlgehrai.‘ieho mit gebrocHenen und ne- 
gativen Exponenten No. 21 bis r.4. 
zusammengesetzte algebraische No. tü 
bis liL 

für Kxpmientialgrnrsen No. SQ bis fiiL 
für lügarithmisclie (trofsen No. &li bis ^ 
für zusammengesetzte logarithmlsche 
und Exponcntialgrolsen No. Q^bis 103, 
für trigonometrische (.trofsen No. IM 
bis 117, 

für cycTömet rische ürofsen No. ilÄ bis 


133. 


für zusammengesetzte lugarithmische 
und trigonometrische Grofseii No. LM 
bis 139, 

für abhängig verän<lcrliphe (trofsen von 
einer uiia mehreren Veränderlichen 
abhängig No. lüi bis 1 47 , 
für hoher© Differenziale 148 bis 
158. 

Differenzialgleichung 286; mittel- 
bare und unmittelbare 288 , wie man 
dieselben erkennt 287. 
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Differenzialrechnung. 


330 


Geschwindigkeit. 


Uifforenzialreohnung 2HR ; Vortheile 
derselben gegen elementares Verfahren 
258 ; Anwendung auf die Kiitwiekclnng 
der Functionen in Reihen 288 ; auf die 
Bestimmung der Maxima und Minima 
298 ; auf die Bestiuiiuuug von Func- 
tionen für W'ertho für welche sie un- 
bestimmt werden 294. 

Differenzio-Diffore nzialrechn u ng 
914. 

Dignität 3 14. 

Digrcssiou 314. 

Dimension 314. 

Dioktaeder 314. 

D i 0 p h a n t i s c h e (.J 1 o i c h u n g c n 3 1 5. 

Dioptrik 31(1. 

Discrete Gröfso 31(i. 

Distanzpnnkt 313. 

Divergenz 31t>. 

Dividend 31(i. 

Dividiron 316. 

Division 317. 

Divisionszeichen 318, 

Divisor 318. 

Dodekadik, dodek ad isches Zahlen- 
system 318. 

Dodekaeder 319. 

Dodekaodralzahl 3 1 9. 

Dodekagon alzahl 321. 

Doppel bruch 321. 

Doppelordinaten 164. 

Doppelpunkt 321. 

Doppelsonnensystem 321. 

Doppelsterne 321. 

Doppelt gerade ganze Zahl 322. 

Doppelverhältnifs 322. 

D rache nkopf 322. 

Drachenmonat 322. 

D rachensch wfanz 322. 

Drei eck 322. 

Dreiecke, ebene 322, l'nverrückbarkeit 
derselben 322; deren ünfscre und in- 
nere Winkel 323; Kintbeilnng der Drei- 
ecke 323 ; die wichtigsten Lehrsätze 
über Dreiecke 323 bis 328; trigonome- 
trische Berechnung unbekannter Stücke 
ans 3 gegebenen 328. 

Drei mal ach tflächner 33 1 . 

Dr ei n nddreika n t n e r 331. 

Dreiundeinaxiges Krystallisa- 
tionssystem 332. 

Druck 332 ; verglichen mit Zug, Stofs, 
Anziehung, Abstofsung 332; 

Druck, hydrostatischer 332; Druck 
des WLassors im Meere gegen die Luft 
in Taucherglocken 333. 

D u 0 d e c i m a 1 333. 

D u 0 d e c i m a 1 111 a a fs 333. 

Durchgang eines Gestirns durch 
den M e r i d i a n"*333. 

Durchmesser 333, bei Curven als Ab.s- 
cissenlinie 164. 


Du rchschnitt 335. 

Durchschnittsebene, -fläche, -li- 
nie, -pnnkt 335. 

Durchschnittszahl 335. 

Dvadisches Zahlonsystoni, Dya- 
dik 335. 

Dynamik, dynamische Wissen- 
schaften 335. 

E. 

Einheit, absolute, primitive, relative 318. 

Elementar-Geonietrie, deren Constructio- 
nen 49 bis 8Ü. 

Elemente, Arithm 4L 

Elevationswinkel 253. 

Ellipse, aus der allgemeinen Gleichung 
entwickelt 176 bi.s 178 ; Bestimmung 
deren Tangente, Normale, Snbtangente, 
Subnonnale, Krümmungskreis 185 ; de- 
ren conjugirte Axo und Durchmesser 
42, 44. 

Erde, .Anzahl deren Umdrehungen um 
die Axo für welche die Schwere in dem 
.Aoijuator <ler Oberlläche Null winf 19. 

Erde und Mond, Aenderung des gemein- 
schaftlichen Schwerpunkts beider in der 
Ekliptik 14. 

Ergänzung, dekadische 252, 
eines Winkels 4L 

Evolute, Bestimmung derselben an Cur- 
ven 188, 
der Parabel 188, 
der Cycloido 198. 

Evolvente 188. 

F. 

Fadendreieck 160. 

Fixsterntrabant 321. 

Flächen (Kryst.), zusammengehörige 31. 

Fliehkraft liL 

Folgesatz 135. 

Fordern ngssätze 124. 

Form (Kryst.), zus;immengesetzto 3^ 
gleichnamige, ungleichnamige, combi- 
nirte 32. 

Frühlingspunkt, des.scn Vorrückung 26. 

Function, Erklärung 256; Worthbestim- 
niung derjenigen, welche für bestimmte 
Wertno der Urverändcrlichen unbe 
!«timmt werden 294 Maximum und 
Minimum der Functionen 208, der im- 
pliciten Functionen 309, Beispiele hierzu 
31Ü. 

G. 

Gegenschein 4L 

Geometrie, Elementarconstructionen 49 
bis 80, 
höhere 184. 

Gesammtdifferenzial 273. 

Geschwindigkeit von Flüssigkeiten, wirk- 
liche und hypothetische 126. 

22 * 


Gewichte. 


r>40 


Ofltwestlinie. 


Gewichte, nach deni Deciiualsystem, fran- 
losifjfhe ^^0- 

(i#*wichtsverlust in Wasser 
(iläser, concave, convexe 
Gleichungen, roiistructioii (ler>eH)cn 
1 / 0 . 

Gonstrnction deren Werthe 1*>1- 
für ('urven, voHstaiulige nnd nnvoll- 
ständige 102 . Anzahl Glieder der 
vollständigen 1 03 : die sich in ratio- 
nale Factoren zerlegen lassen und 
deren geometrische (’onstmetion iQs. 
diophantische 015. 

Grauntoeder 0111. 

Gröfsen, collect ive, discrcle 03_; concrete 
04^ stetige, continuirliche ^ 1 25 ; com- 
mensurahlo IIä* 

H. 

Hnarrribrcbcn Oi HL 
NMlbdreim.alachttlächner 250. 

Hallströms Tabelle für Ausdehnung des 
Wassers hei verschiedenen Tempera- 
turen mit Hülfe von DifTcrenzeD be- 
rechnet 255. 

Hemididodekaeder OQl. 
HemitriakUoclaeder 250. 
llemmang bei Ghronoinetcrn ÜL 
lloxaederecken Oll). 

Himmelsgegenden HL 
Höhen, correspondirendo 105. 

Hohlgläser IH 
Hufabsebnitt, HiilHächc 2 12. 

Hyperbel, ans der allgemeinen Gleichung 
entwickelt 170 bis 1 7f < ; geometrische 
Constniction derselben hei gegebener 
vollständiger Gleichung in Zahlenbei- 
spiel IM ; 

conjugirte 4<»; deren conjugirte Axen 
«na Durchmesser 40 ; 
cnhische 158. 

J. 

Jahr, tropisches 2iL 
increment 25 L 

K. 

Kegelschnitte. Allgemeine Gleichung ver- 
glichen mit der Kniwirkeluog aus 
ilem Kegel 176; 

geometrische Construction derselben bei 
gegebener vollständiger Gleichung in 
Zanlenheispie! 181 . 

geometrische Construction deren Pa- 
rameter 180: 
confucale AL 
Kennziffer 2£L 

Knoten au Curven 105 ; Heispiol an der 
Konchoide 107. 

Körperlich 157. 

Konchoide 165 : Untersuchung derselben 
auf deren Wendungspnnkte 189. 


Kräfte im freien Kaum iü. 

Kraft pun kt HL 

Kreis, aus der allgemeinen Gleichung ent- 
wickelt Ufi bis 1 78 ; dessen allgemeine 
CoordinatengleichuRglilJ -.dessen recht- 
winklige Coordiiiatengleichung 132. 

Krümnuingshalbnu's.^er der Cycloide 197. 

Krümmungskreis an Curven, dessen Be- 
stimmung ISO, 

L. 

Linie, gerade, deren Coordinateuglcichung 
und Pulargleichung 171. 

Linien erster, zweiter, «ter Onliiung 102. 
der ersten Ordnung 170. 
der zweiten Ordnung, allgemeine Glei- 
chung 172 ; Bedeutung und KinHiifs* 
ilcrcn roefficienten 172, 173, 178 : 
Keduction der Gleichung für belie- 
big grofse Absci.s!«cii 174; daraus 
hervorgehende naturlicho Classifica- 
tion der GIcichnngen mul Natur der 
zu ihnen gehörenden Curven 175; 
der dritten mul höherer Oniiiungen 1S4. 

M. 

Maufs, cubisches I5s. 

Maafsc nach dem Dcciinalsystem, fran- 
zösische 250. 

Mac Laurinsche Reihe, deren Entwicke- 
lung 280; Bedingung unter welcher 
sie convergirt 202 : deren Ergäiuungs- 
glied 203. 

Mantisse 2Ü. 

Masse 254 . 

Ma.\imum und Miiiimmu, absolute und 
relative 200; negative 301 : deren Be- 
stimmung mit Hülfe höherer Dilforen- 
ziale 2iia hi.«* 301 : ohne Hülfe höherer 
Difierenziale 303 No. IL Beispiele 304 
bis 300. 

von impliciten Functionen 3QQ. 

Mittag, wahrer 100- 

MittagsUnie, wahre LL 

Mittelpunkt der Kräfte HL 

Mondcykcl 2üH. 

Münzen nach dem Decimalsystem 250. 

Muscbellinic 1 05. 

N. - 

Nordsüdlinie, wahre LL 

Normale an Curven. deren Hcfitimiming 
1S4. 

O . 

Ohertlächc, gewölbte, der Parabel 104 ; 
der Cycloido 2(K) ; deren allgemeine 
He.^timuinng für Curven 103. 

Octaetlerecke« 310. 

Opposition AL 

Ostwestlinie, wahre IL 
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Parabel. 


.^41 


Vierundvierkantnor. 


P. 

Parabel , deren allpemoine ülcichuiiff ent- 
wickelt 17t> bis 17K; ßestimiiinn^ de- 
ren Tangente, Nnrinale, Hubtangente, 
■Snbnurmale 18j, deren Krüinmungs- 
kreis und Kvolnto 18»; lleclilicati'un 
<ler P. 191 ; Quailratur der P. 102; 
Bestinimnng deren Oberfläche 194; 
Oubatiir der P. I9ä; 
cubische l.i». 

Parameter der Kegelschnitte, geometrisch 
cunstrnirt 18(1 

Partialdifferenaialc 97.9 

Partialdividend :I17. 

l’artial(|nntient 317. 

, Peripheriewinkei 22. 

Planeten, deren Jl.issen und Kntfernun- 
geu von der Sonne 1^ obere und un- 
tere AI. 

Platean’s Versuch über Cohä.sinn 33. 

Polarcoordinaten 133. 

Polargloichuug, Keduction derselbe 
eine Coordinatengleichnng 134; 
eine andere Polargleic.hu ng 1 3.'i. 

Postulat 124. 

Presse, hydraulische 333. 

Proportionen, stetige, continuirliche 
harmonische, contrahannoni.sche, suu- 
trageoinetrische I3f). 

Pyramidenoctaeder 331. 

a. 

Quadratur der Curven 190, der Parabel 
191. der Cycloide 1.99. 

Quadratnren (Astr.) AiL 

Quaternion 3A. 

Qninion 3A. 

R. 

Radlinie, gemeine Cycloide IMR. 

Ilectiiicatian von Curven 190; der Pa- 
rabel 191 ; der Cycloide 199. 

Reihen, convergirende, divergirendo 288. 

Reihenentwickelung durch lliflerenaial- 
reebnnng 288. 

Repetition bei Winkclmessungen 3A. 

Rhombendodekaeder 329. 

Rühre, calibrirte 1 

Rostpendel 39. 

Rückkehrpunkt an Curven, dessen Ke- 
stininiung 1S8. 

s. 

Scheitelpunkt der Curven 18.8. 

Schiffsconipafs 38. 

Schwere, unter welcher Bedingung sie 
unterm Aetjnator = Null ist 19. 

Schwungkraft 19. 

Sechsundsechskanliier 2Ü4. 

Sehne 22. 

Seniou 3A. 


Siedepunkt einer Flüssigkeit, die Tem- 
peratur abhängig vom Luftdruck 218. 
Skalenoeder 331 . 

.Sonne, wahre, mittlere, deren ungleich- 
förmige Bewegung auf den Aciiuator 
redneirt 2L 
.Sonnencykel 208. 

.Souuenjahr 2i. 

Sunnouiuinute 28. 

.Sonnenstunde 2lL 

Süiiueusystein , Veiänderuiig dessen 
Schwerpunkt und dessen statisches 
Uoment lü. 

Sonnentag 21L 

Sonnenzeit, wahre, mittlere 29. 
Spitze an Curven, deren Bestimmung 188. 
.Sterujahr 2ä- 
Steruzeit 28. 

Stetig 124. 

Steuercompafs 38. 

Striche (Nant.) 18. 

.Siibnonualc (deren Bestimmung an t‘ur- 
unf Suhtaugeiite j veii durch Coordiiiaten- und 
Polargleichungeii 184 
Supleiuent 41. 

125; T. 

Tangenten an Curven, deren Bestimmung 
durch Coordinaten- und Polargleichuii- 
gen 184. 

Tangentialfläche am Cylinder 292. 
Tangentialkraft 18. 

Taschenchroiiometer 39. 
Tascheiicbronometer-Compensatioii 49. 
Tausendeck 29. 

Tayiorsche Reihe, deren Entwickelung 
290, Bedingung unter welcher sie cou- 
vergirt 294. 

Ternion 34. 

Theildifferenziale 273. 

Totaldifibrenziale 273. 
Trapezoiddodekaeder 9.53, ■ 

Triakisoctaeder 331. 

Trigonometrie, geometri.sche Construction 
deren Formeln 8D bis 190. 

u. 

Cmdrohungskörper durch Curven erzeugt 
194. durch die Parabel 195: durch (lie 
Cycloide 902. 

Umfaugswinkel 22. 

Unruhe 39. 

Urzahlwörter 25 1 . 

V. 

Vieleck, reguläres; Berechnung der Seite 
des necks aus der Seite des 2necks 
und ans der des Inccks, algebraisch 
und trigonometrisch 25. 
Vierundvierkantner 314. 
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WärniP. 
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ZwSIfflScbner. 


W. 

Wärme, specifische 1, latente im 
serüampf 218. 

Wärmecapacität I. 

Wasserdampf 219. Formeln filier die 
Elastidtät hei gegebener Temperatur 
219, 231, 23Ö, 23fi. 

Tabelle von Versuchszahlen darüber 220. 
Tabelle darüber nach Formeln 232, 236. 
Formeln über dessen Dichtigkeit 237. 
Hülfstabellen zn Berechnung dessen 
Dichtigkeit 238. 

Tabelle über dessen Spannung, Dich- 
tigkeit und Volumen bei Tempera- 
turen von -32°C. bis 100“C. 241. 
Tabelle darüber von lOO^C. bis 265,89° ('. 
245. 

Wasserdunst 219. 

Wasserrauch 219. 

Wasserwaage 9. 

Wechselschnitt am Cylinder 210. 
Wendungspunkt an Cnrveii, des.sen Kenn- 
zeichen 131 ; dessen Bestimmung 188, 


Beispiel die Konchoide 189; an der ge- 
streckten Cycloide 208. 

Werth einer üleichnng 121. 
Wiedorholungsexponent 34. 

Windrose 38. 

Wirbel, cartesianische 12. 

Wraseii 219. 

Würfel, Anzahl deren mögliche Würfe 36. 

z. 

Zahlen, concrote 41, dekadische 252. 
Zahlensystem 251, dodekadisches 318. 
Zahlwörter abgeleitete 251. 

Zeitmesser 29. 

Zug, verglichen mit Druck und Anzie- 
hung 332. 

Znsammenkunfl (Astr.) 47. 
Ziisammenziehung des Was.serstrahls 125. 
Zusatz 135. 

Znwachsquotient 256. 

Zweige (an Curven) 164. 
Zweimalachtflächner 314. 
Zweimalzwölfliäcbner 254 
Zwölfflächner 319. 


UuIId , Druck der Oebr. lliigtZrcbcn Hotbocbarockcrci. 




